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P.  E 

Meinen  umfanifreioheii  Vorlajcr  atif  dem  Gebiete  «1er  Mathemattiieboii) 
dar  T^ehniichen  unti  Natiirwieseiiioliaften  «acli  alJeü  Rk'bluugt^u  Mn 
weit»?r  au&Eöbaueii^  Ut  meiü  Htt?teä  durcb  das  Veitmuen  und  WoMwoUen 
iftblreichcr  hervorragender  yextretor  obiger  Gebiete  von  Erfolg  begleitete* 
Bemüben.,  wie  mein  Verla gskatalcig  zeigt,  und  icb  hoffe,  dafs  bei  gleicher 
Unten* tu Uung  aeitena  der  G^dulirten  und  SebuhnSLuner  des  In*  und  Aus- 
landes aueb  meine  widtiiTttii  Unternebmungen  Ltsbrenden  und  Leruetiden 
in  Wi?^seni?t'ha(t  und  Sehule  jederzeit  l<örderlie!i  sein  werden,  Terlags- 
anerbieten  gediegener  Arbeiten  auf  einecbiriipgem  Gebiete  werden  mir 
dettbalb,  wenn  auch  Bcbon  gleiche  oder  äbnliehö  Werke  Über  denselben 
OegetiBtaud  in  meinem  Verlage  er^cMeuen  sind^  etet«  «ehr  willkouiinen  «ein. 

Ünter  meinen  zaklreieben  Unti>rnebniungen  mache  icb  ganz  be>$ouilor>i 
aitf  die  von  den  Akadrmieu  der  WietsL-tiEiibailen  äu  Milntben  und  Wien 
und  der  Geäeüsehaft  der  VV^iBsenacbal^en  eu  Oöltintfen  berauggegebenö 
JSao^klQpadia  der  Mathematiflohen  Wisssneohaftae  auftnerkAam, 
die  ia  7  Bänden  die  Aritbmetik  und  Algebra,  dieAnaljaiß»  die  Geometrie, 
die  Mei-biinik*  die  PbjBik,  die  GeodiUie  und  Ge(>phjaik  und  die  Antra* 
nomio  bebandelt  und  in  einem  Scldufeband  biüturische,  philoflcjpkiäcbe 
und  didaktischo  J'^ragen  b«iprisohen,  sowie  ein  Generidregiiter  su  obigen 
Bändet!  bringc?n  wird. 

Wfeitetter  Verbrcitting  erfreuen  sich  die  mathBiii  litis  eben  und  natnr- 
w Li tenicb alllieben  Zeit^cluriften  metnes  Verkgf,  ali  da  sind:  Die  Mathe- 
matlcohen  Annalaa,  diu  Bibliotheoa  MathematioA^  da«  AroMv  der^ 
Mathematik  und  Ph3raikj  die  Jahresberichte  der  DetitaGhen 
Mathematik  er  •Vereinigiingj  die  Zeitaqhrifl  für  MalhermatJk  und 
Phyaik  und  die  Zeitschrift  ftLr  mathematiaehen  und  DattirwJAseii» 
achaftUchen  TJaterrieht. 

Seit  iHÖb*  ^erfllFenÜiche  leb  in  Icnrzen  Zwifichanrilumeii :  f^MlU , 
teilungen  der  Verlagabtiohhandlung  B.  ö.  Teubner".  Dieae  »»Mit- 
U*ilun^eti*\  welche  unentgeltlich  in  20  (M)0  Exemplaren  sowohl  im  In-  ali 
auch  im  Anaknde  von  mir  verbreitet  werden,  sollen  dua  Publiknin,  wekbes 
meinem  Verlage  AntTaerkäanikeit  Bchenkt,  von  den  erachienenen,  tmler 
der  Fr€B»e  beindlichen  und  von  den  vorbereiteten  Uniemobmungen  de» 
TeubnerHcben  Verlage  in  Kenntnis  setzen  und  sind  ebenso  wie  da^  bi« 
auf  die  JüügstKeit  fortgeführte  jahrlicb  zwei-  bis  dreimal  neu  gedru'ikto 
VerBeiehiiia  des  Verlags  von  B-  Q.  Teubner  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik^  der  teehnischeii  uud  NatiirwiftBeiiaohafteu  uebat 
GreBegebieteii^  96,  Ausgabe  [XL  u.  I6B  B.  gr,  8]^  in  tiUen  Gucbbazid* 
lungen  unentgeltlich  zu  babeni  werden  auf  Wnnacb  aber  auch  unter 
Ereujsband  von  mir  unmittelbar  an  die  Besteller  Überaundt. 


Laip^a,  Pl^^tctirafise  9. 


B.  G.  Teubner, 
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Vorwort 


Die  Wabrecheiidiclikeitsrechniiiig  hat  längst  aufgehört^  eme  bloße 
Theorie  der  Glücksspiele  zu  seiü.  Man  biit  einerseits  den  hoheuBildungs- 
wert  ihrer  Begriffsktinstruktiduen  und  Sehlußweisen  erkannt  und  aiulrer- 
seik  den  Kreis  jener  konkreten  Materien^  auf  welche  sit5h  ihre  Methoden 
mit  Berechtigung  anwenden  lassen,  immer  bestimmter  gezogen;  so  i»t 
die  Walirscheinlichkeitarechnung  xu  einem  wohl  begründeten  und  |>nik- 
tisch  wichtigen  Zweige  der  angewandten  Mathematik  ausgestaltet 
worden, 

Sie  nach  den  beiden  erwähnten  Richtungen  innerhalb  yorgezeich- 
neter  Schranken  zur  Darstellung  zu  bringen^  ist  das  Ziel,  das^  ich  mir 
bei  Abfassung  dieses  Buches  gesteckt  habe, 

Der  grundlegende  erste  Teil  geht  auf  die  fundamentalen  Fragen 
fweit  ein,  ab  oa  zur  Vorbereitung  jener  Kritik  erf^^rderlieh  ist,  die 
ibt  werden  soU^  wenn  man  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  ein 
Gebiet  der  Wirklichkeit  anzuwenden  sieb  anscbickt  Eine  reiche  Aus- 
wahl von  Problemen^  darunter  die  klassischen,  soll  mit  der  eigenartigen 
Denkweise,  mit  der  richtigen  Handhabung  der  Sätze  und  Rfchutmgs- 
methöden  %^ertraut  machen. 

Für  alle  Gebiete  der  Forschung,  wo  die  Resultate  ans  messenden 
Beobachtungen  abgeleitet  werden,  ist  die  auf  die  Wahrscheinliclikeits- 
tbeorie  sich  stützende  Ausgleichiingsrecbnung  zu  elneni  unentbebr- 
lidien  Instrument  geworden^  dazu  bestimmt,  die  Gewinnung  der  lle- 
8ult«te  methodisch  zu  leiten  und  für  ihre  Yerläßüchkeit  einen  Maß- 
stab zu  liefern.  Diese  Seite  der  Anwendung  behandelt  der  zweite 
Teil,  der  in  eine  kurzgefaßte  Tbeorie  der  Beobachtungsfehler  und  in 
die  Erledigung  der  Hauptprobleme  der  Kombmation  von  Beobachtungen 
»erTällt,    Erläuternde  Beispiele  sind  in  zureichender  Zahl  eingefügt. 

Ein  verhältnismäßig  junger  Zweig  der  Anwendung  ist  tue  mathe- 
matische Statistik,  ttie  den  Gegenstand  des  dritten  Teiles  bildet  Neben 
den  Methoden  zur  Kritik  atatistisclier  Eesnitate  werden  die  Probleme 

Eerbliehkeits-  und  InvaÜditätsmessung  zur  Sprache  gebracht  Die 
iittel  der  formalen  Bevölkerungstheorie  kommen  dabei  zu  weit- 
lev  Anwendung.     Die   reichliche  Vorfilhmng   yon  EtMix%5k?ö^- 


rV  Vorwort. 

material  wird  dazu  beitragen^  die  AusfiÜinmgen  dieses  Teiles  zu 
beleben. 

Im  vierten  Teile  wird  die  Lebensversicherungsrechnung  auf  wahr- 
scheinlichkeitstheoretischer  Grundlage  zum  Vortrag  gebracht.  Im  Gegen- 
satze zu  dem  älteren  Verfahren^  das  jede  Versicherungsart  für  sich  be- 
trachtet und  immer  wieder  von  Grund  auf  in  Angriff  nimmt,  ist  hier 
im  Interesse  der  zusammenfassenden  Behandlung  eine  eingehende  Dar- 
stellung der  mannigfachen  Versicherungswerte  an  die  Spitze  gestellt; 
denn  alle  andern  Fragen^  wie  Pramienbestimmung,  Rückgewähr  der 
Prämien^  Resenreberechnung,  Risiko  etc.  führen  auf  das  Rechnen  mit 
Versicherungswerten  zurück.  Angewendet  ist  das  Bezeichnungssystem 
des  Text  Book;  dieses  Hauptwerkes  der  Lebensyersicherungsrechnung, 
ein  System^  das  am  ehesten  Aussicht  hat,  allgemein  adoptiert  zu  werden. 
Tabellen  sind  in  solchem  Umfeuige  aufgenommen ,  als  es  notwendig 
erscheint,  die  Auswertung  der  Formeln  zu  erläutern  und  mit  speziellen 
Zahlwerten  dieses  Gebietes  einigermaßen  bekannt  zu  machen. 

Betreffs  weitergehender  literarischer  und  historischer  Nach- 
weisungen darf  ich  auf  meine  Schrift  „Die  Entwicklung  der  Wahi^ 
scheinlichkeitstheorie  und  ihrer  Anwendungen"  im  VEL  Bande  der 
Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  hinweisen. 

Wien,  9.  November  1902. 

E.  Cznber. 
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Erster  Teil 

Wahrscheinliclikeitstheorie. 

(iraiullageu  dt*r  WaliüscheinUelikeitHreihming. 
§  1,    Entwicklung  der  Grundbegriffe. 

1.  Bas  hypothetische  Urteil,  Das  Wesen  des  hypothetischen 
Urteils  btisteht  darin,  ciaJi  es  eine  Vuraussei^un^  imd  eine  Frdife  m  das 
Verhältnis  der  Nottvmdif/Mi  zu  einander  setsst.  Es  behauptet  eIso, 
ilaß  an  die  Verwirklichung  der  Voraussetzung  jedesmal  die  Folge 
notwendig,  mit  Sicherheit  oder  mit  Gewif.<heM  geknüpft  ist.  Üer  so 
geartete  Zusammeiihaug  sfiwischen  den  beiden  Teilen  des  Urteils  wird 
entweiier  durch  logiBche  Schlüsse  erwiesen  oder  aus  einer  ausnahmslos 
gemaehteu  Wahrnehmnng  geschlossen. 

^.Wenn  eine  dekadische  Zahl,  die  an  der  letzten  Stelle  0  oder  h 
hat,  durch  h  dividiert  wh-d,  so  geht  die  Diviston  ohne  Rest  autl"  — 
^Wemi  ijiaii  durch  eine  Ecke  eines  Dreiecks  eine  Gerade  derart  legt, 
(kU  sie  den  an  <lieser  Ecke  liegenden  Winkel  durchsetzt,  so  sehneidet 
die  Gerade  die  der  Eck©  gegenüberliegende  Seite  des  Dreiecks*^  —  sind 
hypothetische  Uiieile,  deren  Wahrheit  die  Arithmetik,  beziehungsweise 
die  Geometrie  aus  ikren  Gnindlageu  durch  logische  Schlüsse  be- 
^^ndet  Dagegen  beruht  dag  Urteil;  ^^Wenn  ein  Gefiiß  eine  Flüssig- 
keit enthält,  und  j(*h  bringe  in  dem  ron  ihr  berührten  Teil  der  Öeiten- 
wand  eine  Ofliiimg  an,  so  tritt  durch  diese  die  Flüssigkeit  ans"  —  auf 
einer  ausnalimlos  gemachton  Wahrnebmiing. 

2.  Daa  hypothetlBOh-di&junkti^e  Urteil.  Wenn  aus  der  Ver- 
wirklichung einer  Vorausset?;ung  eine  von  mehreren  einander  aus- 
schließenden Folgen  hervorgehen  muß,  so  heißt  das  Urteil,  welches 
diesen  Sachverhalt  behaupt^j  ein  hypothetisch-disjunktives.  Die  Untei^ 
«cheiduiig  und  Aufziihlung  der  Folgen  bildet  die  Disjunktion,  die  ein- 

I Keinen  Frdgen  heißen  ihre  Glieder.     Zwischen  der  Voraussetzung  und 
der    Gesamtheit    der    Glieder   der    Disjunktion    besteht    wie    bei    dem 
hypothetischen  Urteil  das  Verliältnis  der  Notwendigkeit;  dageg^en  %Ukt 
C  X  tt  Ti  Cr  r>  W  li  I L  r «c  b<il  n  Ut'likt;/  E^r i^t'/i Ji  u flg.  \ 
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das  einzelne  Glied  der  Disjunktion  oder  eine  Gruppe  von  Gliedern  zu 
der  Vorauasetzujig  im  Verhättnisße  der  31öglkMTtf:  Die  Verwirklichung 
der  VorausBetzung  h'tnin  das  bezeichuete  Glied  oder  eines  der  ge- 
wählten Gruppe  zur  Folge  liabeuj  es  kann  sich  aber  auch  ein  anderes 
Glied  einstellen. 

jjWenn  eine  dekadische  Zahl  durch  5  dividiert  wird,  so  geht  die 
Diviflion  auf  oder  es  es  bleibt  ein  Rest  übrig**;  —  „Wenn  man  durch 
eine  Ecke  eines  Dreiecks  eine  Gerade  legt,  so  schneidet  sie  die  gegen- 
überliegende  Seite  oder  geht  an  ihr  vorüber";  —  ^^Wenn  man  in  der 
Seiteawand  eines  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefäßes  eine  Offiiung  an- 
bringt, so  tritt  durch  diese  Flüssigkeit  ans  oder  es  geschieht  dies 
nicht"  —  sind  Beispiele  disjunktiver  urteile  mit  zweigliedriger  Dis- 
junktion. In  dem  ersten  kann  die  Disjunktion  weiter  geführt  werden  ' 
durch  Auseinanderhält uug  der  Reste,  welche  auftreten  können,  ■ 

Die  vorgeführteu  Beispiele  zeigen  eine  bestimmte  Struktur,  die  sich 
folgendermaßen   beschreibeu  läßt.      Mau  kann  von  einem  Bereich  der 
Vorau  es  et  Zungen    oder   Bedingungen    sprechen    und    diesen    in    Teile 
zerlegen  derart,  daß  an  den  einen  die  eine  der  Folgen,  an  den  andern« 
die  andere  Folge  mit  Xotwendigkeit  gebunden  ist;  mit  andern  Woi-ten: 
man  kann  die  obigen  hypothetisch-disjunktiven  Urteile  in  hypothetische 
auflösen.    In  dem  ersten  Beispiel  ist  der  Bereich  der  allgemeinen  Be- 
dingungen dnrch  die  Gesamtheit  der  dekadischen  Zahlen  vertreten  und     j 
scheidet  sieh  in  solche,  die  0  oder  5,  und  in  aolche,  die  eine  andere fl 
Ziffer  an  der  niedrigsten  Stelle  haben:   mit  der  ersten  Teilgesanitheit      i 
ist  daa  Aufgehen   der  Division,    mit  der  zweiten  ein  Rest  notwendig 
verbunden.     In  dem  zweiten  Beispiel  stellt  die  Gesamtheit  der  durckfl 
die  betreffende  Ecke  gehenden  Geraden  den  Bereich  der  Bedingungen 
dar  und  zerfällt  in  jene  GeradeUj  die  den  Wiukel  an  der  Ecke  durch- 
setzen ^  und   iß  solche,   die  außerhalb   desselben  bleiben:   die  ersterea 
schneiden  notwendig,   die  letzteren  gehen  notw-endig  vorbei.     In  dem 
dritten  Beispiel  vertritt  die  ganze  Seitenwand  den  Bereich,  innerhalb] 
dessen    die    allgemeine    Voraussetzung    realisiert    werden    kann,    un* 
scheidet  sich  in  einen  von  der  Flüssigkeit  berührten  und  einen  freien 
Teil:  erfolgt  die  Realisierung  in  dem  ersten  Teil,  so  ist  der  Austritt 
der  Flüssigkeit    die    notwendige   Ftdgo;    dem    andern   Teil    entspricht 
ebenso  das  Ausbleiben  dieser  Erseheinung. 

In  allen  drei  Fällen  ist  man  auch  in  der  Lage,  das  qwmUkiUvB 
Virhilinh  der  Umfange  der  Teilbereiche  zum  Bereich  der  allgemeinen 
Bedingungen  anzugeben,  So  ist  das  Verhältnis  der  Gesamtheit  der 
mit  0  oder  5  schliefsendeii  Zahlen  zur  Gesamtheit  aller  Zahlen  mit 
1:5  zu  bemessen,  weit  von  je  zehn  Zahlen^  die  sich  nur  in  der  End- 
ziffer unterscheiden,  zwei  zur  ersteren  Gesamtheit  gehören.  Hat  ferner 
iB  einem  konkreten  Dreieck  der  Winkel  jener  Ecke,  durch  welche  die 
Gerade  gelegt   werden  soll,  die  Größe  ö,  so  ist  u  :  it  das  Verhältnis 
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der  Gesamtheit  d^r  die  Gegenseite  sckneideoden  Geraden  zur  Gesamt- 
keit  aller  Geraden,  welche  durch  die  Ecke  gelegt  werden  können.  In 
dem  Beispiel  mit  dem  Gefäße  bezeichnet  das  Verhältnis  der  FOß  der 
Flüssigkeit  berührten  zur  gnnzen  Seitenwand  das  Verhültnis  de^  den 
Ansf tritt  der  Flüssigkeit  bewirkenden  Teilbereichs  znm  ganzen  Bereich 
tler  allgemeinen  Bedingiingen. 

Aber  nicht  alle  Urteilsmaterieiij  welche  zur  AutatelUmg  disjunktiTer 
urteile  Anlaß  bieten,  sind  von  der  hier  dargelegten  Beschaffenheit 
Wir  wtdlen  zwei  Beispiele  anderer  Art  vorführen  und  analysieren. 

^Wenn  ich  in  eine  Urne  mit  undiirchaichtigen  Wänden,  die  eine 
weiße j  zwei  schwarze  und  drei  rote^  im  übrigen  gleiche  Kugeln  ent- 
halt, greife  und  eine  Kugel  li error  hole,  so  ist  dieselbe  weiß  oder 
schwarz  oder  rot/^  Auch  hier  kann  Ton  einem  Bereich  der  allge- 
meinen Bedingungen  und  von  einer  Scheidung  desselben  in  Teilbereiche 
gesprochen  werden,  die  den  DisjunktionsgHedern  zugeordnet  sind,  und 
Äwar  in  folgendem  Sinne.  Bei  einer  bestimmten  Anordnung  der 
Kugeln  in  der  Urne  führt  jede  der  unendlich  vielen  Bewegungen, 
wdche  die  vollziehende  Hand  in  Ausführung  der  allgemeinen  Voraus- 
setzung machen  kann,  mit  Notwendigkeit  zn  einer  Kugel  von  be- 
stimmter Farbe;  das  Gleiche  gut  für  jede  der  unendlich  vielen  denk- 
hareo  Lagerungen  der  Kugeln  in  der  Urne.  Mit  Räck>*icht nähme  auf 
alle  diese  Lagenmgen  Ijißt  sich  also  eine  Gesamtheit  von  Hand- 
bewegungen  denken »  die  zn  einer  der  Kugeln  überhaupt  hinführen^ 
und  in  dieser  lassen  sich  Teilgesamtheiten  unterscheiden,  von  welchen 
die  enie  mit  Notwendigkeit  die  weiße,  eine  andere  eine  schwarze,  die 
dritte  eine  rote  Kugel  zur  Folge  hat.  Aber  die  Bewegungen,  die  z\x 
dem  einen  oder  andern  Erfolge  hinieiten^  zu  charakterisieren,  dafür 
giebt  es  keinen  Anhalt;  daher  ist  es  auch  unthunlich,  das  di^sjunktive 
Urteil  in  hypothetische  aufaiulösen,  d.  h.  die  allgemeine  Voraussetzung 
so  a&u  speziahsierea,  daß  sich  ein  bestimmter  Erfolg  mit  Notwendig- 
keit daran  knüpfe.  Dagegen  gestattet  tUe  dargelegte  allgemeine  Er- 
kenntnis die  quantitative  Vei^leicliung  der  verschiedenen  Bereiche  von 
Bewegimgen,  Denkt  man  sich  näralich  innerhalb  einer  jeden  rmtm- 
Ikhen  Lagemng  der  sechs  Kugeln  aUe  möglichen  Anordnungen  der 
Farhen  ausgefllhrtj  so  wird  ein  bestimmter  Platz  zweimal  so  oft  durch 
eine  ßchwarze  und  dreimal  so  oft  durch  eine  rote  besetzt  sein  als 
durch  eine  weiße:  daher  verhalten  sich  die  Gesamtheiten  der  Be* 
wegougen^  welche  zu  einer  weißen,  einer  schwarzen,  einer  roten  Kugel 
tTihrea,  quantitativ  wie  1  :  2  :  5> 

Ein  von  den  bisherigen  wesentlich  verschiedenes  Beispiel  eines 
disjunktiven  Urteils  ist  das  folgende:  „Wenn  ein  Mensch  da^  Alter 
?on  X  Jahren  eiTeicht  hat,  so  erlebt  er  das  Alter  von  .r  +  1  Jahren 
oder  er  erlebt  es  nicht**  Unter  einer  Verwirklichung  der  allgemeinen 
Voraussetzung   ist    hier   die   Betd>achtung  eines  Individuums   lw  Hi^iV 
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fitehen^  welclies  x  Jahre  alt  geworden  und  nun  mit  der  ihm  eigen- 
tümlichen Kon§tittitioii  den  kaum  dem  Xaiueo  nach  anführbaren  Em- 
fiÜBBen  ansgesetzt  ist^  von  welchen  Leben  und  Sterben  abhängt  und 
die  in  einer  bestiinrnten  Kombination  auf  dasselbe  einwirken.  Man 
kann  gidi  nun  gau/,  wohl  vorstellen,  dals  sich  in  Ansehung  einer 
bestimmten  Konstitution  die  Kombinationen  der  maßgebenden  Ein-  fl 
flüsse  in  zwei  Gebiete  scheiden,  die  einen  mit  Notwendigkeit  Äum  ™ 
Dnrchleben  des  gedachten  Zeitraumes^  die  andern  zum  vorzeitigen 
Tode  filhreod.  Pber  diese  allgemeine  Vorstellung  ist  aber  mit  dem 
zu  Gebote  stehenden  Wissen  über  den  Sachverhalt  nicht  hinaus- 
zukommen. Zu  quantitativen  Vergleichen  und  ziir  Bildung  hypothe- 
tischer Urteile  ist  hier  kein  Anhalt  gegeben. 

3.  Q^genatand  der  WalirschemliclikeitBtheörie,  Das  dis- 
junktive Urteil  steht  mit  dem  Gegenstaude  der  Wahrscheinlichkeits- 
theorie in  engem  Zusammenhange,  es  kann  als  ihre  logische  Grundlage 
bezeichnet  werden^).  Das  praktische  Leben  stellt  uns  oft  vor  Materien, 
welche  die  Bildung  hypothetischer  Urteile  ausschließen^  weil  die  all- 
gemeinen Bedingungen  mehrere  einander  ausschließende  Erfolge  nuiglieh 
erscheinen  lassen^  ohne  daß  aus  dem  Gange  der  Verwirklichung  jener 
Bedingungen  jemals  ein  bestimmter  Erfolg  mit  Sicherheit  zu  er- 
schließen wäre. 

Die  vorgefiihrteu  Beispiele  haben  nun  gezeigt^  daß  derlei  ürteils- 
mftterien  bei  Vorhandensein  eines  bestimmten  Wissens  die  Ausfülirung 
qumdifiitlver  Bestimmungen  zulassen;  dadurch  aber  können  sie  der 
mathematischen  Behandlung  zugäiigUch  gemacht  werden.  Jene  Be- 
stimmungen beziehen  sich  auf  den  Gesamtunifaug  der  AusjFührungs- 
m_öglichkeiten  der  allgemeinen  Bedingungen  und  auf  jenen  Teil  des 
GesamtuuifaugSj  welclier  mit  Notwendigkeit  zu  einem  bestimmten. 
Erfolge  hinführt  5  ist  es  gelungen,  diese  Umfange  durch  Zahlen  za 
charakterisieren^  so  kann  der  Quotient  aus  der  zweiten  Zahl  zur  ersten 
dazu  dienen,  die  Stellung  dieses  Erfolges  in  der  Gesamtheit  der  mög- 
lichen Erfolge  35n  kennzeichnen.  Er  soll,  ohne  daß  zunächst  auf 
seine  etwaige  innere  Bedeutung  eingegangen  würde,  als  die  Wahr* 
sdieinlkhkelt  des  betreffenden  Erfolges  definiert  werden. 

Durch  die  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit  erführt  das  ursprüng- 
liche disjunktive  Urteil  eine  wesentliche  Ergänzung.  Während  sich 
dasselbe  beschränkt,  die  möglichen  Folgen  einer  Voraussetzimg  ans^ 
einander  zu  halten  und  aufzuzählen,  wird  nun  jeder  dieser  Folgen  eine 
Zahl  koordiniert,  wodurch  die  ganze  Urteilsmaterie  eine  bestimmte 
Charakterisierung  empfängt. 

Der  Sachverhalt  läßt  auch  die  folgende  Auffassung  zu*)*     Man 
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l)  Ch.  Si^wart,  Logik,  II.  Bd.,  im$,  p.  HOö  und  310,  Fuflnok. 

a)  A.  Fick,  PhiloBophiscber  Versuch  Aber  die  Walu-Hcheinlichkeiteo,  1898. 
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kann  ans  einem  hypothetisch -disjunktiven  Urteil  neue  Urteile  bilden, 
indem  man  die  allgenjeine  Voraussetzung;  mit  jedem  einzelnen  (Tliede 
der  Disjunktion  verbindet.  Ein  solches  ÜrteiP)  bat  wohJ  die  Form, 
nicht  aber  das  Wesefi  eines  hypothetischen  Urteils:  während  diesem 
das  Prädikat  der  NotM-mtSftleit  oder  der  Gewißheit  (für  den  Fall  der 
Realisierimg  der  Voraussetzung)  zukommt  ^  kann  bei  jenem  nur  vomJ 
Mögliehkeit  oder  unter  Umständen  von  WahrschcinUchkeit  gesprocheEi 
wenlen. 

Es  wird  sich  empfehlenj  hier  über  einige  übliehen  Ausdrücke  und 
Angdrucksweisen  sowie  über  einige  den  Wahracheiniicbkeitehegriö'  in 
seiner  bisherigen  Fassung  betreffenden  Fragen  ins  klare  zu  kommen. 

Wir  haben  bisher  von  den  Gliedern  der  Disjunktion  als  von 
Folgen  der  VorausHetziing  oder  von  möglichen  Erfolgen  gesprochen. 
Die  Wahracheiniichkeitstheorie  bedient  sich  dafür  fast  allgemein  des 
Ausdrucks  Ereignissf\  wiewohl  derselbe  nicht  immer  zutrefiend  ist; 
häufig  würde  sieh  die  Bezeicluiung  Tathesiände  besser  empfehlen*). 
Denn  daß  eine  Division  ohne  Rest  aufgeht  oder  da  15  eine  Gerade 
eine  andere  schneidet  ^  ist  niclit  so  sehr  Ereignis  als  vielmehr  ein 
Sachverhalt,  ein  Tatljestand.  Indessen  kann  ans  der  Beibehaltung  des 
in  alle  Litteraturen  Übergegangenen  Ausdrucks  j^Ereignis*^  kein  Miß- 
verständnis entspringen. 

Man  sehreibt  allgemein  die  Wahrscheinlichkeit  dem  Ereignis  oder 
Erfolg  zu,  wiewohl  sich  dagegen  einwenden  liilit,  daß  einem  Ereignis 
an  sich  eine  Wahrscheinlichkeit  nicht  ;£ukommt,  sondern  nur  im  Hin- 
blick auf  die  Bedingungen,  dals  also  nur  von  der  Wahrscheinlichkeit 
eines  Vrteih  gesprochen  werden  könne.  Dieser  Standpunkt  ist  von 
Fick^)  ausdrücklich  vertreten  worden^  der  nur  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  unvoUstimdig  ausgedrückten  hypothetischen  Urteils  gelten  lassen 
will;  denn  „jedes  individuelle  Ereignis  ist  entweder  im  Kausalnesus 
jiotwendig  und  wirklich  oder  unmöglich".  Gegen  die  letztere  Be- 
I^,  kung  ist  sicherlich  nichts  einzuwenden,  aber  ein  „individuelles'^ 
^eignis  kann  niemals  den  Gegenstand  der  WahrscbeinJichkeitatheorie 
bilden^  sondern  immer  nur  (hts  Ereignis  in  abstracto.  Um  den  Unter- 
achied  der  beiden  Ausdrucks  weisen  deutlich  zu  machen,  möge  ein 
Beispiel  angeführt  werden.  Nach  Fiek  kommt  dem  unvollständig 
ausgedrückten  hypothetisclien  Urteilt  ,^Wenn  man  eine  dekadische 
Zahl  durch  5  dividiert,  so  geht  die  Division  auf"  —  die  Wahrscheinlich- 
keit -  zu;  der  allgemeine  und  nach  unserem  Dafürhalten  richtige 
Sprachgebrauch  schreibt  sie  dem  Aufgehen  der  Division  zu;  dem  steht 

1)  Ton  FIek  ab  „unvollständig  auegiednlcktes  hypothetischea  urteil*''  be- 
zeichnet 1.  e.  I,  p.  1^. 

2)  K.  Stninpf,  Ül)er  den  BegrilT  der  matbematiacheji  WahricheinHehkeitv 
Ber.  d.  bayr   Äkad.  (pML  KL).  1B92,  p.  46.        3j  L  c-  i>.  1:!  u.  14. 
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keineswegs  entgegen  ^  dafs  eine   indiridnelle  Ausfülining  der  Voraus-  H 
set^img  entweder  sicher  ohne  Rest  oder  mit  einem  solchen  abliiuft  H 
Wenn    wir    zu    dem    Beispiel   der   Urne    mit    der   weißen,    den  H 
schwarzen    und    roten    Kugehi    zurürkkehren ,    so    gewahren    wir    ein  H 
}msitives  Wissm,,  welches  bei  der  quantitativen  Vergleichung  der  (Je-  H 
samthoiten   von  Bewegimgen^   die  zu   hestinmiten  Erfolgen  hinfuhren, 
maßgebend    war:    es    ist    dies    die    Kenntnis    der  Anzahl  der  Kugeln 
jeder  Farbe,     Im  Falle    der  Realisierung   treten  uns  Umstände  ent-  fl 
g^en,  die  sich  unserer  Kenntnis  entziehen  und  von  einer  Realisierung 
zur  andern  in  einer  der  Erkenntnis  unzugänglichen  Weise  ändern:  die 
Lagerung  der  Kugeln  in  der  Urne  und  die  Bewegung  der  ziehenden 
Hand.    Jenes  positive  Wissen  ist  daa  BhiJfemh,  das  Kömfmik  an  der 
Urteilsmaterie  und   verleiht  der  aus  ihr  abgeleiteten  Wahrscheinlich- 
keit objektive,  weil  vom   urteilenden  Subjekt  unabhängige  Beäeufimß, 
Gegenüber    einer    Urfceilsiuaterie ^    bei    der    ein    so    geartetes  positives 
Wiasen  fehlt,  kann  ein  Subjekt  auf  Ctrund  des  ihm  zu  Gebote  stehen- 
den allgemeinen  Wissens  an  eine  Schätzung  der  Umfange  der  Reali- 
sierungsmöglichkeiten    der    einzelnen    Disjunktionsglieder    gehen    und 
aus    den    Resultaten    dieser   Schätzung   Wahrscheinlichkeiten   bilden; 
diese  haben  jedoch  nur  suhjekthr  Bedeuhmg^  können  sich  von  Subjekt 
zu  Subjekt  und  9ell>f4t  bei   demselben  Urteilenden  ändern,   wenn  sein  _ 
Wissen  von  der  Materie  einen  andern  Umfang  annimmt.  f 

Ist  aus  dem  Gange  der  Erwägungen^  welche  uns  zu  tlem  Wahr- 
scheinlichkelt&begriff  gefülirt  haben,  die  Erkenntnis  erwachsen,  daÜ  _ 
die  Wahrscheinlichkeit  eine  der  Urteilsmaterie  als  solcher  nuhaftende  ^ 
Eigenschaft^  eine  Funktion  dieser  Materie  sei^  so  folgt  daraus  von 
selbst,  daß  sie  an  jedem  Ort  und  zu  jeder  Zeit  dieselbe  bleibt,  dafs 
also  insbesondere  die  Zeit  der  Verwirklichung  eines  Erfolges  ohne 
Einfinß  ist  auf  seine  Wahrscheinlichkeit.  Man  ist  wohl  gewohnt,  mii 
dem  Begriff  VViilirhcheJnlichkeit  die  Vorstellung  eines  ziikimfirtfeH  Er- 
folges zu  verknüpfen,  und  Lotze*)  war  der  Meinung»  daß  nur  dieae 
Verbindung  einen  Hinn  habe;  mit  derselben  Berechtigung  kami  aber 
von  der  Wahrscheinlichkeit  eines  bereits  realisierten,  aber  unbekannt 
gebliebenen  Erfolges  gesprochen  werden ^  wiewohl  er  schon  wirklich 
vorhanden  ist  oder  war.  Die  beiden  Fragen:  „Aus  der  oben  gedachten 
Urne  wird  eine  Kugel  gezogen  werden;  rait  welcher  Wahrscheinlich- 
keit 5vird  die  gezogene  Kugel  weiß  aein?*^  und:  j,Ans  der  Urne  isfcfl 
(zu  welcher  Zeit  immer)  eine  Kugel  gezogen  worden;  welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  weiß  warV**  haben  logisch  ganz  gleiche 
Bedeutung  und  sind  auch  in  gleicher  Weise  zu  beantworten.  H 

Der   vorstehenden  Erörterung  lag  die  Annahme  zu  Grunde,   daß 
das  Substrat  des  positiven  Wissens,  welches  uns  bezüglich  der  Materie 
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i)  n.  H,  Lotze,  Logik,  18'J3. 


J 


I.  Absdbaiit,     Grundlftgen  der  Wfthracbeinlichkeit«reclinung  7 

m  Gebote  steht  und  das  bei  der  Wabrschemlichkeitsbeatimmung  maß* 
f^hend  iet,  im  Lanfe  der  Zeit  unverändert,  Iconstant  bleibe.  Es  giebt 
aber  auch  Frteilsinaterien,  bei  welch pn  jenest  Substrat  einer  mt liehen 
Ändeninj^  unterworfen  ist;  wenn  solche  Materien  eine  Wahrscheinlich' 
ktitsb«gtimmimg  zulassen,  so  wird  die  WftJirsclmnlkhl'eii  eine  Funktion 
der  Zeit  sein.  Besteht  %.  B.  das  Sul>strat  in  physischen  Körpern, 
welche  ihren  Zustand  zeitlieh  ändern,  und  iet  dfe  Wahr  scheint  ichk  ei  ts- 
bestimnmng  von  dem  Zustand  abhängij^,  so  wird  auch  sie  einer  zeiir 
liehen  Ändenm^  unterworfen  sein.  In  einem  früheren  Beispiel  ist 
von  den  beiden  Möglichkeiten  die  Rede  gewesenj  welchen  eine  Person, 
di«  das  Alter  x  erreicht  bat,  wlihrend  eines  Jahres  ausgeaetsit  ist;  an- 
genommen, es  Ware  möglich,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
dafi  sie  dieses  Jahr  durchlelie,  so  ist  anzunehmen,  daß  diese  Wahr- 
aeheinliehkeit  fiir  die  gleiche  Altersstnfe  zn  einer  andern  Zeit  eine 
andere  sein  werde;  denn  die  Umstände,  welche  auf  das  Leben  und 
Sterben  zweifellos  Einfluß  fihcn  (wie  7.  B.  das  Klima),  sind  zeitlicher 
Anderuni:^  unterworfen.  Die  im  vorigen  Absatz  aufgestellte  Behauptung^ 
daß  der  Wahrscheinliehkeitsbegriff  mit  zukfüiftigen  wie  mit  vergangenen 
Realisiemngen  in  Verbindung  gebracht  werden  könne,  bleibt  von  diesen 
Erwägungen  unbenihrt, 

4.  Der  ZofalL  Bei  der  Analyse  des  Urnenbeispiels  haben  wir 
neben  einem  imsitiven  Wissen  Umstände  erkannt,  die  bei  der  Realisie- 
ning  der  allgemeinen  BedingungeUj  d.  i,  bei  Ausföhrung  eines  Zuges, 
auftretend  sich  einzeln  und  im  Zusammenwirken  unserer  Kenntnis 
entziehen  und  uns  rerhindern,  die  Notwendigkeit  fiir  das  Eintreten 
oder  fiir  das  Ausbleiben  eines  bestimmten  Erfolges  zu  erkennen*  Wenn 
wir  den  Erfolg  oder  das  Ereignis,  auf  welches  unser  Interesse  sich 
richtet,  mit  Rücksicht  auf  diese  Umstände  als  ein  mfiilUffes  bezeichnen, 
80  negieren  w^ir  damit  dir  Noüvemfffjl'f'if  seines  Eintreffens;  und  wenn 
wir  sagen,  sein  Eintreffen  hange  vom  Zufall  ab,  so  meinen  wir  hierunter 
das  Zustandekommen  einer  solchen  Verbindung  der  von  einander  un- 
abhängigen Umstände,  welche  das  Ereignis  wirklich  herbeifilhrt  Ist 
beispielsweise  unser  Interesse  dem  Erscheinen  der  weiÜen  Kugel  zu- 
gewandt, so  bezeichnen  wir  es  als  Äufällig,  daß  bei  der  ims  un- 
bekannten Lagerung  der  Kugeln  und  der  davon  unabhängigen  Be- 
wegung der  Hand  diese  gerade  die  weiße  Kugel  erfassen  sollte,  und 
wenn  wir  ein  solches  Geschelien  als  durch  den  Zufall  hervorgebracht 
erklären^  so  fassen  wir  den  ZufnU  als  ein  gesddos  WirJmuies  im 
(regensatze  zn  einem  ffesef^mfißijf  Wirkmien,  einer  Ursache^  auf|  aus 
der  gesetzlosen  Wirksamkeit  des  Zufalls  erklären  wir  auch  die  Vn- 
ypgclmäfüffkeif  in  einer  Reihe  von  Erfolgen, 

In  dieser  Weise,  meinen  wir^  läßt  sich  der  Sinn  des  Wortes 
Znfall  kennzeichnen,  in  welchem  es  in  der  Wahrscheinlichkeitstheorie 
gebraucht  wird.    Diese  seihst  ^vird  hruifig  auch  als  Tlteorie  efcs  Zufalls 
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bezeiclmet;  man  kann  diese  Benennung  gelten  lasaeiij  wetui  niclit 
ßtwa  die  Vorstellung  daran  geknöpft  wirtU  als  ob  die  Wahrscheinlich- 
keitstheorie sich  mit  der  Erfürscbung  des  ÜEregelmäfsigen,  des  Ge- 
setzlosen im  Verlauf*  der  Erscheiuimgen  befassen  würde. 

Es  ist  üblich j  die  in  das  Gebiet  der  Wahrscheinlichkeitstbeorie 
fallenden  Ereignisse,  Erscheimmgen,  Tatbestiinde  dadurch  allgemein 
zu  charakteriBieren,  daß  ihr  Eintreüeu  oder  ilire  Existenz  einerseits 
von  bekannten  und  bleibenden  und  anderei"seits  Tctn  unbekannten  und 
wechselnden  Umständen  abhänge.  Die  Umstände  der  ersten  Art  be- 
zeichnet man  als  UrsrnheUj  die  der  zweiten  Art  als  Xtifail 

Außer  in  der  oben  entwickelten  Bedeutung  wird  das  Wort  Zufall 
Erseheinungen  oder  Ereignissen  gegenüber  noch  in  anderem  Sinne 
angewendet.  Man  bezeichnet  ein  Ereignis  in  Bezug  auf  ein  anderes 
gleichzeitig  mit  ihm  stattfindendes  als  zufällig,  wenn  man  einen  ur- 
säehUehen  Zusammenhang  zwischen  beiden  zu  erkennen  nicht  vermag. 
Das  Auftreten  einer  Epidemie  ist  zufällig  in  Bezug  auf  die  Sichtbar- 
keit eines  Kometen, 

Wenn  bereits  migeirekm  Ereignisse  mit  dem  Zufall  in  Verbin- 
dung gel>racht  wenlen,  so  kann  dies^  da  sie  wirklich  vorhanden  sind, 
nicht  mehr  dfe  obige  Bedeutung  haben;  vielmehr  will  man  damit 
einen  Gegensatz  zu  dem  Geplanten^  dem  Beabsichtigten  zum  Ausdruck 
bringen.  Die  wirklich  erfolgte  Begegnung  zweier  Personen  an  einem 
bestimmten  Orte  wird  als  zufällig  bezeichnet  wenn  eine  Absieht,  ein 
planmäßiges  Handeln  der  Personen,  die  Begegnung  zu  erzielen,  aus- 
geschlossen werden  soll. 

5,  01elohiii5glich0  FäUe.  Die  Materien,  auf  weh^he  sich  die 
ersten  Probleme  der  WtibrselieinJicljkeitsrechmmg  bezogen,  hatten  ihren 
Ursprung  in  Glikksspieten:  in  Würfel-  und  Kartenspielen^in  Ziehungen 
von  Nummern  oder  Kugeln  verschiedener  Farben  aus  Urnen  u.  dgh 
Solche  Materien  sind  für  die  Bildung  von  Wabrscheinliclikeiten  typisch 
geworden,  und  zwar  aus  dem  (.Tmnde,  weil  hier  das  positive  Wissen 
eine  bestimmte  leicht  zu  überblickeufie  Struktur  besitzt.  Es  läßt  sich 
nämlich  die  Disjimktion  bis  zu  sogenannten  mö^lichm  FäUm  hin- 
führen, die  zunächst  nur  in  dem  Sinne  gleichartig  sind,  als  sie  eine 
weitere  Disjunktion  nicht  zulassen  und  daher  die  einfachsten  Glieder 
des  disjunktiven  Urteils  darstellen.  Nehmen  wir  das  Beispiel  mit  der 
Urne  wieder  auf^  welche  eine  weiße,  zwei  schwarae  und  drei  rote 
Kugeba  enthält,  so  läßt  sich  zunächst  eine  Disjunktion  nach  den 
Farben  bilden,  deren  Glieder  aber  insofern  nicht  gleichai-tig  sind,  als 
sich  zwei  davon  weiter  auflösen  lassen,  wenn  man  die  Kugeln  einer 
Farbe  individualisiert;  nach  dieser  Auflösung  entstehen  sechs  mögliche 
Fälle  j  dargestellt  durch  die  einzelnen  Kugeln.  Der  Würfel  ^  der  auf 
den  Tisch  hingeworfen  wird^  bietet  sechs  mögliche  Falle  dar,  vertreten 
durch  die  mit  verschiedenen  Punktzahlen  bezeichneten  Öeitenflächeu. 
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fja  emem  Kartenspiel  bilden  die  einzelnen  Blätter  die  mögliclißn 
fPUle. 

Soll  nun  auf  diese  Disjunktion  möglicher  Fälle  eine  Wahrsehein- 
lichkeitöbestimmung  gegründet  werden,  so  muß  bekannt  sein,  welcher 
Teil  des  Gesamtbereichs  der  Ansführunganiodalitäten  jedem  einzelneii 
Falle  zugeordnet  ist  in  dem  Sinne,  daß  die  spezielle  AugfiihruDg  der 
allg^fneinen  Bedingungen j  wenn  sie  in  einen  solchen  Teil  fällt,  den 
betreffenden  Faü  notwendig  herbeiführt.  Die  einfachste  Teilung  des 
Gfsamtliereiches  ist  nun  die,  daß  den  einzelnen  Fjillen  gleirhe  Teile 
desselben  zukommen.  Die  einzelnen  Fälle  heißen  dann  fflekhmötflidm 
Fälle;  in  jüngster  Zeit  sind  dafür  auch  die  Bezeichnungen  „gleich- 
berechtigte'*'*) und  ,»gleichwertige"^)  Falle,  Annahmen  u,  dgL  ge- 
braucht worden. 

Eine  für  die  Wahrscheinlichkeitstheorie  fundamentale  Frage  geht 
nun  dahin»  auf  welcher  Grundlage  über  die  GleichmÖgUehkeit  der 
Fälle  entschieden  werden  soll.  Um  zur  Beurteilung  dieser  Frage 
Stelhmg  nehmen  zu  können,  gehen  wir  zunächst  auf  die  Erklärungen 
xuröck^  welche  zwei  Klassiker  unseres  Gegenstandes,  Jacob  Ber- 
noalli  und  Laplace,  für  die  gleichmöglichen  Fälle  gegeben  haben. 
Beraoulli*^)  erklärt  die  sechs  Fälle,  welche  ein  Würfel  darbieten 
kann,  für  gleichniöglich,  da  », wegen  der  gleichen  Gestalt  aller  Flächen 
und  wegen  des  gleich  müßig  verteilten  Gewichtes  des  Würfels  kein 
Grimd  dafür  vorhanden  ist,  daß  eine  Würfelseite  leichter  als  eine 
andere  fallen  sollte".  La  place*)  umschreibt  den  Terminus  ,,gleich' 
mögliche  FllUe"  das  eine  Mal  mit  den  W^orten,  es  aeieii  Fälle  ^  ^jüber 
deren  Dasein  wir  in  ßkkher  Unwissetilmt  sind"  und  erklärt  sie  ein 
zweites  Mal  damit,  mau  ,^liabe  Jceimn  (rmnd  zu  glauben ,  einer  der 
Falle  werde  f*her  eintreten  als  die  andern*^ 

Beide  Erklärungen  berufen  sich  auf  das  logische  Pritmp  des 
mnnffvffukn  (frumhSf  das  hier  zu  folgendem  Schlüsse  benützt  wird: 
Weil  kein  ünmd  erkennbar  ist,  der  für  eine  ungleiche  Kealisienmgs- 
möglichkeit  der  Fälle  sprechen  würde,  so  werden  diese  als  gleich- 
maglich  erachtet.  Indessen  ist  nicht  zu  übersehen,  daß  BeruoulH 
in  dem  angeführten  Beispiel  wie  auch  an  andern  Stellen  des  zitierten 
Werkes  nicht  dieses  Prinzip  allein  anwendet,  sondern  auch  ftir  die 
Gleichheit  der  Fälle  Grüude  anführt. 

Ein  Prinzip,  welches  dem  vorigen  gegenüber  den  entgegengesetzten 
Standpunkt  einnimmt,  ist  das  des  ^winfjefM^m  Grumies^  welches  die 
Gleichmoglichkeit  der  Frille  nur  dann  auszusprecheu  gestattet,  wenn 
dafür  entscheidende,  zwingende  Gründe  vorhanden  sind. 

1)  J.  V*  Krie«^  Die  PrioRipieti  der  Wahrscheinlichkeitarechnimg,  1886. 
3)  Ch,  Sigwart,  Logik,  D,  p,  a05, 

3)  Ära  conjectandi,  17U,  p.  224  fOstwald»  Klassikpr,  Nr.  lOö,  p.  88). 

4)  Theorie  analytique  de»  probabUitÖB  (1812)  p.  178^179. 
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Diese  beiden  Prinzipe  bezeirhneri  gewissermaßen  tue  beiden  ex- 
tremen Standpurikte,  auf  welche  man  sieh  bei  der  Beantwortung  der 
oben  formulierten  Fraf^e  gtelleo  kann;  ron  der  Wahl  zwischen  beiden 
hängt  die  Ausdehnung  des  Auweudixög&gebieteß  der  Wahrsehemlich- 
keiterecbuung  ab. 

Zur  Erläuterung  mögen  einige  Beispiele  dienen. 
Weiß  man  Ton  einer  Unie  bloß,  daß  sie  nur  weÜJe  und  schwarze 
Kugeln  euthUlt,  so  kennt  man  wohl  die  Disjunktion  „weiß  oder 
sehwara",  über  ihre  Grlieder  herrscht  aber  im  übrigen  absolutes  Nicht- 
wissen,  was  im  Sinne  der  Laplaceschen  Umschreibung  als  gleiches 
Nichtwissen  ausgelegt,  werden  kann,  es  besteht  also  auch  kein  Grund 
anzunehmen,  daß  der  weißen  Kugeln  mehr  oder  weniger  Yorhanden 
seien  als  der  schwarzen;  folglich  ist,  wenn  nmu  den  ersten  Stand- 
punkt einnimmtj  die  Wahrscheinlichkeit  eines  jeden  Disjunktionsgliedes 

mit         anausetzen.     Der    zweite   Standpunkt    gestattet   diesen  Ansatz 

nur  dann,  wenn  das  positive  Wissen  vorhanden  ist,  daß  von  jeder 
Farbe  gleich  viel  Kugeln  in  der  Urne  sich  befinden.  ^M 

Wird    ein    von    sechs    Flachen,    welche    durch    aufgeschriebene 
Numraeni    von   einander  unterschieden   sind,   begrenzter  Körper  hin- 
geworfen, so  besteht  über  die  möglichen  Fälle  absolutes  Nichtwissen,  fl 
und   es   ist   nach   dem  Ginandsatz   des   mangelnden  Gnindes  jedem  die 

Wahrscheinlichkeit     ,    zuzuschreiben.      Das    Prinzip    des    zwingenden 

Grundes  verlangt  aber  ein  ganz  bestimmtes  positives  Wissen  über  die 
physische  Konstitution  des  „Körpers",  wenn  dieser  Ansatz  zulässig 
sein  soll:  es  setzt  die  Würfelform  und  eine  derartige  Yerteilung  der 
Masse  voraus  ^  daß  der  Schwerpunkt  mit  dem  geometrischen  Mittel- 
pimkt  zusammenfälli  ■ 

Der  Frage  gegenüber,  welche  Wahrscheinlichkeit  es  hat,  daß  ein 
Himmelskörper,  z.  B.  der  Sirius^  Eisen  enthalte,  antwortet  das  erste  _ 
Priüzip ,   auf  das   völlige  Nichtwissen  über  das  , Ja*'  und  y^nein^'  ge-  | 

stützt,    mit     -'     Das  andere  Prinzip  wird  es^  eben  mangels  jeglichen 

positiven  Wissens,  ablehnen,  eine  Antwort  zu  geben*    Ganz  allgemein: 
Aus  dem   bloßen  Urteile:  „Wenn  .4,   so   ist  B  oder  nicht"  wird  auf  j 
der  einen  Seite  für  die  Aussage:  „Wenn  Af  so  ist  B"-  immer  auf  die  i 

WahrBcheinlichkeit  y   geechJoBsen,    während    die    andere    Seite    eini 

solches  Urteil  nicht  als  Gegenstand  der  WahracheLnlichkeitsrechnungj 
zuläßt. 

Diese  Ausfühnmgeu  sind  wohl  geeignet^  dem  zweiten  Staudpunkt , 
den   Vorzug    zu    geben  ^    soll    anders   den  Wahrscheinlichkeiten   nicht 
bloß  eine  formale,  sondern  eine  objektive  Bedeutung  zukommen,  sollen  i 
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m  der  Änsdruck  eines  bestimmten  Wigsens  und  nicht  ein  bloßes 
Symbol  für  das  Nichtwissen  über  eine  Ürteilsmaterte  sein. 

Indesien  soll  nicht  verschwiegen  werden,  daß  es  nicht  immer 
gelingen  wird,  die  GrleichraÖglichkeit  in  jener  Strenge  zu  erweisen, 
wie  e^  dim  Prinzip  des  zwingenden  Grundt-s  fordert.  Man  wird  be- 
Kiglich  einer  Münze,  eines  Würfels,  wenn  sie  noch  so  genan  den  an 
iie  zu  etellenden  physischen  Anforderungen  entsprechejij  wohl  nie  mit 
Apodiktischer  Gewißheit  sagen  können,  daß  für  die  einzelnen  Seiten 
gleiche  Realisieningsraöglichkeit  bestehe.  Wenn  man  trotzdem  von 
Sfleich möglichen  Fällen  spricht,  so  stützt  man  sich  dabei  doch  wieder 
anf  das  Prinzip  des  mangeLnden  Grundes:  weil  man  keinen  Grund 
hat,  anzunehmen,  daß  die  etwa  vorhandene  Abweichnng  gerade  diese 
oder  jene  Seite  begünstige^  schreibt  man  den  Seiten  gleirhe  Realisierbar- 
keit  zn.  Daß  dies  aber  ein  ganz  anderer  Schluß  ist  als  der  bei  dem 
,^secbsfläebigen  Knrpcr^*  gemachte,  ist  leicht  7M  erkennen;  bei  dem 
Spielwiirfelj  wenn  er  nicht  auffällig  von  dem  Typus  des  Würfels  ab- 
weicht, wird  die  (wohl  sicher  vorhandene)  Ungleichheit  bezüglich  der 
einzelnen  Seiten  keine  erhebliche  sein;  bei  jenem  Körper  von  un- 
bekannter Form  und  Masscnvertethmg  kann  sie  aber  sehr  betrachtlich 
B^ivL  Man  kann  im  allgemeinen  sagen,  daß  die  über  konkret©  Urteils- 
mat^irfen  aufgestellten  Wahrscheinlichkeiten  mit  den  Ergebnissen  einer 
materiellen  Messung  das  gemein  haben,  innerhalb  gewisser  Grenzen 
unsicher  zu  sein;  die  jeweilige  Weite  dieser  Grenzen  (sofern  es  denk- 
bar wäre,  sie  zu  ermitteln)  wäre  ein  Maß  für  die  Sicherheit ^  Ge* 
nauigkeit  oder  für  den  Erkemitnmi^ert  ^)  der  betreffenden  Wahr- 
scheinlichkeit. 

Für  die  Beurteilung  des  Möglichkeitsgrades  der  einzelnen  Falle 
mi  jedoch  das  feste  positive  Wissen,  welches  man  über  dieselben  hat, 
nicht  allein  maßgebend;  es  kommt  vielmehr  auch  auf  den  Vorgang 
hei  der  Ven^irklichung  der  allgemeinen  Bedingungen  an.  Dieser  muß 
so  geartet  sein,  daß  er  jede  ßethiitigung  einer  Absicht  desjenigen,  der 
die  Ausführung  vornimmt,  auf  die  Begünstigung  eines  oder  einer 
Gruppe  von  Fallen  vollkommen  ausschließt.  Bei  wiederholten  Reali- 
sieningen  niuß^  wenn  dies  so  ausgedrückt  werden  darf,  alles  vor- 
gekehrt werden,  was  geeignet  ist,  ^en  einzelnen  Fällen  gleiche  Ge- 
legenheit zu  ihrer  Realisierung  zu  gewähren.  Wenn  jemand  mit  einem 
,,TiilLkommenen"  Würiel  einen  ,,Wurf*^  derart  ausführt,  daß  er  dem 
Würfel    erst    eine    bestimmte   Lage   gibt  und  ihn  dann  aus  geringer 

■  Höhe  auf  den  Tisch  frei  fallen  läßt,  so  schließt  dieser  Vorgang  die 
Begünstigung  des  Erscheinens  einer  bestimmten  Seite  nicht  aus^  und 
man   kann    einer   solchen    Verwirklichung    des   „Werfens*'   gegenüber 

11)  Man  vergleiche  hiemn  K.  Stumpf^  1.  c,  aiad  die  Kritik  .4.  Meinongs 
ölper  T.  Kriea'  Priniipien  der  WahracheinUchkeit^rechnung,  Gott.  ^\.  Kiv?.A%^. 
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trotz  der  (vorausgesotzten)  Vollkommenheit  dm  Würfels  den  eiiizebieTi 
Seiten  nicht  mehr  gleichen  Mö^Iiehkeitsjgfrad  znspreiihen.  Hiernach 
ist  wohl  zu  erkennen^  warum  mau  bei  dem  Spiel  „Wappen — Schrift" 
die  Mimze  hoch  empor  schleudert,  hei  dem  Würfelspiel  deu  Würfel 
erst  in  einem  Becher  schüttelt  und  dann  hinwirft,  die  Blätter  eines 
Kartenspiels  auf  der  Kückaeite  so  gleichartig  ala  möglich  gestaltet 
und  sie  mischt^  die  Nummern  oder  Kugeln  in  einer  Urne  zwischen 
aufeinander  folgenden  Ziehungen  durch  einander  mengt  u.  s.  w. 

Die  möglichen  Falle  einer  Urteilsmaterie  scheiden  sich  in  Bezug 
auf  einen  hestimmten  Erfolg  oder  auf  ein  Ereignis  in  solche,  mit 
deren  Verwirklichung  der  Eintritt  des  Erfolges  verbunden  ist  —  die 
gümtigen  Fälle  —  und  in  die  ührigen,  welche  als  die  dem  betreffenden 
Ereignis  ungUnBtiffcn  bezeichnet  werden.  Bei  dem  Urnen  beiapiel  (eine 
weiße,  zwei  schwarze,  drei  rote  Kugeln)  sind  dem  Erscheinen  einer 
schwarzen  Kugel  zwei  Fälle  günstig  luid  vier  Fälle  ungünstig. 

Mitunter  gebraucht  man  für  die  günstigen  Fälle  auch  die  Be- 
zeichnung Chaffcm  des  Ereignisses.  Indessen  wird  dies  Wort  in  der 
Wahrscheinlichkeitstheorie  mit  wechselnder  Bedeutung  angewandt;  so 
werden  zuweilen  die  bleibenden  bekannten  Umstände,  für  welche  im 
vorigen  Artikel  der  Name  Ursachen  (der  möglichen  Eiiolgej  angefahrt 
worden  ist,  auch  Chancen  genaxint;  nicht  selten  wird  das  Wort  Chance 
als  SjnonTm  für  Wahrscheinlichkeit  gebrancht. 

6.  Deflnition  der  mathematischen  WahrficheixLlichkeit. 
Wenn  das  positive  Winsen  ülier  eine  Urteüsmaterie  die  Auflösung  der 
Möglichkeiten  in  eine  zählbare  Menge  einzelner  gleichmögUcher  Fällo 
gestattet^  so  drtkkt  sich  die  Withrsrhididichkeit  ehies  auf  der  Urtaüs- 
materie  bernhendeo  Erm/nisst's  fds  Qmdimd  um  der  Amahl  der  ihm 
gilfisUgim  durrh  die  Anzahl  der  tjhivhmöifUfhen  Fälle  ans. 

Ist  also  ß  die  Anzahl  der  einem  Ereignis  E  günstigen  und  m 
die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle,  so  ist 

die  Wahrscheinlichkeit  von  E. 

Eine  solche  zahlenmäßig  bestimmte  Wahrscheinlichkeit  nennt 
man  zum  Unterschiede  zu  dem  aligemelnen  Begriff  der  Wahrschein- 
lichkeit als  Gegensatz  der  Notwendigkeit  wohl  auch  eine  mathemafische  ] 
Wah  rselmnlit'hked. 

Die  Methode,  welche  in  der  obigen  Definition  ihren  Ausdruck 
Ündet,  bezeichnet  man  als  eine  WahrsekerjdieMpiiHhrsfimmnmi  u  iwiori. 
Mitunter  wird  diese   Bezeichnung \)   auch   auf  die  Wahrscheinlichkeit 

1)  Dieielbe  ist  in  diesem  ZüsammenhÄUge  auerat  von  Jacob  Bernoulli, 
Ars  coiyectandi,  p,  224  (Oitwalds  Klassilcer  Nr.  108,  p.  8»)^  gebmucM  worden. 
Über  die  siweite  Methode,  von  ihm  ,^Waliricheiiilichkeitttbestiiamimg  a  posteriori'* 
genannt,  handelt  der  El,  Absobnitt 
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ielbst  dbertragen  und  daan  von  einer  ,, Wahrscheinlichkeit  a  priori^' 
oder  von  einer  ,,ftpri Griechen  Walirscheinlichkeit"  besprachen. 

Das  Zahlengebietj  auf  welchem  sieh  in  solcher  Weise  hestinimte 
Wahracheialichkeiten  bewegen,  ist  das  der  (positiven)  echten  Brüche, 
also  der  raimudni  Zahlen  ans  dem  LatervaU  (0^  1)  mit  AusBchluß 
der  Grenzen;  denn  diege  Grenzen  charakterisieren  eine  Nottvem/if/keit 
oder  Gettifjfwit;  die  untere,  an&  ff  ^  0  entspringend,  drückt  die  Notr 
wendigkeit  des  Nichteintreffena^  die  ohere,  aus  ff  =  m  hervorgehend^ 
die  Notwendigkeit  des  Eintreffens  von  E  aus.  Eine  zutreffende  geo- 
metrische Darsteüimg  der  Wahrscheinlichkeiten  und  der  Notwendig- 
keit böte  eine  Kreislin^ie  vom  Umfange  1  dar:  ein  Punkt  derselben 
wäre  das  Bild  der  Notwendigkeit,  zur  einen  Seite  (0)  des  Nichtein- 
tretens, ziir  andern  Seite  (1)  des  Eintreffens. 

Die  /  ^  m  —  g  Fälle,  welche  nach  Ausscheidung  der  günstigen 
verbleiben,  nennt  man  in  Bezug  auf  das  Ereignis  E  iingiiHHÜge  Fiille 
nnd  die  Verwirklichung  eines  derselben  ein  dem  E  entgegengesetztes 
Ereignis  F  (gleichbedeutend  mit  dem  Nichfceintreffen  von  E).     Seine 

Wahrscheinlichkeit  q  ist  durch  den  Bruch   -  -  gegeben,  also 


woraus 


q  =  ^  =  '  =1  -  p, 


p  +  q  =  l 


(2) 


folgt,  so  daß  zwei  entgegengesetzte  Ereignisse  Wahrscheinlichkeiten 
besitzen^  die  sich  zur  Einheit  ergänzen.  Von  dieser  Beziehung  wird 
Euweilen  vorteilhafter  Gebrauch  gemacht,  wenn  die  Berechnung  von  q 
tich  leichter  gestaltet  als  die  des  fraglichen  p, 

Hind    E^j  Jsjj  —  '  A'^,   die    Ereignisse  ^   welche    im    Bereiche    der 
Möglichkeit  liegen  und  einander  ausschließen;  entsprechen  unter  den 
,  m  möglichen  Fällen  diesen  Ereignissen  beziehungsweise  t/^,  g^^  ■  -  ■  t/^ 
stige  Fälle j  so  folgt  aus  f/j  +  if^  +  ^  — h  fl„  -^  nt,  daß 


Pi+Ih  +  '-+P*.=  1- 


(3) 


1 


Diese  Gleichung  ist  eine  Erweiterung  der  Gleiehimg  (2)  und  be- 
daß  die  Wahrscheinlichkeiten  einer  Reihe  einander  ausschließen* 
der  Ereignisse  die  Summe  1  ergeben. 

7,  Bedeutung  der  Wahrscheinlichkeit.  Wenn  sie  es  auch 
nicht  deutlich  ausgesprochen^  so  haben  doch  yclion  die  ersten  Öchrift- 
iteller  auf  onserem  Gebiete  unter  der  Wahrscheinlichkeit  ein  Maß  für 
ilk  Brrf'fMf/Hm/  rifwr  Ertmrtmu/  oder  ^'ermutunfjf  verstanden.  Jacob 
BernouMi  hat  diese  Auffassung  schon  durch  den  Titel  zum  Aus- 
druck gebrachtj  den  er  seinem  berühmten  Werke  gab:  Ars  conjectandi, 
d.  i.  Vemiutungskungt,    Die  neuere  philosophische  Forschung  hat  sich 
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dieser  Deutung  angeschlossen,  y.  Kries')  erkennt  es  als  eharakte- 
ristiscbe  Eigentümlichkeit  einer  Wahrscheinlichkeitsaossage,  daß  sie 
die  mehr  oder  minder  große  Berechtigung  einer  Erwartung  angebe, 
wenn  auch  jedesmal  die  Nichterfüllung  derselben  als  möglich  erscheint. 
Stumpf*;  weicht  hiervon  nur  insofern  ab,  als  er  von  einer  rer- 
niinftigen  Erwartung  gesprochen  wissen  will^  womit  gesagt  sein  soll, 
daß  bei  der  Bildung  der  numerischen  Wahrscheinlichkeit  nur  Ver- 
nunftgrunde und  nicht  auch  seelische  Affekte  zu  Worte  kommen 
sollen;  wie  man  erkennt,  kann  diese  Bemerkung  sich  nur  auf  subjektive 
Wahrscheinlichkeitsschatzungen  bezieheu.  Das  Wort  Kncartung  er- 
setzt er  durch  Vennntanff,  um  der  Vorstellung  vorzubeugen,  als  ob  es 
sich  immer  nur  um  Zukünftiges  handelte. 

Einen  materiellen  Ausdruck  hat  die  Auffihssung  der  Wahrschein- 
lichkeit als  eines  Erwartungsmaßes  in  der  seit  jeher  üblichen  Dar- 
stellung des  Wahrscheinliehkeitsverhältnisses  in  Form  einer  Wette. 
Von  dem  Grundsatze  ausgehend,  daß  die  Einsätze  in  einer  Wette 
pnjportional  sein  müssen  der  Starke  der  Erwartung,  daß  das  Yon  dem 
einzelnen  an  der  Wette  Beteiligten  bezeichnete  Ereignis  einia^ffen 
werde  oder  eingetroffen  sei,  hat  man  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Ereignisses,  dem  g  Fälle  günstig  und  //  Fälle  zuwider  sind,  mit  den 
Worten  gekennzeichnet:  es  sei  g  gegen  //  auf  das  Eintreffen  des  Er- 
eignisses zu  wetten. 

Nicht  immer  richtig  ist  das  Verhältnis  zwischen  der  verschiedener 
Grade  fähigen  Wahrscheinlichkeit  und  der  absoluten  Notwendigkeit 
oder  Gewißheit  beurteilt  worden.  Jacob  BernouUi-)  bezeichnet  die 
Wahrscheinlichkeit  als  einen  Grad  der  Gewißheit  und  schreibt  einem 

3 
Ereignis  von  der  Wahrscheinlichkeit  -    den  entsprechenden  Bruchteil 

der  Gewißheit  zu;  den  gleichen  Standpimkt  hat  auch  noch  der  erste 
deutsche  Philosoph,  der  sich  mit  der  Kritik  der  Prinzipien  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung befaßte,  J.J.Fries*!,  eingenommen.  Auch 
bei  Laplace*)  findet  sich  eine  Stelle,  die  hieran  anklingt;  an  die 
Bemerkung,  daß  die  Wahrscheinlichkeit  sich  in  Gewißheit  verwandle 
und  ihr  Ausdruck  die  Einheit  werde,  wenn  alle  Fälle  dem  Ereignis" 
günstig  sind,  knüpft  er  die  Worte  an,  daß  unter  diesem  Gesichts- 
punkte Gewißheit  und  Wahrscheinlichkeit  vergleichbar  seien;  durch 
den  weiteren  Zusatz  aber,  daß  ein  wesentliche?  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Zuständen  des  Geistes  bestehe,  wenn  ihm  eine  Wahrheit 
streng  bewiesen  ist,  oder  wenn  er  noch  eine  kleine  Quelle  des  Irrtums 

1)  1.  c,  p.  21  und  285.  2)  1.  c. 

3;  Ars  conjectandi,  p.  211  fOstwalds  Klassiker,  Xr.  108,  p.  72,. 
4;  Versuch    einer  Kritik   der  Prinzipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
1842,  p.  15. 

6)  Theorie  analjt.  d.  probab.  [^ISVi)  p.  ITU. 
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wahrnimmt,  läßt  er  schon  den  richtigeu  Standpunkt  ilurchblicken^ 
attf  den  vor  ihm  »clion  Condoreet^)  sich  gestallt  hat  imd  den  die 
nenere  Philosophie  behauptet:  Wahrstiieinli'rhkeit  und  Gewifjhrit  (oder 
Notwendiglceit)  sind  Dhaje  iivsenilfch  rt*rsrhmkmr  Natur,  und  es  gibt 
keine  Brücke,  die  von  der  einen  zur  andern  geschlagen  werden  könnte. 
Damit  sind  auch  die  mannigfaehen  Versuche  ihrem  logischen  Werte 
Jiacli  gekennsi^eichiiet^  welche  unternommen  worden  siiid,  um  Zwischen- 
glieder oder  Übergänge  zwischen  Wahrscheinlichkeit  und  Gewißheit 
einerseits  und  Unmöglichkeit  andererseits  her/.ustellen.  Ro  unter- 
^heidet  schon  Jacob  Bernoulli^^J  zwischen  absoliikr  und  morfdischer 
Gewißheit  und  Unmöglichkeit,  unter  letzteren  sehr  hohe,  beyaehungs- 
weise  sehr  niedrige  Grade  v(m  W^ahrscheinlichkeit  verstehend.  Ahn- 
liche Begritfi^biidungen,  welche  gegen  die  fundamentalr  Erkenntais 
verstoßen,  daß  ein  Ereignis  von  einer  der  Einheit  noch  so  nahen 
Wahrscheinlichkeit  nicht  eintreffen  mnfj  und  ein  Ereignis  von  noch 
kleiner  Wahrscheinlichkeit  eintreffen  hinn,  finden  sich  später  bei 
D'Älembert^),  Buffon*),  De  Morgan^)  unter  den  Namen  pi^aktische 
Gewißheit,  phy!?iische  Unmöglichkeit  u.  dgl 

8p  Iiitteratur.  Die  ersten  IVobleme  der  Wahrscheinlich keitsrech' 
nung  betrafen  Glücksspiele  und  bezogen  sich  auf  die  mathematische 
Seite  des  Gegenetaudes,  Auf  seine  philosophische  Seite  ist  Jacob 
Bernonlii  im  vierten  Teile  seiner  j^Ars  conjectandi**  1713  (Ostwalds 
Klsfisiker  Nr.  107  u.  108)  zunächst  des  näheren  eingegangen  und  hat 
zugleich  zn  zeigen  sich  bestrebt,  daß  die  Anwendbarkeit  und  Bedeu- 
tung der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  nicht  bei  den  Glücksspielen 
anfhÖrCj  sondern  tief  eingreife  in  viele  Gebiete  des  praktischen  Lebens. 
Laplace,  dessen  j/fheorie  analjtique  des  probabilites"  (1812,  1814, 
182U;  ges.  Werke  VlI^  1886)  ein  Hauptwerk  über  unseren  Gegenstand 
bildet j  hat  sich  in  erster  Linie  der  Ausbildmig  der  m^i thematischen 
Seite  und  den  Anwendungen  zugewendet  und  ist  weder  hier  noch  in 
der  ausdrücklich  als  „Essai  philosophique  des  probal>ilites**  bezeichneten 
Schrift,  welche  dem  vorhin  genannten  Werke  von  der  zweiten  Auf- 
lage an  als  ^Jntroduction"  vorangestellt  ist  (deutsch  von  Ton  nies  iHliJ 
and  von  N*  Schwaiger  18H(>)j  auf  die  prinzipiellen  Frf^en  ausführ- 
lich eingegangen.  LTnter  den  Franzosen  wiir  es  vornehmlich  Cour  not, 
welcher  in  seiner  „Exposition  de  la  theorie  des  chances  et  des  pro- 
babilites'*  1843  (deutsch  von  H.  Schnuso,  1849)  sich  diesen  Fragen 
zn wandte  und  zur  tieferen  Begründung  der  Wahrscheinlichkeits theorie 
beitrug.     Fast   zur   selben   Zeit  (1842)   ließ   der  deutsche  Philosoph 

1)  Eftiiil  iur  rappbtation  de  Fanal jio  ä  la  prob.  etc.  ITSß. 
t)  Are  cotijectÄinU,  p   2t  1  (üätwalds  Klaaeiker  Nr  lOS,  p,  73;. 

3)  Hefte  lioni  hui  le  calcul  des  prob  ab.     Opnsü.  inathi^in,  Tl^  1761. 

4)  Easai  d'Ärithiß^tique  morale,     Suppl.  Hist,  Natur.  IV,  17S7. 
6)  Köcj^cl  Metropal.  H,  Artikel  ,,Theoiy  of  probabilitj",  1S46,  p>  SUü, 
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J.  h\  Fries   moen   j^Yersucli  euier  Kritik   der  Priii2ipien   der   Wakr-H 
schoiniichkeitsrechiiuii^*    erscheineii,    worin   er   eich  gleich  GouraolH 
gegen    die    bis   dahixi   geübte  rein  fonriale  oder  logische  Bebaudi  ung  ~ 
der  WabrscheinlichkeitBrecbimng  wendet     Das  Yerhältniß   der  Wahr- 
scheiiiliL*bkeitsrechuuag  zu   dem    hrpothetisch -disjunktiven   Urteil   hatS 
Ch,  Sigwart  in  seiner  ,,Logi¥^  (IL  Bd.,  187H,  1893)  klargelegt  und 
dadurch  die  Stellung  deraelben  im  System  der  Logik  gekennzeichnet. 
Ans    der  jüngsten  Zeit  stammen   drei   bemerkenswerte  Arbeiten, 
die   sieh  mit  der  phibtsophischen  Kritik  der  Wakrscheinlichkeitsrech- 
uuug  ausschlieülicb  befassen^  die  mathematische  Seite   völlig  bei  Seite 
lassend    oder    jedenlalls     iti     zweite    Linie    stellend.      Die    BrochuraB 
A,  Ficksj  betitelt  „Philosophischer  Versnch  über  die  Wahrscheinlich- 
keiten*' 18H3,   gebt   auf  das  Wesen   der  Bildung  von  Wahi-scheinlieh- 
keiten  ein,  ist  aber  zn  aUgeraein  gehalten,  um  eine  für  die  praktisclie™ 
Ausführung  geeignete  Richtschnur  zu   geben.     Am   tiefsten   geht  auf^ 
alle    hierher    gehörigen    Fragen    J,  v.  Kries    in    seiner    ausführlichen     4 
Schrift  über  „Die  Prinzipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.     Ein®« 
logische  Untersuchung"   1886  ein;  ihm  handelt  es  sich  vor  allem  um™ 
Feststellung  der  Bedingungen  für  eine  begründete  Wahre cheinli eh ke its- 
aufstellung,  ferner  um  eine  Prüfung  der  bisher  von  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung gemachten  Anwendungen  darauf  hin,  wie  weit  hier 
jene  Bedingungen  vorhanden   sind,  und   um  die  Betonung  der  objek- 
tiven Bedeutung  auf  richtiger  (jrundlage  Iiereehneter  Wahrscheinlicb-J 
keiten;    auf  das   X.  Kapitel    dieses   Buches   muß   an   dieser   SteUe   be- 
sonders   hingewiesen   werden,    w^eil   es  die  geschichtliche  DarsteUuDjf] 
der    philosophischen    Grundlagen    der   Wahrscheinlichkeitstheorie    undl 
eine  Kritik  der  hierher  gehörigen  Versuche  unternimmt.   In  teilweisei] 
Gegensätze    zu    der    Auffassung    von    Kries,    welche   Yermöge    ihrer 
strengen  Forderungen  geeignet  ist,  den  Anwendungsbereich  der  Wahr- 
scheinlichkoitsrechnimg    einzuschränken ,    steht  C.  Stumpf   in    seinerJ 
1892  in  den  Sitzungsberichten  der  philosophischen  Klasse  der  bavrischeiil 
Akademie  verofFentlichten  Abhandlung  „Über  den  Begriff"  der  mathe- 
matischen Wabr&fcheiülichkeit",    indem    er   sich    auf  das   Prinzip    des_^ 
mangelnden   Grundes    stützt   und   die   Zuläasigkeit    einer   Wahr6chein^^| 
lichkeitsaufstellung  au  viel  weiter  gefaßte  Bedingungen  knüpft.    Gold* 
Schmidts  Schrift:  ,jDie  Wahrschein lichkeitsreclinung.    Versuch  einer 
Kritik*^  1897,  die  sich  zum  Teil  als  eine  Kritik  der  beiden  vorgenannten 
Arbeiten  darstellt ^  reicht  an  diese,   was  S<*härfe  der  Auffassung  jxni 
Bestimmtheit  des  Ausdrucks  anlangt,  nicht  heran, 

§  2.    Direkte  WahrsehBinlichkeitäbeatimmung. 
9.  Bildu&g  und  Zählung  der  möglichen  und  günstigen  Fälle.J 

Die  Bestimmung  einer  Wahi'scheiulichkeit  auf  Grund  der  in  Nr.  6  auf-] 
gestellten  Definition  setxt  voraus,  daß  sich  aus  den  Bedingungen  de 
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Problems  eint?  Gesamtheit  gleichbürechtigter  und  innerhalb  dieser  die 
Gesamtheit  der  dem  betreffenden  Ereignis  gilnsitigei)  Fälle  konstraieren 
lasse;  mit  der  Zühlaug  dieser  Gesamtheiten  ist  das  Problem  gelöst. 
Die  Bildung  der  Fälle  ist  ein  kombinatorischer  Proz.eß^  dessen  riehttge 
Dtirchfähnmg  eine  scharfe  Zergliederung  der  Bedingungen  der  Auf- 
gabe erfordert.  Hiermit  hängt  die  Tatsache  zuaammeii,  daß  die  Koni- 
hinnkfrtk^  welche  später  zu  einem  selbständigen  Zweige  der  reinen 
ifalhematik  sieh  entwickelt  hat,  mit  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
:£ugleich  ihren  Anfang  genommen  und  von  ihr  die  ersten  Aufgaben 
empfangen  hat').  Die  Kombinatorik  lehrt  einerseits  die  systematische 
Bildung  Ton  Koniplexionen  gegebener  Elemente,  die  bestimmten  Be- 
dingungen zu  entapreuhen  haben^  und  sie  befaßt  sich  andererseits  mit 
der  Zälilujig  dieser  Komplexionen. 

10«  Formeln  der  Kombinatorik.  Die  kombinatorischen  Grund 
Operationen  öind  die  Bildimg  von  Pemiutationen^  Kombinationen  und 
Variationen, 

Eine  Reihe  von  n  verschiedenen  Elementen  pt^rmtäitren  heißt, 
dieser  Reihe  alle  möglichen  Anordnungen  geben;  die  Ans&ahl  der 
Permutafeionen  ist  durch 


I 


b 


1  <  2  ^  3  —  '  n ,  syni bolisch  nl^ 


gegeben*    Sie  vermindert  sich,  wenn  sich  unter  den  Elementen  a  (jMrhe 

Elemente  befinden,  auf 

nl 


[xmi  sie  vermindert  sich  weiter  auf 


außer  den  fi  gleichen  Elementen  einer  Art  noch  //  gleiche  Eie* 
Imente  einer  andern  Art  sich  vorfinden  u.  s,  w. 

Eine  Reihe  von  n  Elementen  imt  r-ten  Klasse  ahm'  Wifärrholunr/ 
kotMnkren    heißt,    sie    auf   alle    möglichen    Arten    in    Gruppen    von 


1)  Pascal,  der  »ich  init  Fermat  in  den  Rnhiu  der  Begründung  der 
WahrRcbeinlichkeitirechnung  teilt»  liat  in  aeinem  ,/rrait^  du  triangle  arithm^'ti- 
I  nttfi"  (16©5)  die  erste  bedeutendere  Arbeit  über  Kombinatonk  geliefert.  Fast 
um  dieielbe  Zeit  «cbrieh  Leibniz  aeine  .^DisHertatio  de  arte  Conibinat<jria^*^ 
«lesöi  uod  handelte  Wallia  in  aeinem  ,,Treati&e  of  algebra'*  (lüöö)  iu  einem  be- 
londeren  Kapit**!  über  den  Gegenstand.  Das  ertte  umfa«fletide  Werk  ßbt^r  Wahr- 
*eheiidicbkelt&rechttnng,  Jat-ob  Bernonllis  posthume  ,»Ars  eonjcctandt**  (1713), 
bringt  in  seinem  zweiten  Teile  auch  die  erste  sjatematische  Dar&tt'Iltitig  der 
^ennotatjouB-  und  KombtnationBleljre*^ ;  von  J.  IlernoulH  stammen  auch  ein- 
Be  der  hente  in  der  Kombinntivrik  ubliehen  Benennungen. 
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je  r  Elementen  zusammenstellen  derart;  daß  ein  Element  in  einer 
Gruppe  nur  einmal  vorkommt;  auf  die  Anordnung  der  Elemente 
innerhalb  einer  Komplexion  kommt  es  dabei  nicht  an.  Die  Anzahl  der 
Kombinationen  ist 


n(n  — 1)  •••(♦»  — r+l) 


,    symbolisch  l  j, 


12       r 

und  kann  durch  Fakultäten  ausgedrückt  werden,  indem  auch 

ft! 


0 


r!(ti  — r)I 

ist;  die  Klassenzahl  ist  durch  die  Elementenzahl  beschränkt. 

Eine  Reihe  von  n  Elementen  zur  r-ten  Klasse  mit  Wiederhclung 
Tcomhinieren  heißt,  auf  alle  möglichen  Arten  Gruppen  von  r  Elementen 
bilden  mit  der  Maßgabe,  daß  ein  und  dasselbe  Element  in  einer  Kom- 
plexion mehrmal  und  selbst  r-mal  sich  wiederholen  kann;  auf  die  An- 
ordnung der  Elemente  innerhalb  einer  Komplexion  kommt  es  nicht 
an.     Die  Anzahl  solcher  Kombinationen  ist 

n(n  +  l)-..(n  +  r-l) 
1  .2-    -r  ' 

und  durch  Fakultäten  ausgedrückt: 

{n  +  r—  1)! 
r!(/<—  1)!* 

Die  Klassenzahl  ist  hier  unbeschränkt. 

Aus  einer  Reihe  von  n  Elementen  Variationen  ohne  Wiederholung 
zur  r-ten  Klasse  bilden  heißt,  auf  alle  Arten  und  in  allen  möglichen 
Anordnimgen  Gruppen  von  je  r  verschiedenen  Elementen  bilden.  Die 
Anzahl  derartiger  Komplexionen  ist 

n(n-l)...(w-r-f  n  =  r!p). 


durch  Fakultäten  ausgedrückt: 


n\ 


Die  Klassenbildimg  ist  durch  die  Elementenanzahl  beschränkt.  Die 
Variationen  der  obersten,  i?-ten,  Klasse  fallen  mit  den  Permutationen 
der  Elemente  zusammen. 

Aus  einer  Reihe  von  n  Elementen  Variationen  ynit  Wiederholung 
der  r-ten  Klasse  bilden  heißt,  auf  alle  möglichen  Arten  und  in  allen 
Anordnungen  (inippen  von  je  r  Elementen  bilden,  worunter  sich 
gleiche  Elemente  selbst  bis  zur  Anzahl  r  befinden  können.  Die  Anzahl 
dieser  Komplexionen  ist 

und  die  Klasnenbildung  ist  unbeschränkt. 
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Mit  ein^r  von  KrarapM  staiimieuden  Bezeiehnuiig  tür  Produkte 
iiufemaüiier  folgender  natürlicher  Zahlen,  wonacli  für  das  Prodokt 
n(n  —  1) ' '  •  (n  —  r  +  !)  das  Sjmbid  w'*'^*  oder  auch  das  Symbol 
<»  —  r  +  1)'''^*  gebraucht  wird,  läßt  sich 

n\    auch  in  der  Form  1"'' 


mihi 

C) 


n  1 


in  der  Farm  --r- , 


,^.  1 


in  der  Form 

IL  8,  w*  schreiben. 

Bemerkenswert  und  wichtig  ist  der  umstand,  daß  sich  die  An- 
zahlen der  rer^schiedenen  Arten  von  Komplexionen,  hia  auf  die  ^'^aria- 
üonen  mit  Wiederbolnngj  durch  Fakultäten  darstellen  lassen.  Demnach 
würde  man  für  praktische  Zwecke  mit  einer  Tafel  der  Fakultäten  das 

»Aaskommeo  finden'),  Indeaseii  wachsen  die  Fakultäten  mit  der  Zahl  ti 
sehr  rasch  an  und  werden  bei  sehr  großem  n  physisch  nnberechenbar- 
mm  so  weniger  wären  Rechnungen  mit  mehreren  Fakultäten  großer 
Khlen  direkt  zu  bewerkstelligen.  Während  die  Fakultäten  der  /.ehn 
eisten  Zahlen  noch  innerhalb  mäßiger  Grenssen  sich  bewegen  —  es  ist 

1!=1,  21  =  2,  Sl  =  6,  41^24,  ol^V20, 

16!  -  720,      7 !  =  5040,      8 1  =  40320,      9!  =  B62880,      10!  -  3,fi28HOO 
— ^  ist  die  Faktor ielle  von  20  eine  nennzelinziffrige  Zahl: 
20l  =  2,„4329O2„0OB176,640O0O 
viid  die  Fakultät  von  30  schon  dreiunddreißigSiiffrig; 
m  l  =  2^^„,„  252859 ,,,,  s  U 17  29  „,  458636  „  308480 , 0(XMXK.K 
U.  Bie  Formel  von  Sttrllng.   Für  die  mathematische  Ausbildung 
der  Wahrscheinlidikeitstheorie   bedeutete  es  einen  großen  Fortschritt, 
ala  68  gelang,  eine  Funktion  äu  finden,  welche  den  Wert  der  Fakultät 
einer  großen  Zahl  angenähert  gil>t  und  rechnerisch  leieht  zu  handbaben 
ist    De  Moivre^)  hat  den  Weg  hierzu  angegeben  und  war  zu  einem 
Resultate  gelangt,  in  welchem  ihm  nur  noch  die  Natur  einer  in  Form 
einer   nnendlichen   Reihe    dargestellten  Konstanten    unbekannt    bheb; 


1)  Chr  KruTop,  Elements  d\4rithni.  180S. 

2)  unter  dem  Titel  ,,Tabulttnim  ad  faciliorem  probabihtatis  computationem 
utilem  Enijeaa*^  hat  (1Ö24)  C,  F,  Degen  die  zwölfa  teil  igen  Lo|*arithmeii  aller  «S 
von  n  ~  l  Ml  h—1300  heranagegebeü.  Eine  secliaßtellige  Tafel  gleichen  Um- 
fjLngen  iät  A*  de  Morgans  Artikel  ,^Theory  of  ProbabiUtiea**  in  der  Encjrcl. 
Metropol.  vol  II  jlä45j  beigefügt. 

a)  A,  de  MoiTte,  The  Doctriue  of  Chance«  (1718,  1738,  17&ß).  —  Miscel- 
knea  Analytica  (1730). 
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dieser  vollendende  Schritt  gelang  Stirling^),  nach  welchem  später 
die  betreffende  Näherungsformel  benannt  worden  ist. 

Zum  Zwecke  ihrer  Ableitung  gehen  wir  von  der  Tatsache  aus, 
daß  sich  w!  durch  ein  Eulersches  Integral  zweiter  Gattung,  durch 
eine  Gammafunktion  darstellen  läßt.     Es  ist  nämlich 

n!  =  faf*e-"dx.  (1) 

0 

Gelingt  es,  für  das  Integral  einen  angenäherten  Wert  zu  finden,  so 
ist  dadurch  das  angestrebte  Ziel  erreicht.  Dazu  ist  vor  allem  not- 
wendig, die  Natur  der  Funktion 

f(x)  =  a^e"*, 

welche  unter  dem  Integralzeichen  steht,  näher  kennen  zu  lernen. 
Diese  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  beständig  positive  Funktion 
hat  f ür  iP  =  0  den  Wert  0,  nähert  sich  mit  beständig  wachsendem  x 
der  Grenze  Null  und  erlangt  an  der  Stelle,  welche  sich  aus  der 
Gleichung: 

/•'  (x)  =  a^-  V— ' (w  -x)^0 

ergibt,  das  ist  für  ic  =  n,  ihr  Maximum: 

/'(w)  =  wV-".  (2) 

Von  diesem  Maximum  fällt  sie  sehr  rasch  ab  und  erlangt  z.  B.  an  der 
Stelle  X  =  2n  den  Wert 


f{2n)  =  (2nye- 


2w 


der  ein  um   so  kleinerer  Bruchteil   ihres  größten  Wertes  ist,  je  be- 
trächtlicher n.     So  ist: 

/•(2»)  =  0,040  4«!).../-(w) 
=  0,002  lGl.../-(w) 

=  0,00010   '■^f{n) 

=  0,000000000000047  •  •  ./-(^ 

1)  J.  Stirling,  Methodus  difPerentialis  (1730). 


für  M=    10 

A«: 

1  =  453999,8               /( 

„      „     20 

yf 

=  einer  18-ziffr.  Zahl 
216127,,... 

,,      „     30 

79 

=  einer  32-ziffr.  Zahl 

19, ,,„2665-.. 

„      „   100 

n 

=  einer  157-ziflfr.  Zahl 
3(„)  72007... 

I.  Abschnitt.     Grundlagen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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Der  typische  Verlauf  der  Funktion  ist  aus  der  Fig.  1  ersichtlich,  in 
welcher  jedoch  die  Ordinaten  gegenüber  den  Abscissen  in  10000-facher 
Verkürzung  dargestellt  sind;  sie  ent- 
spricht dem  Fall  n  =  10. 

Dies  vorausgeschickt,  führen  wir 
m  dem  Integral  (1)  eine  neue  Vari- 
able t  mit  Hilfe  der  Substitution 


afe"=^f(n)e-*^ 


(3) 


ein;  x  wird  das  Intervall  (0,  oo)  durch- 
laufen, während  t  beständig  wachsend 
Ton  —  oo  bis  (X)  fortschreitet,  so  daß 
zunächst  gelten  wird: 


n\=fin)fe-''^£<U.        (4) 

Um  den  Differentialquotienten 
■^  zu  finden,  werde  eine  neue  Hilfs- 
Tariable  g  mittels  der  Gleichung 

x  =  n  +  i 

eingeführt,  welche  beständig  wachsend  das  Intervall  (—  n,  oo)  durch- 
läuft, während    x    auf    seinem    Gebiete    (0,  oo)    stetig    sich    ändert;  , 
ziigleich  ist 

~dt  -  dt  w 

Aus  der  Gleichung  (3)  wird  dadurch  mit  Rücksicht  auf  (2) 

(n  +  l)*^""*'^  =  w^c-^e-*', 

'-£-»'•(1  +  1) 

folgt   Entwickelt  man  den  Logarithmus  in  eine  Reihe,  so  ergibt  sich" 
ftr  ^  die  Entwicklung 

(6) 


woraus 
und  weiter 


/8  _=  ^*  ^^  _4_   ^^ 

Wählt  man  umgekehrt  g  in  der  Form 
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—  wobei  ein  von  t  freies  Glied  fortgelassen  wurde,  weil  |  mit  t  zu- 
gleich verschwindet  — ,  so  ergeben  sich  durch  Einsetzung  dieses  Aus- 
drucks bei  Anwendung  des  Satzes  der  unbestimmten  Koeffizienten  zur 
Bestimmung  von  a^,  aj,  •  •  •  die  Gleichungen: 


a, 


=  1 
2n  M»     "^  iV»       ^ 


2n 


woraus 


2 


daß   für   a^    die   positive  Wurzel  zu  nehmen  ist,   folgt  aus  der  Be- 
merkung, daß  l-j^j      =  «1  positiv  sein  muß,   da  |  mit  t  beständig 

wächst.    " 

Die  Gleichung  (4)  geht  nun  über  in 


und  da 


n\  =  f{n)Jc-^'  (a,  +  2a,t  +  ?^a^i^  +  •  •  •)  dt, 


—  QO 


tfi-'^di   =0 


—  X 
7 

SO  erhält  man  nach  Einsetzung  dieser  und  der  Werte  von  a,,  Og,  ••• 
w!  =  n«e-''y2^(l  +-2-  +  ...).  (7) 

Dies  ist  die  auf  Glieder  von  der  Ordnung         abgekürzte   SHrlingsche 

Formel.      Auf   einen    Punkt    in    ihrer    Ableitung    muß    hingewiesen 
werden.      Die    Entwicklung   (6)    ist    nur    so    lange   konvergent,    als 

-  i  <  1,  also  g  in  dem  Intervall  (—  v,  /i),  x  in  dem  Intervall  (0,  2n) 

und  f  in  dem  zugeordneten  Intervall  (=00,  f^J  verbleibt;  die  später 
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vollzogene  Integration  erstreckt  sich  aber  auf  das  ganze  Gebiet 
(0,  oo)  von  X,  respektive  (—  oo,  oo)  von  t]  dies  hat  zur  Folge,  daß  die 
Reihe  in  (7)  divergent  wird.  Nichtsdestoweniger  ist  sie  zur  näherungs- 
weisen Berechnung  von  n!  geeignet;  der  Grund  liegt  in  der  eingangs 
hervorgehobenen  Tatsache ,  daß  die  Funktion  f\x)  in  dem  Intervall 
(0,  2n)  Werte  annimmt;  welche  alle  übrigen  in  um  so  höherem  Maße 
überschreiten,  je  größer  n  ist. 

Für    die   Zwecke    der  Wahrscheinlichkeitsrechnung   genügt   fast 
durchwegs,  die  Stirlingsche  Formel  in  der  weitergehenden  Abkürzung 


nl^n^e-'^y^ltn  (8) 

zu  verwenden,   in  welcher  die  rechte  Seite  immer  einen  zu  kleinen 
Wert  für  die  links  stehende  Fakultät  liefert. 

Um  die  Natur  dieser  merkwürdigen  Näherungsformel  erkennen 
zu  lassen  und  zu  zeigen,  daß  sie  schon  bei  mäßigen  Werten  von  n 
gut  verwendbar  ist,  fuhren  wir  die  folgenden  Beispiele  an:  Es  ist 

101  =  3628  800 
101«  6- i«y2Ö^  =  3598  699 


Differenz  =       30  101  =  0,008  •  •  •  des  richtigen  Wertes; 

20!  =  2„,432902„008176,640000 

20»e-*>l/4ÖÄ  =  2,„  422786  ,,385510,400000 

die  Differenz  =  101 15  „622666240000 

macht  0,004  •  •  •  des  richtigen  Wertes  aus; 

30!  ==  265 ,,„,252859,,,,  •  •  • 
äO^e-^yeOx  =  264,„„517093„„  •  •  • 

Differenz  =  735766,,,,  •  •  •  =  0,0028  •  •  •   des  richtigen 

Wertes. 

Der  absolute  Fehler,  den  man  bei  Anwendung  der  Formel  (8)  begeht, 
wächst  also  mit  n  ins  Ungeheure,  der  relative  Fehler  aber  nimmt  mit 
wachsendem  n  ab  und  ist  selbst  bei  n  =  10  so  klein,  daß  er  für 
praktische  Zwecke  fast  ausnahmslos  außer  Betracht  bleiben  kann. 

12.  Beispiel  I.  Die  Wahrschemlichkeit  zu  bestimfnen,  daß  bei 
zweimaligem  Äufiverfen  einer  Münze  Wappen  ersclieint. 

Bezeichnet  man  die  Wappenseite  mit  W,  die  Schriftseite  mit  S, 
80  kann  das  Ergebnis  zweier  Würfe  einer  der  Fälle  sein: 
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da   droi    dieaej-  Fälle   dem   erwarteten  Ereignis   günstig  sindj    go   ist 

dessen  Walirscheinlichkeit 

a 


In  anderer  —  unrichtiger  —  Weise  faßte  D'AUmbert*)  die 
Aufgabe  auf;  mit  dem  Hinweise^  daß»  sofern  Wappen  im  ersten  Wurf 
fällt,  das  Spiel  beendet  und  der  zweite  Wurf  unuötMg  sei,  setzt  bt ^ 
die  Fälle 

W-,    SWi    SS 

und  rechnet  die  Wahrscheinlichkeit  mit  -„  i  ^^^  der  ©rate  Fall  nichts 

gleich  wer  tig  den  beiden  imdem  ist^  gab  D'Alembert  nicht  äu. 

13,  Beispiel  II.    Es  ist  Me  WahrscheinUdilmt  zu  ermittdnj  daß  | 
imin  mit  j^wel  Wihffin  eine  bcsümmfe  Summe  treffen  wenk. 

Die  möglichen  Fälle  werden  durch  die  6^  ^  36  Variationen  mit  \ 
Wiederholung    gebildet^    welches    die    sechs    Elemente   1,    ^,  -  -  *  ö 
zulassen. 

Von  diesen  fülirt  je  eine  (1,  1;  6,  6)  die  Snmmen  2  und  V2 
herbei;  je  zwei  (1,  :f;  3^  Ij  —  5,  üj  6,  5)  ergeben  die  Summen  3 
und  U;  je  drei  ( Ij  3  j  2,  3;  3^  1;  —  -^  6;  5,  5;  6,  4)  die  Snmmen 
4  und  10;  je  Tier  die  Summen  5  und  9;  je  fiinf  die  Snmmen  6  und  8 
und  sechs  (1^  (i;  2^  5;  3,  4;  4^  3;  5,  2;  6,  1)  liefern  die  Summe  7. 
Wird  also  mit  p^  die  Wahrscheinlichkeit  der  Summe  -v  bezeicknet,  ^ 
so  ist 

_        _  1  _        _  ^  .         _       _  1.         _      _i, 

Ih  —  Pu  ~"  3^  ^     Ps  ~  Pit  ~  ig  t     pJk  "  Pio  ~  12  7      Ph  ^  P\,y  ^  ^\ 


P%=P^  = 


3e' 


Pi-l,' 


Wenn  Leibnia^-)  der  Summe  11  nur  eiueu  und  der  Summe  7^ 
fbrei  Fälle  zuschrieb^  so  schwebten  ihm  die  Komliinationen  mit  Wieder- 
hol nng  als  Vertreter  der  gleichmüglichen  Fälle  vor^  und  diese  Auf- 
fassung ist  irrig;  denn  während  z.  B.  der  Kuli  *>,  6  nur  auf  eine  Art 
zustande  kommen  kaan^  sind  für  o^  (J  zwei  Entstehungs weisen  möglich, 
indem  sich  die  beiden  Würfel  in  die  Nnrnmeru  5,  6  auf  zwei  Arten 
Terteilen  können, 

14.  Beispiel  III.  Die  Wahr&eheinliehJceU  mt  hei^iimmeHf  (hß  mU\ 
drei  Würfeln  tue  Sumttit'  9,  hvziehimgsweiHP  10,  11,  12  fallen  irerde. 

Wie  im  vorigen  Beispiel  sind  die  möglichen  Fälle  durch  die] 
Variationen  mit  Wiederholung  der  Elemente  1^  2^  —  *,  6  dargestelltJ 
deren  Aussahl,  da  es  sich  nun  um  drei  Würfel  handelt^  6*  =  21Ö  ist] 


1)  Artikel  „Croir  on  Pile^*  in  der  ..Encyclop^die"  (1754). 

2)  Dissert^tio  de  Arte  Combinatoria  (1666), 


iewohl  sirh  für  jede  dieser  Summen  sechs  Eßtstebungsarten  ergeljeji, 
repräseBti ereil  diese  doch  nicht  auch  gleicliTnögliche  Einzelfälle;  so 
kann  die  Verbindung  333  aus  der  ersten  Külonne  nur  auf  eine  Art, 
die  Verbinduui^  22b  auf  drei  Arten^  die  Verbindung  2M  aber  auf 
sechs  Arten  entstehen,  indem  sich  die  Nnmniern  2,  2,  5,  respektive 
2,  B,  4  auf  drei,  beziehungsweise  sechs  Arten  auf  die  drei  Würfel 
verteilen  können.     Mithin  ist 


P^ 
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Pw  —  Pn  —  21C  —   8  ■ 


An  diese  Anfgabe  kntipft  sich  die  erste  Unterauchuug  über  eine 

wabgclieinlichkeitstheoretische    Frage,    dio    die    Litteratur    nachweist. 

Diese  Fmge   bezog   sich  auf  das  sogenanute  Kmöchelspiel  (passe- dix)^ 

bei  welcheni  es  sich  ilarum  handelt^  mit  drei  Wnrf"eln  eine  Summe 

ßber  zehn   2U   werfen.     Ein   fleißiger  Beobachter   dieses  Spieles   hatte 

die  Wahrnehmung   gemacht,   daß    die   Summe    11    häufiger   erscheint 

^s    12  und    10   öfter    als   9;   da  nach   seiner  Anifaasung   alle   vier 

^mtneQ  auf  gleich  viele  Arten  entstehen  keimten,  verlangte  er  von 

balileji)  Aufklärung  über  diesen  Widerspruch  zwischen  Beobachtung 

ttfld  Rfcchnung.    Galilei  gab  sie  ihm  in  der  oben  dargelegten  Weise. 

IS.  Beispiel  IV.    yV^^  Imfm  drei  (htßprVwh  ffhkhe  KmUltm  A,  Ä  C 

mi(  ji>  ^^^y.;   Liiiklwn   €ot;   im  Etiskken   Ä   eMält  jedes  LHikhen  eine 

^^^Uhmme^  in  B  jede^  eine  SiUmrmünm^  in  C  d€ii>  äne  eine  Gold*j  d<m 

tffuhrr  eine    Sflbefmünie.      Mnn    tjmfi    ein   KmkJien    Miebiff    hemm: 

f^^Hes  ist  die  WtthrsrheinUchkeit ,   da/J  e.s  C  sei'^    —    Man  ö/fnel  ein 

^fHrn  HHf/  hmcht/fft  den  Inhalt;  wie  groß  ist  tmeh  dieser  KennttdjS' 

nmtm'  die  IVahrseheinUehleit,  daß  man  dm  Kästehen  C  erwähU  habe? 

Die  Antw^oii    auf  die   erste   Frage   ist   leicht   gegeben;    von  drei 

P^ieianÖglichen  Fällen  ist  einer  dem   bezeichneten  Ereignis  günstig, 

m  Wahrscheinlichkeit  ist  p  ^  ^^ 

1i  G.  Oaltles»  Conirideraaiiorie  sopra  il  giuoco  dei  tiaiii  (unbekannten  Datama^ 
J*?tleiifaiJfi  vor  1642). 


26 


Erster  Teil*    WahrBcheinlicliieitBtlieorie. 


BeEüglioli  der  zweiten  Fragte  liegt  ein  Fehlscliliiß  nahe.  Was 
auch  das  geöifnete  LäJehen  enthalten  möge,  es  koiiimen  immer  nur 
noch  zwei  KäMchen  in  Fra^e^  weil  das  eine  durch  das  erlangte  Wisseu 
ausgeachlosBen  ist,  und  diese  Überlegung  kounto  dazu  fiiiireu,  die 
Wahracheinlichkeit,    daß    man  das   Kärtchen  C  herausgegriffen  habe, 

mit    ,    anzusetzen. 


g»-fl 


Indessen  muß  hier  anders  geschlossen  werden.  Entliält  das 
öffiiete  Lädchea  eine  Goldmünze,  bo  kann  man  es  nur  mit  dem 
Kästchen  ^-1  oder  mit  C  zu  thun  haben ^  diese  beiden  Kästchen  ent- 
halten drei  Lädchen  mit  Goldmünzen,  ^4  deren  zwei,  C  nur  eines;  che 
Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  daß  man  das  Kästchen  C  vor  sich 
habe,  ist  gleichbedeutend  mit  der  Frage,  dafs  man  von  den  drei™ 
Lädchen  mit  Goldmünzen  dasjenige  geöffiiet  habe,  welches  sich  in  (TS 
befindet,  und  diese  Wahrscheinlichkeit  ist,  weil  unter  drei  Fallen  ein 

günstiger    vorkommt,    ^-,    dieselbe    wie  im  ersten   F^alle').     Zu  den 

gleichen  Resultat  wird  man  geführt,  wenn  das  geöffnete  Lädchen  einti 
Silberm  Unze  enthält 

Eb  liegt  nur  in  der  eigentümlichen  Konstruktion  des  Beispiels,  daß 
das  durch  das  Offnen  eines  Lädchens  erworbene,  gegenüber  der  ersten 
Fragestellung  vennehrte  Wissen  an  der  Wahrscheinlichkeit  des  er- 
warteten Ereignisses  nichts  ändert.  Enthielten  die  Kästchen  je  drei 
Lädehen,  diese  drei  Lädchen  in  A  Gold-,  in  B  Hilbennönzen,  während 
iu  C  zwei  Gold-  und  eine  Sübermilnzo  auf  die  Lädchen  verteilt  wären, 

so  verhielt©  es  sich  anders.     Wieder  wäre    ^    die  Wahrscheinlichkeit 

dafür,  daß  man  bei  voLLzogener  Wahl  das  Kästchen  Ü  ergreift;  findelH 
man    aber    in  einem   geöffneten  Lädchen   eine   Goldmünze,    so   gehört 

das  Lädchen  mit  der  Wahrscheinlichkeit  "-  dem  Kästchen  C  an,  und 


mit  der  Wahmcheinliehkeit 
münze  enthielt 


1 
4^ 


wenn  die  geöffnete  Lade  eine  Silber 


16.  Beispiel  T,  Ztiei  Fermneth  A  und  B.  fjJeirk  tjeschivktf  larfm 
Kugeln  wirh  flnem  Ziel;  derjeniffe  gmmnni^  ivdcher  dem  Zkl  am 
ridrhMen  komnd.  A  hui  jsweij  B  eine  Kugel  bu  werfht.  WekJies  id 
die  Wahrscheiniii'hleif,  dajj  A  ffewimmi  werde? 

Bezeichnet  man  die  Kugeln  des  ^4  mit  a^,  a^^  die  Kugel  des  3\ 


1)  Tgl.  hiermit  die  SchlußweiB«?  Lei  J.  Bertram],  Cakul  de»  Probabiliy« 
(1889)  p,  2,  UDd  bei  H.  Poiucare,  Cülcul  des  Probubilik^s  (1B96)  p,  3.  —  Wir 
benötEen  dieie  Geiegenkeit,  um  uneeru  eignen  Fehl**clil^ß  in  unterm  ßi?ricbt 
über  yjiie  Entwicklimg  der  Wahracheinlicbkeitatheorie  und  Lbrer  Anwendungen'* 
(ISß^Jt  Jahreßber,  d,  Deutschen  Mathem. -Verein.  VU,  au  bericbtigen. 


l 
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mit  hy  80  können  folgende  Permutationen  der  Kugeln  mit  Rücksicht 
auf  ihre  Entfernung  vom  Ziel  eintreten: 

(iiG^hy     diha^y     ci^n^h,  a^ha^,  ha^a^j  ia^a^*^ 

ist  jedesmal  die  letzte  Kugel  die  nächste  am  Ziel,  so  sind  unter  diesen 
sechs  gleichmöglichen  Fällen  vier  der  Person  A  günstig;  für  sie  be- 

2 
tragt  daher  die  Wahrscheinlichkeit,  zu  gewinnen,    -  • 

Man  kann  auch  folgenden  Weg  zur  Lösung  einschlagen.  Jede 
der  Kugeln  a^,  a,  kann  näher  oder  weiter  fallen  als  die  Kugel  6; 
dies  gibt  folgende  Verbindungen: 

1)  a^  weiter  als  6,  a,  weiter  als  &; 

2)  a^       „        yy  ^y  «2  ^^ähcr   als  6; 

3)  «i  näher    „  &,  o^  weiter  als  6; 

4)  ttj       „        j,  6;  %  näher   als  h. 

Die  Verbindungen  2),  3),  4)  sind  dem  A  günstig;  aber  der  Schluß, 

daß  seine  Wahrscheinlichkeit  -.    betrage,   wäre   falsch.     Denn   diese 

Verbindungen  stellen  nicht  gleichmögliche  Fälle  dar;  vielmehr  zerfallen 
1)  und  4)  in  je  zwei  Fälle,  da  im  Falle  1)  die  Reihenfolge  der  Kugeln 
^ifl|6  oder  a^a^hy  im  Falle  4)  la^a^  oder  ha^a^  sein  kann.    Wird  dies 

l^^aclitet,  so  ergibt  sich  wieder  /)  =  y ' 

17.  Beispiel  VI.  Die  Wahrscheifüichkeit  zu  hestimmen,  daß  eine 
^^nze  in  n  Würfen  ahtvechselnd  Wappen  und  Schrift  zeifft. 

Die  möglichen  Fälle  sind  die  2"  Variationen  mit  Wiederholung 
iet  Elemente  TT,  S. 

Unter  diesen  Variationen  gibt  es  nur  zwei,  nämlich  WS  WS  •  •  • 
^d  8W8W '  •  •,  welche  dem  erwarteten  Ereignis  günstig  sind;  seine 

"'rfirscheinlichkeit  ist  daher  «  =       =  — — r . 

Wäre  festgesetzt  worden,  daß  Wappen  an  erster  Stelle  erscheinen 
solle,  so  gäbe  es  nur  eine  günstige  Verbindung,  die  Wahrscheinlich- 
keit wäre  die  Hälfte  der  vorigen. 

Überhaupt  ist  —    die  Wahrscheinlichkeit  für  irgend  eine  bestimmte 

Anordnung  von  Wappen  und  Schrift.  Es  hat  also  die  durch  ihre 
Gesetzmäßigkeit  auffallende  Anordnung  WS  WS  •  •  •  keine  geringere 
Wahrscheinlichkeit  als  irgend  eine  andere  unregelmäßige,  aber  im 
roraos  festgesetzte  Reihenfolge  der  Münzseiten.  Wenn  hiemach  das 
Eintreffen  WS  WS  •  •  •  als  ein  außergewöhnliches  Ereignis  bezeichnet 
wird,  so  ist  diese  Bezeichnung  insofern  unzutreffend,  als  sie  mit  dem 
gleichen  Rechte  jeder   andern  Anordnung   gebührte,   wenn  dk^^  vca. 
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voTaiig  bezeichnet  worden  wäre.  Anders  Terhalt  es  sich,  wenn  man 
dits  angeführte  ro  gel  mäßige  Ereignis  gegenüberhält  der  übergroßen 
Anzahl  derjenigen^  welche  keine  in  die  Augen  springende  RegelmÜßig-Ä 
keit  aufweisen*  Wenn  jemand  aus  einer  Urne,  die  auf  neun  gleichen^ 
Kärtcheti  die  Buchstaben  b^  e^  i,  1^  /,  n^  o,  r,  u  enthält^  diese  Kärtchen 
sncceBsiye  herausziehend  sie  in  der  Ordnung  bernotiUi  erhielte»  bqU 
würde  er  dies  mit  Hücksicht  darauf,  daß  die  Buchstaben  in  dieser" 
Auteinanderfolge  einen  ihm  geläufigen  Namen  darstellen^  als  ein  nn- 
gewöhnliches  Ereignis  bezeichnen;  einem  andern,  dem  dieser  Name 
völlig  fremd  ist,  wird  uur  mehr  die  Lesbarbe it  der  Permutation  auf- 
fallen, und  sie  wird  ihm  von  diesem  Gesichtspunkte  nicht  nngewölv 
lieber  erscheinen  als  etwa  rfihfftifrn  oder  bulhierol;  an  sich  aber 
stehen  diese  Anordnungen  auf  ganz  gleicher  Stufe  mit  jeder  ander 
wie  etwa  Inlrolheu:  jede  ist  unter  den  IHl  440  Terschiedanen  Per-^ 
mutÄtionen    einzicr     in    ihrer    Art    und    hat    die    Wahrscheinlichkeit 


nuf-^ 
hn-fl 

Lberfl 
ern^ 


181  440 '  i 

18,  Beispiet  TU.  Eine  Urne  enfliäJt  a  wetßf  mul  h  schwarte 
Kiigelu;  ttunt  nJmml  r  (<  ^)  Kfujehi  ftiif  f^hmal  oder  narh  cinnnder^ 
ohne  die  gesogimen  mriickiule{/en,  hevans;  wie  groß  ist  die  Wakrsehein'^ 
liehleii^  daß  b'ie  ireiß  seifen '^ 

Die    möglichen    Fälle    werden    durch    die    Kombinationen    ohn^J 
Wiederholung  der  n  +  h  Kugeba  zur  r-ten  Klasse  gebildet,   ihre  An^ 

zahl  ist  alBO  (^        ]  =  -r  ^ .  i        ;.' 

Günstige  Falle  stellen  die  gleichartigen  Kombinationen  der  a  weißeoi 
Kugeln  vor,  deren  Anzahl  Cj  =    ,  J'l   ^  ^^** 

Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  ist  demnach  gleich 


In  dem  gewöhnlichen  Zahlenlotto  sind  9  einziflFrige  und  ^1  zwei- 
zifirige  Nummern;  fünf  Nummern  werden  gezogen;  die  WahrBcheinlich- 
keit,  daß  das  Ergebnis  einer  Ziehung  ans  lauter  einziffrigen  Nummem 
bestehe,  ist  hiernach 


jjÄ^-i 


98-7    6    5 


90»/- 1        ÖO    89- Sa    87-86 


=  0,0000029, 


und  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Ziehung  aus  durchwegs  zweiziffrigeit] 
Nummern: 


81    80    ?a- 78-77 

90  .  89  '  SS    87  '  86 


=  0,:t8298L 
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19.  Beispiel  vjlul.  Eivc  Urne  enthält  a  iveiße,  h  schwarze  und 
€  rote  Kugeln.  Man  macht  cc  +  ß  -\-  y  Ziehungen,  legt  die  gezogene. 
Kugd  jedesmal  in  die  Urne  zurück  und  vermengt  die  Kugeln.  Es  wird 
die  Wahrscheinlichkeit  verlangt,  1)  daJJ  zuerst  a-mal  tveiß,  dann  ß-mal 
schwarz  und  endlich  y-mal  rot  gezogen  werde;  2)  daß  die  Farben  in 
denselben  Anzahlen  mid  geschlossen,  jedoch  in  was  immer  für  einer 
Beihenfolge  erscheinen;  3)  daß  weiße,  schtvarze  und  rote  Kugeln  in  der 
bezeichneten  Anzahl  überhaupt  erscheinen. 

1)  Die  möglichen  Fälle  sind  durch  die  (a  +  i  +  c)"+«^+y  Varia- 
tionen mit  Wiederholung  sämtlicher  Kugeln  zur  Klasse  a  +  ß  -\-  y 
dargestellt. 

Aus  den  a"  Variationen  der  weißen,  h^  Variationen  der  schwarzen 
und  c^  Variationen  der  roten  Kugeln  in  der  durch  die  Anzahl  be- 
zeichneten Klasse  entstehen  a^Wcy  dem  erstgedachten  Ereignis  günstige 
Verbindungen;  seine  Wahrscheinlichkeit  ist  daher 

2)  Unter  der  gleichen  Anzahl  möglicher  Fälle  gibt  es 

a^l^Uf  4-  a'^cyW  +  Wa'^cf  +  Wcya""  +  c'fa^'V  +  cy¥a^'  =  6a«i'V>' 

günstige  Fälle;  die  sechs  Produkte  entsprechen  den  sechs  möglichen 
Anordnungen  der  drei  Farben;  mithin  ist 

3)  Aus  jeder  der  a^h^c^  Verbindungen  von  a  weißen,  ß  schwarzen 
y  roten  Kugeln 

bilden;  folglich  ist 


und  y  roten  Kugeln  lassen  sich  -^-^^-p^  verschiedene  Permutationeu 


a!  p! y! 

die  Anzahl  aller  Anordnungen,  in  welchen  a  weiße,  ß  schwarze  und 
y  rote  Kugeln  in  irgend  welcher  Reihenfolge  erscheinen  können,  und 
somit  ^  da  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  dieselbe  ist  wie  in  den 
vorhergehenden  Aufgaben,  ist 

^»  al^Iy!       (a  +  6  +  cr  +  .^  +  y' 

Beispielsweise  ist  füra  =  2,  6  =  3,  c  =  4unda  =  l,  /J  =  2,  y  =  3 

•     i)i- 0,00217,    i>2  =  0,01300,    ^3  =  0,1302. 

20.  Beispiel  EC.  Aus  einer  Urfie,  welche  n  gleiche  Kugeln  enthält, 
wird  ein  Teil  oder  werden  alle  gezogen.  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
zu  bestimmen,  daß  eine  gerade  Anzahl  von  Kugeln  herauskommt. 
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Da  eine  Kugel  auf  so  viele  Arten  gezogen  werden  kann,  als  es 
Kugeln  gibt,  ztvei  Kugeln  auf  so  viele  Arten,  als  die  n  Kugeln 
Kombinationen  zur  zweiten  Klasse  ohne  Wiederholung  bilden  u.  s.  w., 
so  ist  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle 


•»-••+G)+G)+-+(:)> 


günstig  sind  darunter  die  Kombinationen  zu  einer  geraden  Anzahl, 
deshalb  ist 

.-(9+(r)+- 

die  Anzahl  der  günstigen  Fälle.     Nun  ist  aber 

(,_!).=  ,  _„  +  Q-(«)  +  ...  +  (-l).Q; 

aus  der  ersten  Gleichung  ergibt  sich 

m  =  2«  -  1  (1) 

und  durch  Addition  beider 

ry  =  2«-*-  1.  (2) 

Mithin  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  eine  gerade  Anzahl  von  Kugeln 
zu  ziehen, 

für  eine  ungerade  Anzahl: 

^=l_^  =  l_.  (4) 

Es  ist  also,  bei  jedem  n,  p  <q.  Dieses  auf  den  ersten  Blick  be- 
fremdliche Resultat,  daß  die  ungeraden  Anzahlen  den  geraden  gegen- 
über bevorzugt  sind,  wird  sofort  klar,  wenn  man  zur  unteren  Grenze 
herabgeht;  enthält  die  Urne  nur  eine  Kugel,  so  kann  nur  eine  un- 
gerade Anzahl  gezogen  werden,  es  ist  i?  =  0,  g'  =  1 ;  bei  zwei  Kugeln 
bestehen  zwei  Möglichkeiten  für  das  Ziehen  einer  ungeraden  Anzahl 
(einer  Kugel)  und  nur  eine  für  das  Ziehen  einer  geraden  Anzahl,  es 

12 

wird  p  =  y ,  tf  =  y  Dieses  Überwiegen  des  q  über  das  p  besteht 
fort,  und  erst  für  n  =  oo  wird  i>  =  ^  =  y ' 

Oben  wurde  vorausgesetzt,  daß  die  Anzahl  n  der  Kugeln  bekannt 
sei;  wüßte  man  bloß,  daß  sie  n  nicht  übertreffen  und  jeden  Wert  von 
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1  bis  n  (mit  Einschluß  dieser  Grenze)  gleich  leicht  haben  könne,  so 
hätte  man  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (2) 

n  H 

m  =^(2'  —  1)  =^2'  -  n  =  2«  +  ^  -  w  -  2 
1  1 

n 

9  =^(2'-'  -  1)  =  2"  -  n  -  1; 

1 

demzufolge  wäre  dann 

2"  — n-  1  ,-. 

^  =  2"- -,.-2  ^^) 

also  wieder  i>  <  J. 

21.  Beispiel  X.  J.ws  ei«^  Urne  mit  n  weiften  und  n  schwarzen 
Kugeln  wird  irgend  eine  gerade  Anzahl  von  Kugeln  gezogen;  wie 
groft  ist  die  Wahrscheinliclikeit,  daß  gleich  viel  iveiße  und  schwarze 
darunter  sind? 

Es  werden,  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäß,  entweder  2  oder 
4  oder  •  •  •  oder  2»  Kugeln  gezogen;  das  erste  kann  auf  so  viele 
Arten  geschehen,  als  sich  aus  den  2w  Kugeln  Kombinationen  ohne 
Wiederholung  zur  zweiten  Klasse  bilden  lassen;  das  zweite  auf  so 
viele  Arten,  als  es  derlei  Kombinationen  zur  vierten  Klasse  gibt  u.  s.  f; 
demnach  ist 

die  Anzahl  der  möglichen  Fälle. 

Ein  günstiger  FaU  entsteht,  so  oft  eine  der  weißen  mit  einer  der 
schwarzen  Kugeln  sich  verbindet,  was  auf  «*  Arten  geschehen  kann; 
ebenso,  so  ofk  eine  Verbindung  von  zwei  weißen  Kugeln  mit  einer 
Verbindung    von    zwei    schwarzen   Kugeln    sich    vereinigt,    was    auf 

f  gj     Arten   eintreten  kann  u.  s.  f ;   die  Anzahl  der  günstigen  Fälle 

ist  also  ,   ^,       ,  ^9  ,  ^, 

"-»'+0 +(;)  +  ••+(:)• 

Der  Ausdruck  für  m  entsteht  aus  dem  Ausdruck  für  g  im   vorigen 
Beispiel,  wenn  man  hier  n  durch  2n  ersetzt;  demzufolge  ist 

,w  =  22''-^-l. 

Um   für  g  einen  einfacheren  Ausdruck    zu  gewinnen,   beachte  man, 
daß    bei    der    Multiplikation    der   Entwicklungen    von   (1  -V  tf    \w\d 
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( 1  +  y)    die  von  t  freien  Glieder  1  +w^+  [1]  +  •  •  •  +  [)  ,  also  g+\ 
ergeben;  diese  Glieder  entstehen  auch  dadurch,  daß  man  (1  +  0"  (1+  .  ) 


(1+  i^r 

bringt,  den  Zähler  entwickelt  und  dasjenige  Glied  desselben,  welches 
mit  f"  behaftet  ist,  durch  t"  dividiert;  das  Resultat  dieser  Division 

ist  aber  der  Koeffizient  (   '*);  folglich  ist 

.    1         /2«\  (2n)!        . 

!/+l  =  (J,     woraus  .(7  =  ^^^,^  -  1. 

Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  ist  also 

(2«)!_ 

.  =  ^-  (1) 

Für  kleine  Werte  von  n  bereitet  die  Ausrechnung  von  jj>  keine 
Schwierigkeit;  so  ist 


für  w  =  1     p  =  1 


=  9 


}  =  0,7142  .  . . 


„=3    „=  ;!  =0,6129... 


„    „=4    „=-^^  =  0,5433. 
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für  große  Werte  von  n  scheitert  aber  die  Ausführung  der  Formel  an 
den  darin  vorkommenden  Fakultäten.  Hier  nun  kommt  die  Stir- 
lingsche  Formel  zur  Geltung;  nimmt  man  für  (2«)!  den  Näherungs- 
wert (2n)*'*e~^'' ]/4«Ä,  für  n!  entsprechend  n'*e~"y2njt  und  läßt 
im  Zähler  und  Nenner  die  subtraktive  Einheit  neben  der  andern 
großen  Zahl  weg,  so  ergibt  sich  für  j^  der  Näherungswert 

iT^-  (2) 

yTtn 

selbst  für  n  ==  4  gibt  dieser  0,5641  .in  naher  Übereinstimmung 
mit  dem  strengen  Werte. 

Mit  wachsendem  n  nähert  sich  p  der  Grenze  0. 

22.  Beispiel  XI.  Die  Wahrscheinlichkeit  zu  hesiitnmen,  mit  einem 
Würfel  in  n  Würfen  mindestens  einmal  die  Seite  6  zu  werfen. 
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Das  bezeicimete' Ereignis  ist  der  Gegensatz  davon,  in  n  Würfen 
immer  nur  eine  der  Seiten  1,  2,  •  •  •,  5  zu  treffen;  wird  die  Wahr- 
scheinlichkeit dieses  letzteren  Ereignisses  mit  7  bezeichnet,  so  ist  die 
des  erstgenannten  p  =  1  —  q. 

Nun  können  die  sechs  Würfelseiten  in  n  Würfen  sich  auf  6"  Arten 

mit  einander  verbinden  —  dies  die  möglichen  Fälle  — ,  während  die 

Seiten    1    bis   5   sich   auf  5"  Arten   vereinigen   können  —  dies   die 

5" 
günstigen  Fälle  des  zweiten  Ereignisses  — ;  folglich  ist  q  =  ^-  und 

Ist  p  gegeben,  so  läßt  sich  aus  dieser  Gleichung  die  Anzahl  der 
Würfe  berechnen,  innerhalb  deren  mit  eben  dieser  Wahrscheinlichkeit 
das  zum  mindesten  einmalige  EintrefiPen  von  G  zu  erwarten  ist; 
man  findet 

I0g(l-P)  .gx 

^       logö-logö'  ^^^ 

die  Xogarithmen  aus  einem  beliebigen  System  genommen;  insbesondere 
ist  für  P  =  v  •  10 

^*""iög6-logö""^'^'"' 

SO  daß  man  mit  Vorteil  Eins  gegen  Eins  wetten  darf,  daß  in  vier 
Würfen  die  Seite  6  wenigstens  einmal  fallen  werde. 

23.  Beispiel  XU.  Die  Wahrscheinliclikeit  zu  bestimmen,  mit  zwei 
Würfeln  in  n  Würfen  mindestens  einm<il  den  Pasch  van  6  zu  werfen. 

Unter  den  36  möglichen  Verbindungen  der  Würfelseiten,  welche 
in  einem  Wurf  eintreten  können,  gibt  es  deren  35,  welche  das  er- 
wartete Ereignis  nicht  herbeiführen;  demnach  gibt  es  in  n  Würfen  36" 
mögliche  und  d>b^  ungünstige  Fälle,  so  daß  die  Wahrscheinlichkeit,  es 

werde  Pasch  6  nicht  erscheinen,  ausmacht.    Die  Wahrscheinlich- 

keit,  es  werde  dieses  Ereignis  überhaupt,  also  mindestens  einmal  sich 
zutragen,  ist  daher 

p  =  ^-"%-  (1) 

In 

W=      log(l-i>) 

log  35  — log  36  ^"^ 

Würfen  darf  man  also  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p  erwarten^  daß 
wenigstens  einmal  beide  Würfel  6  zeigen;  da  für  i>  =  y 

'^       log  86 -log  36        "^^^        > 
Cmber,  WAhxfcheinllolikoitsrechnuiig.  ^ 
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so  darf  erst  bei  ^5  Würfen  mit  Vorteil  Eins  gegen  Eins  daraui*  ge-l 
wettet  werdeu^   bei  24  Würfen  wäre  eine  solche  Wette  unvorteilhaft 

Die  beiden  letzten  Aufgaben  dürfen  ein  historisches  Interesse  be- 
anspruchen,  weil  sie  zu  den  ältesten  gehören^  die  zu  mathematischen 
Untersuchungen    über    Fragen    der  Wahrscheinlichkeit    Anlaß    gaben. 
Ein  Freund  der  Glücksspiele^  namens  Chevalier  de  Mere,  der^  obwohl 
kein  Mathematiker  von  Fach,  es  doch  verstand,  anregende  Fragen  auf  _ 
diesem   Gebiete   aufzuwerfen,    sprach   (i(>o4)  Pascal    gegenüber  seia.^ 
Erstaunen    dru-über   aus,    daü    man   bei   einem  Würfe]   auf  (>   in   vier     ' 
Würfen  mit  Vorteil,  bei  zwei  Würfeln  aber  auf  Pasch  *J  in  24  Würfen^ 
nicht   mit  Vorteil   wetten  könne,    vermeinend,    die  Zahl  der  nötigeufl 
Würfe  aollte  der  Anzahl   der  bei  einem  Wurfe  möglichen  Fälle  pro- 
portional    Bein;    da    nun    bei    einem    Würfel   i>^     bei    zwei   Würfeln. 
3ö  Fälle  stattfuiden ,  so   ist  es  die  Zahl  -?4,  welche  sich  in  die  Pro 
portion  4  :  f>  ^  24  :  36  einfugt.     Die  obige  Rechnung  zeigt  die  Un-] 
Stichhaltigkeit  dieser  Schlußfolge, 

24.  Beispiel  XIZI.  Zwisckmt  neei  PfTsonrn  A,  B  t^oll  tfurch  dU 
Wühl  riffsf'hmlen  tcvnfcn:  fär  A  men  a^  für  B  seien  h  Stimmzi'ffeV 
abffegrbm  mal  in  dner  Urne  vcrtinlgt  lamien.  Angi'mmimen^  es  sei 
a  >  ij  so  daß  A  sMiejMck  ah  dm'  Gewojdie  eischeinen  wird;  wie  grofi 
ist  die  WahrscheiHhrhkeil^  daß  er  während  dei^  Skmiinimm  stämltg  in 
der  Major iidl  bivihe? 

Uie    möglichen    Fäl3e    werden    durch    die   Terscliiedenen   Permu-; 
tationea   gezählt,    in    welchen    die  Zettel    aus  der  Urne   hervorgehen 


^In 

1 


können:  ihre  Anzahl  ist  also 


m 


^  (ö  +  //)! 


Ungünstig    öind    alle   PerrnntationeUj    in    welchen   es   einmal    zuf 
Stimmengleichheit  kommt. 

Dahin   gehören  zunächst  alle  Permutationen,   welche   mit  einem' 
auf  B  lautenden  Zettel  beginnen;  ihre  Anzahl  ergibt  sich,  wenn  man 
nach  Wegnahme  eines   Zettels  mit  dem  Namen  B  alle   übrigen    per- 
mutiert, ist  also 

*  Aus  jeder  Perrautation,  welche  mit  A  beginnt  und  einmal  zui 
Stimraeogleichheit  führt,  läßt  sich  auf  eindeutige  Wei^e  eine  mit 
anhebende  Permutation,  aber  auch  umgekehrt  aus  jeder  Periuutatioi 
der  letzteren  Art  tdne  solche  gewinnen,  die  mit  ^1  anfängt  und  äu 
Ötimmengleichbeit  führt. 

£b  sei  7,,  B*  a  ^  5j  h  =  %\  die  Permutation 

AABBAABA 

beginnt  mit  ^1  und  erreicht  nach  vier  Zetteln  Stimmengleichheit,"  M 
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man  diese  vier  Stimmen  AABB,  die  notwendig  mit  B  aufhören,  ab, 
setzt  sie  mit  Weglassung  dieses  letzten  B  an  das  Ende,  während  man 
das  ausgeschiedene  B  an  den  Anfang  stellt,  so  erhält  man  in 

BAABAAAB 

eine  mit  B  beginnende  Permutation.  Geht  man  hingegen  von  einer 
mit  B  beginnenden  Permutation,  wie  etwa 

BABAAAAB 

ans,  zahlt  von  rückwärts  so  weit,  bis  A  eine  Stimme  mehr  als  B 
hat,  was  notwendig  einmal  eintreten  und  mit  einer  auf  A  lautenden 
Stimme  schließen  muß,  löst  die  Gruppe  —  hier  AAB  —  ab  und 
setzt  sie  an  den  Anfang,  so  ergibt  sich  eine  mit  A  anfangende  Per- 
mutation, in  der  einmal  Stimmengleichheit  eintritt,  hier  die  Per- 
mutation 

AABBABAA. 

Mithin   bestehen   die  ungünstigen  Fälle  aus  zwei  Gruppen  von 

dem  Umfange 

(a  +  ft  — 1)!^ 
a\{b—\)\  ' 

die  der  gesuchten  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  ist  daher 

^""        a\lh'—l)\    '     a\h\     ^a  +  h' 
mithin  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit: 

je  kleiner  also  die  Majorität  im  Vergleich  zur  gesamten  Stimmenzahl, 
desto  geringer  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  während  des  Skrutiniimis 
anhalte  ^). 

25.  Beispiel  ZTV.  Eine  Urne  enthält  n  mit  den  Nummrm 
Ij  2f  "  '  n  bezeichnete  Kugeln,  Man  zieht  diese  yujLch  und  nach  einzeln 
aus  der  Urne,  ohne  sie  zurüclizulegen,  und  verlangt  die  Wahrscheinlich- 
keit,  daß  keine  van  r  (<  n)  im  Auge  gefa/Jtm  Kugeln  in  der  ihrer 
Nummer  entsprechenden  Ziehung  erscheine. 

Die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist 

^  m  =  nl 

1)  Vgl.  hiermit  die  üarstellimg  bei  I),  Andre,  Coinpt.  rend.  105  (1H87) 
p.  436,  und  bei  J.  Bertrand,  1.  c,  p.  18. 
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entsprechend  den  Permutationen,  in  welchen  die  Kugebi  ans  der  Urne 
hervorgehen  können. 

Unter  den  Permutationen  von  n  Elementen  giht  es  aber  (n  —  1)! 
solche,  in  welchen  das  erste  bezeichnete  Element  i  an  seiner  richtigen 
Stelle  steht;  verbleiben  daher 

Permutationen,  wo  i  nicht  an  seinem  Platze  erscheint. 

•Aus  diesen  sind  diejenigen  auszuscheiden,  in  welchen  das  zweite 
bezeichnete  Element  h  an  seinem  Platze  steht-,  hält  man  es  dort  fest, 
so  bilden  die  n  —  1  übrigen  Elemente 

9'„-i(l)  =  (» -!)!-(« -2)! 

Permutationen,    in    welchen   i   nicht   an   seinem   Platze    ist;    es    ver- 
bleiben also 

«P„(2)  =  T„(l)-9'„_.(l)  =  «!-2(«-l)!  +  (n-2)! 

Permutationen,  in  welchen  weder  i  noch  k  an  seinem  Platze  ist. 

Aus  diesen  müssen  diejenigen  Permutationen  ausgeschieden  wer- 
den, in  welchen  das  dritte  bezeichnete  Element  l  an  der  seinem  Range 
entsprechenden  Stelle  steht;  hält  man  es  dort  fest,  so  bilden  die  n  — 1 
übrigen  Elemente 

<P.-^m  =  («  -  1)!  -  2(n  -  2)!  +  (»  -  3)! 

Permutationen,  in  welchen  weder  /  noch  A'  seinen  Platz  einnimmt;  es 
verbleiben  also 

9'„  (3)  =  <P„  (2)  -  g),..  (2)  =  «!  -  3  (n  -  1)!  +  3(n  -  2)!  -  («  -  3)! 

Permutationen,  in  welchen  keines  der  drei  Elemente  ?*,  1c,  l  an  seinem 
Platze  steht. 

Diese  Induktion  zeigt,  daß  es 

9Ä»-)  =  "!  -  (;)  («  - 1)!  +  (;)  (»  -  2)!  - . . .  +  (-  ly  Q  (n  -  r)l     (1) 

Permutationen  gibt,  in  welchen  keines  von  den  r  bezeichneten  Ele- 
menten den  ihm  gebührenden  Platz  einnimmt. 
Mithin  ist  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit: 

w  '  ^         \l)  n"  +  \2 j  ^-  1)  ^^~'^\r)  ^jT^-  i):T:(n  ~r +1) '  (*) 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Wahrscheinlichkeit  p,  daß  über- 
haitpt  keine  der  Kugeln  ihrem  Range  entsprechend  erscheint;  sie  er- 
gibt sich  aus  (2),  wenn  7'  '^n  gesetzt  wird,  und  ist  daher 
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^^  =  l-|  +  i'-..-r.2:3  +  ---  +  (-l)"r.2'.:n-  (3) 

Daraus  folgt  als  Wahrscheinlichkeit,  daß  mindestetis  eifie  Kugel  ihrer 
Nummer  entsprechend  gezogen  wird: 

3  =  l-i'  =  l-l-2  +  1.2. 3  — ■  +  (-l)'-\. .-..„•  W 

Diese  Aufgabe  liegt  einem  Glücksspiel  zu  Grunde,  welches  unter 
dem  Namen  ^eu  du  Treize"  zum  ersten  Mal  von  Montmort*)  der 
mathematischen  Behandlung  zugeführt  wurde,  an  der  sich  Nico  laus 
Bernoulli*)  hervorragend  beteiligt  hat.  Das  Spiel  besteht  in  Folgen- 
dem: 13  mit  den  Nummern  1  bis  13  beschriebene  Karten  werden  aus 
einer  Urne,  in  der  sie  vorher  durcheinander  geworfen  worden  sind, 
successive  herausgezogen;  das  Spiel  gilt  als  gewonnen,  wenn  mindestens 
eine  Karte  ihrer  Nummer  entsprechend  gezogen  wurde;  wie  groß  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  hierfür?  Dem  Wesen  nach  gleichbedeutend 
hiermit  ist  das  Rencontrespiel:  Von  zwei  Spielern  hat  jeder  ein  voll- 
standiges  Spiel  von  32  Blättern  in  der  Hand;  beide  legen  immer  je 
ein  Blatt  auf;  treffen  gleiche  Blätter  zusammen,  so  hat  sich  ein 
Rencontre  ergeben;  der  eine  Spieler  wettet  auf  den  Eintritt,  der  andere 
auf  das  Ausbleiben  eines  Recontres;  welches  sind  ihre  Chancen,  zu 
gewinnen? 

Dem  Problem  blieb  fortan  das  mathematische  Interesse  zu- 
gewendet. Euler*)  bemerkte  zuerst  die  Beziehung,  in  welcher  die 
Lösung  zur  Zahl  e  steht;  die  Summe  (3),  welche  p  darstellt,  geht 
nämlich  für  n  =  oo  in  die  Reihe  über,  welche  e~  ^  definiert,  so 
daß  dann 

p^e-'        =0,36787944... 

g  =  1  -  e-i  =  0,63212055  •  •  •  ^ 

ist;  wegen  der  raschen  Konvergenz  der  betreffenden  Reihe  kommen 
die  Lösungen  schon  für  mäßig  große  n  diesen  Werten  sehr  nahe;  so 
ergibt  sich  für  n  =  13,  also  für  das  „Jeu  du  Treize"*),  in  strenger 
Rechnung 

p  =  0,367879441  •  •  • 

auf  acht  Dezimalen  übereinstimmend  mit  e~^.  Um  so  mehr  können 
die  Werte  (4)  für  das  Rencontre  beibehalten  werden. 

1)  P.  de  Montmort,  Essai  d' Analyse  sur  les  Jeux  de  Hasards  (1708,  1714} 
p.  130 fF.  2)  Ibid.,  p.  301—302. 

8)  Calcol  de  la  probabilit^  dans  le  Jeu  de  Rencontre.  Hist.  Acad.  Berlin 
pour  1761. 

4)  In  der  englischen  Litterator  ,,game  of  Treize'S 
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unabhängig    von   andern    scheint  Lambert*)   auf  ein  iilinlicbei' 
Problem  gekommen  zu  seinj  das  so  lautet:  Jemand  hat  n  Briefe  und 

die  zugehörigen  {*oiiverts  geaehrieben;  er  steckt  die  Briefe  ahne  Wahl 
in  die  (*oixverts;  wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit  daß  alle  Briefe 
oder    eine    bexeiehnete    Anzahl    derselben    in    die    richtigen    Convertsfl 
kommen? 

Lampe-)  hat  eine  Ton  Dirichlet  und  Kummer  stammende 
Fagsung  der  Aufgabe  und  eine  Ableitung  der  oben  mit  ^„{n)  be-fl 
zeichneten  Zahl  mitgeteilt  Die  Aufgabe  ist  so  gestellt:  Gegeben  sind 
n  Elemente  auf  n  Plätzen:  wie  groß  ist  die  WabrscheiDlichkeitj  daü 
bei  einer  neuen  willkürlichen  Verteilung  der  w  Elemente  auf  dieselben 
H  Plätze  kein  Element  seinen  früheren  Platz  wieder  erhalte?  h 

Catalan^)  hat  das  Problem  in  fVilgender  Modiiikation  behandelt:^ 
Eine  Urne  enthält  n  mit  den  Bnchstabou  <i,  h^  c^*  -  ^  markierte  Kugeln; 
uian   zieht   die   Kugeln  snccessiFe  einzeln  heraus  und  legt  sie  dann 
wieder    in  die  leere  Urne  zurück.     Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit ^    daü    in    zwei    aufeinander    folgenden    Ziehungen    m  Kugeln 
gleicher  Stelle  erscheinen? 

Da  die  erste  wie  die  zweite  Folge  der  Buchstaben  nl  verschiedene 
Auordunngen   haben   kann,   no  gibt  es  für  zwei  Ziehungen  nl^  u 
liehe  Fälle. 

Jede    der    nl    Anordnungen    der    ersten    Ziehung    kstuu    mit    de 

zweiten  Ziehung  auf  (   ]  verschiedene  Arten  Rencoutres  von  m  Buch- 
staben ergeben,  und  da  jedesmal  die  n  —  m  übrigen  Buchstaben  kein 
Rencoutre  aufweisen  dürfen,  was  wieder  auf  (p„_,^(n  —  m)  Arten  ge 
seheheu  kaun,  so  gibt  es  der  günstigen  Fälle 

n\{")<r'„.   ,('»-«)■ ^^^, ((«-,«)!-("  7  "')(«.-m-l)! 

+  ("  7  '")  (»-«^-2)!— .-f  (-1)"-  ••')! 

folglich  iat  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  gleich 

1-2      -mX  1^1-2       1-2- 3^        ~l-2    --(n— mV 

La  place*)    hat    das    dem    Rencoutrespiel    zu    Grunde    liegena 
F*roblem  in  verallg*.  nieinerter  Form  behandelt. 


1)  Exaiiji?!!  fViure  eapfece  de  inperitttion  rameut^e  au  caleul  des  probaUilitt^. 
Nonv.  M^m.  Berlin  17*m. 

2)  Über     eine     Aufgabe     der     WahracheinlichJEeitareehniiiig,       örunert, 
ÄTcb.  70  (1884), 

S)  Bolution   d*im    problfcine  de  probatiilitt^   relatif  «u  Jen  de   Eencontre. 
Jotirn.  Liour.  2  (1837).  i)  ITüeorie  anal  d.  proh,  AHi  9, 
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26.  Beispiel  XV.  Eim  Lotterie  besteht  aus  n  Nummern;  in 
jeder  Ziehung  werden  r  Nummern  gezogen.  Jemand  hat  auf  s  (^  r) 
Nummern  gesetzt  Wie  groß  ist  die  Wahrsclieinlichkeit,  a)  daß  die 
Nummern  an  beliebiger  Stelle  und  in  beliebiger  Ordnung;  b)  an  be- 
liebiger SteUe,  aber  in  gegebener  Ordnung;  c)  an  erster  Stelh  in  be- 
lidnger  Ordnung;  d)  an  erster  Stelle  in  gegebener  Ordnufig  erscheinen? 

a)  Die  möglichen  Fälle  sind  durch  die  Kombinationen  o.  W.  der 
n  Nummern  zu  je  r  dargestellt^  ihre  Anzahl  ist  also: 

Scheidet  man  die  s  besetzten  Nummern  aus,  bildet  aus  den  n  —  s 
übrigen  Kombinationen  zu  je  r  —  s  Nummern,  fügt  zu  jeder  die  be- 
setzten Nummern  hinzu,  so  ergeben  sich  die  günstigen  Fälle,  deren 
Anzahl  somit 

^^        Xr  —  s)       {r  —  8)\{n  —  r)\ 
ist 

Die  Wahrscheinlichkeit  ist  hiemach 

^  (n-,g)!r!_  r  (r- 1)  •  •  ■  (r- /r+ 1) 
^1        n\(r  —  s)\        n(n  — l)-.(n  — fi +  1)  ^^^ 

Bei  *i  =  90  und  r  =  5  ergibt  sich: 

1 


für  s  =  1     i\  = 
=  9  = 


18 
1 

-3  -     ^ 


yy    f) 


=  4 

yf     ff        ^ 


1 


511038 

1 

43949268  * 


b)  Permutiert  man  in  jeder  der  (  ]  Kombinationen,  welche  die 

"möglichen  Falle  des  vorigen  Ereignisses  gebildet  haben,  s  Nummern, 
^d  zwar  so,  daß  in  jenen  Kombinationen,  in  welchen  die  s  besetzten 
^^uuinem  yorkommen,  gerade  diese  der  Permutation  unterworfen 
^crden,  so  erhalt  man  die  möglichen  Fälle  für  die  zweite  Fragestellung; 
^'"'e  Anzahl  ist  sonach 


m^ 


(>'- 


Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ist  dieselbe  wie  vorhin,  indem 
^^  Gewinnung  dieser  Fälle  jeder  der  ( ^  ~  j  Kombinationen  der  nicht 
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besetzten  Nummern  die  s  besetzten  Nummern  in  der  gegebenen 
Ordnung  anzufügen  sind.  Polglich  ist  die  entsprechende  Wahr- 
scheinlichkeit: 

^^       1  .2..- s  H(n— 1).    .(n— s  +  l)'  ^'^ 

sie  ist  s!mal  kleiner  als  vorige. 

c)  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  s  Nummern  an  erster  Stelle 
in  beliebiger  Ordnung  erscheinen,  ist  dieselbe,  welche  sich  ergeben 
würde,  wenn  die  Ziehungen  nur  aus  s  Nummern  bestünden  und  s  be- 
zeichnete Nummern  in  beliebiger  Ordnung  erscheinen  sollten;  sie  geht 
also  aus  2)^  durch  die  Substitution  r  =  s  hervor  und  ist 

i^8  —  ,,  (,"1  _  1)  ...(„_  s  _|_  1^  •  w 

d)  Ist  auch  noch  die  Ordnung  bezeichnet,  so  stellt  sich  dasselbe 
Verhältnis  wie  zwischen  pg  ^^^  JPi  ®i^?  ^^  ^^ß  ^l^o  in  dem  vierten 
Falle  die  Wahrscheinlichkeit 

^^*  ^  n~ln  —  1) ...  (n  — T+  1)  ^^ 

gilt. 

Für  n  =  90  und 


6"  =  1    ist  p^  == 


)7 


=  3 
=  4 


90 

1 

8010 

1  _ 

704880 

1 
61324560 

1 
5273Ö12160' 


§  3.    Indirekte  Methoden  der  Wahrscheinlichkeitsbestimmung. 

27.  Vorbemerkmig.  Im  Laufe  der  Zeit  sind  mannigfache  Me- 
thoden zur  Lösung  von  Wahrscheinlichkeitsproblemen  ausgebildet 
worden,  welche  die  Zählung  der  möglichen  und  günstigen  Fälle,  bei 
komplizierteren  Aufgaben  ein  beschwerliches  und  umständliches  Ge- 
schäft, zu  umgehen  gestatten.  Es  sind  einige  wenige,  aus  der  Wahr- 
scheinlichkeitsdefinition hervorgehende  Sätze,  die  bei  diesen  indirekten 
Methoden  beständig  zur  Anwendung  kommen;  so  einfach  diese  Sätze 
sind,  so  erfordert  doch  ihre  richtige  Anwendung  scharfes  Urteilen. 
Die  Voraussetzungen,  imter  welchen  die  Ableitung  der  Sätze  erfolgt^ 
müssen  dabei  beständig  im  Auge  behalten  werden. 


L  AWfhtiitt,     <lni»>dlspfeii  der  WahrsfheiBliüyteitsrechnung 


41 


38,  TollAtandige  Wahrscbeinlichkelt.    Die  einem  Ereignis  E 

:igra  FaUöf  g  an  Zahl,  mögen  sich  you  irgend  einem  Gesichte- 

aus  in  Gnippen  yqii  //j*  ,9^*  ■  —  //^  Fällen  sondern  lassen  derart, 

M  jeder  der  ff  Fülle  einer  und  nur  einer  dieser  Gruppen  angehört; 

datm  ist 

Di**  Verwirklichung  eines  Falles  aus  der  ersten  Gruppe  werde  als  Er- 
*ipiB  i'j,  die  Verwirklichung  eines  Falles  aus  der  zweiten  Gruppe 
als  Ereignis  E^  bezeichnet  u.  s.  w.  Dann  sind  E^,  E^^  -  -  E^  Spezial- 
W^f  Arten  oder  Modalitäten  des  Ereignisses  E.  Diesem  Ereignis  gilt 
»Ifl  eingetroÖen,  entweder  wenn  Ei  otkr  E^  —  *  mli^r  E^  eiugetrolten 
iit,  wobei  wohl  darauf  zu  achten  ist,  daß  es  jedesmal  nur  auf  mm 
dieser  Arten  in  Ersebeirumg  treten  kann. 

Ist  m  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
t«it  p  des  Ereignisses  E  bestimnit  durch: 


^,  =  A  =  ?i  +  A  + 


'^"^Pi  ist  aber  die  Wahrscheinlichkeit  von  E^^  ~  ^ Pt  Ji^  Wiihr- 
ß'^^beißhchkeit  von  E^  u.  s.  f.;  demnach  ist 

p=ih  +i^  +  *-^  +  /v-  n) 

Dies  gibt,  den  Satz:  W^nn  eht  Ereignis  tmf  mehrere  einander  aus- 
^^^f^pettide  Arten  eintreffen  hmut  so  ist  seine  Wahrscheintiehlfit  fjh'irh 
^  Summe  der  dm  eimdmn  Arten  des  Eintreffetis  Bukomnmhden  Wahr- 

Die  Wahrscheinlichkeit  p  wird  im  Gegensätze  zu  den  WaJirschein- 
l^chkeiten  p^^  />,,  '  ■  ^  p^.  die  eoUsiändige  WiihrseheinUehhmt  des  Ereig- 
»18888  E  genannt. 

Seine  einfachste  Verdentlichimg  findet  der  Satz  in  dem  iblgenden 
Sftifipiel.  Eine  Urne  enthalte  neben  a  weißen  Kugeln  h  rote,  l'  blaue 
tuid  r/  gelbe  Kugeln.  Bej^teht  das  erwartete  Ereignis  in  dem  Erscheinen 
®^aer  farbigen  Kugel  hei  Ausführung  eines  Zuges,  so  kann  es  auf  drei 
^erachiedene  einander  ausech liegende  Arten  zustande  kommen^  entweder 
'^rtf^m  i.*ine  rote  oder  eine  blaue  oder  eine  gelbe  Kugel  gezogen  wird; 

^ifl»e  Arten  haben  der  Reihe  nach  die  Wahrscheinlichkeit    \    ^  .       » 

Wenn  m  =  a  +  h  -k-  c-\-  d  gesetzt  wird;  das  Erscheinen  einer  farbigen 

Kugel  überhaupt  besitzt  aber  die  Wnlirgcheinlichkeit  ,    und 

«ßßse  ißt  die  Summe  jener  Einzel-  oder  Partialwahrscheinlichkeiten. 

29.  Zusammeng^eBetste  Wahrscheinlichkeit.  Ein  Ereignis  A' 
gidte  dann   ali  eingetroöen^  wenn   sowohl   das  Ereignis  E^  als  auch 
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das   Ereignis   iij  —  •,   als   auch   das   Ereigniä   E^  eiogetreten   i&t,    mi 
andern  WoiHien:   es  bestehe   in  dem   Zusammen  treffen  der  Ereignisse. 

Von  den  m^j  %,  ■■*  m^  möglichen  Fällen,  welche  diesen  Ereig^ 
riissea  zu  Gnmde  liegen,  miill  je  eijier  eintreten,  und  da  sich  jeder 
Fall  der  ersten  frrupjie  mit  jedem  der  zweiten  Gruppe  verbinden,  jede 
dieser  Verbindungen  mit  jedem  Falle  der  dritten  Gruppe  sich 
einigen  kaim  u.  s.  w.,  so  gibt  es 


m  =  m^  m^  *  •  ■  m^ 


Verbindungen,  die  in  Bezug  auf  das  Ereignis  E  als  mögliche,  ins- 
heöondere  auch  als  gleichmögliche  Falle  aufzufassen  sind,  wenn  die 
m^  und  die  m^  ■  ■  -  und  m^  Fälle  unter  einander  gleichberechtigt  wareii. 
Ein  dem  Ereignis  E  gunstiger  Fall  ergibt  sich  nur  dann,  wenn 
je  ein  günstiger  F'all  jedes  der  Ereignisse  E^,  E^,  -  *  -  E^  eintriffl;, 
und  das  kann  auf  - 

Arten  geschehen,  wenn  dem  E^  g^  günstige  Fälle,  dem  E^  g^  günstige 
Fälle  u.  s,  w,  zukommen.  Hiernach  ist  die  Wahrscheinlichkeit  p  des 
Ereignisses  E  bestimmt  durch; 

nun  ist  aber    ^^  = ;/,    die  Wahrscheinlichkeit   des   Ereignisses   E^   aiB. 
gich,  |~  =/jg  die  Wahrscheinlichkeit  von  E^  u.  s.  w.,  demnach 

Bei  rler  vorstehenden  Betrachtung  wurde  Unahhmgigleii  der  Ereig- 
nisse Ey^  ij,  E^  in  dem  Sinne  vorausgesetzt,  daß  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  derselben  nicht  abhängt  davon,  ob  die  andern  eingetroffen 
siml  oder  nicht  Die  üleichung  (11)  gibt  hiemach  den  Satz:  l)k 
WaßtrstlwinlifMrit  für  das  Zusamniimireffvn  mehreret'  von  ehmnder  uw- 
iihhämjUjcr  Ereigniam  ist  fim  Pt'odnM  thr  WührscheinlkMeiteri^  dieser 
Ereignisse, 

Die  Wahrscheinlichkeit  p  wird  im  Gegensatze  zu  den  Wahrschein- 
lichkeiten /j^j  p^,  *^*  p^^  eine  zHSftmmengeseizfe  Wahr-srhehtlir/tkeit  ge- 
nannt. Auch  das  Ereignis  E  wird  als  ein  aus  den  rinfarhm  Ereig- 
nissen E^f  E^j  '-'  E^  zusammengesetztes  Ereignis  bezeichnet 

Ob  das  Zusammentreffen  ein  gleichKeüiges  oder  ein  succesaives  ist, 
bleibt  für  die  Erwartungsbildung  und  daher  auch  für  die  Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung gleichgiltig;  im  Falle  des  folge  weisen  Eintreffens 
der  einfachen  Ereignisse   ist  auch  ihre  Ordnung  ohne  Belang;   hierin 
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itegt  tiaö  wahröcheialielikeitstheoretiselie  Äquivalent  für  das  kommuta- 
im  Miütiplikationegesetz, 

Wmn  die  Ereignisse  E^y  E^j  -  •  -  E^  mit  dem  ersten,  E^^  tiberein- 
HtimnjeD,  so  bestellt  dsis  Ereignia  E  entweder  in  dem  Zu^sammeatretten 
fOM  r  gleiehwahrfic'liei ulichen  oder  in  der  r-maligen  Wiederhol itng 
eiiwi  und   desselben    Ereignisnes,    und    seine   Wahrsdieinliehkeit    ist 

/»  =  /'/•  (3) 

fif  kt  also  dir  IValtrschriniH'hlieif  titr  r-mtüUfen  Wieäerltotfwg  mH'S  mid 
ikmi^n  Ereiffiiisfies  gleuh  der  r-tm  l\iienM  seimT  Wahr.sciimüichkeii, 

Es  gibt  aber  noch  einen  andeni  Modus  des  Zusaninientreflens 
EflArerer  Ereignissej  der  zwar  zq  derselben  mathematischen  Formel  (2) 
filhrt,  jedoch  mit  der  Maügabe,  daß  ilen  einfachen  Wahrscheinlieh- 
biteü  eine  Teranderte  Deutung  gegeben  werden  mnU.  Das  Ereignis  E 
i»e^«be  wieder  in  dem  Zusammentreffen  der  Ereignisse  E^,  £3^  —  ^  A^j 
Ans  wir  uns  ssuuächat  als  ein  auceesaives  in  der  durch  die  Buchstaben 
*H^ichneten  Ordnung  denken  wollen;  das  Eintreffen  des  ersten  Er- 
eignisses l'J^  beeinflusse  aber  das  nächste  Ereignis  in  der  Weise,  datt 
t»  die  Anzalil  der  möglichen  oder  der  günstigen  Fälle  oder  beider 
gleich  gegenüber  dem  ursprünglichen  Bestand  verändert^  also  auch 
^^  Wahrscheinlichkeit  desselben  einen  von  dem  ürs(»runglichen  ver- 
sclüi*il^jjeii  Wert  verleiht.  Die  frfiber  gemach ten  Schlüsse  über  die 
Kombiniernng  der  möglichen  und  günstigen  Fälle  bleiben  aufrecht, 
ö^ir  sifid  <lie  Falle  bei  dem  zweiten  Ereignis  so  zu  zäldcn,  wie  sie 
^J^h  nach  dem  Eintreffen  des  ersten  stellen.  In  gleicher  Weise  möge 
^  Eintreffen  der  zwei  ersten  Ereignisse  auf  das  dritte  Einfluß 
iiehmen  u,  a.  t  Mau  bezeichnet  dann  die  Ereignisse  E^j  E^^  *  —  E^ 
^^  von  einander  ubhängifj  und  kami  bezüglich  ihres  Zusammen- 
treffetig  den  Satj£  aussprechen:  Die  Wahrsvhmüichlmi  für  das  Zmanimf^i^- 
^^^ffm  tnehnrer  von  eluümkr  nhhfHigit/tr  Ereifjuis^^e  id  ifleirli  dem  Pro- 
ditU  iffrfY  WHitrsrh/iiffif'lth'ite^^  div  Wuhrsrkmüichixeit  jedm  cimvbmi 
^'^^igtiisscH  tmier  der  VoraHSsefzuutj  gerechmt,  daß  die  ihm  in  der 
^^'msion  rorangehenden  miffefroff'en  seien. 

Zur  Erliiuteniiig  der  beiden  Modalitäten  zusammengesetzter  Er- 
^Jpisae  mögen  die  folgenden  einfat*hen  Bespiele  dienen, 

Atis  jedem  von  zwei  Kartenspielen  zu  ^2  Blättern  wird  eine 
Karte  gezogen;  wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  man  zwei 
Ktiaige  zieht?  Die  Unabhängigkeit  der  beiden  Ereignisse,  die  zu- 
sammentTeÖen  sollen,  ist  hier  offenkundig:  was  der  Zug  aus  dem  einen 
^M^  bringen  möge,  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  dem  andern  einen 

König  zu  ziehen j  bleibt  ^  ■  Die  Wahrscheinlichkeit  des  ssusammen- 
gesetzten  Ereiguisiseß  ist 


8     n 
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Nun  sollen  beide  Karten  aus  demselben  Spiele  nach  einander 
(ifezogen  werden;  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daü  es  zwei 
Könige  seien?  Ist  das  erstgezogene  Blatt  ein  König  —  und  nur  unter 
dieser  Voraussetzung  kann  das  bezeichnete  Ereignis  eintreten  — ,  so 
gibt  es  für  das  zweite  Ereignis  nur  mehr  Bl  mögliehe  und  darunter 
nur  noch  ä  günstige  Fälle,    Demnach  ist  jetzt  die  Wahrscheinlichkeit 

des  zusammengesetzten  Ereignisses   g  ^  ä  i  =  .>4«  ■  J 

Dieser  Wert  gilt  indessen  auch  daun^  wenn  die  Karten  statt  nach  ■ 
einander  auf  einmal   gezogen  werden.     Faßt   man  das  Ereignis  dann 
als  ein  einfaches  auf^  ao  hat  man,  entsprechend  den  zweihlättrigen 

KombinatinneUj  -I  V  mögliche  und,  entsprechend  den  zweiblättrigen 
Kombinationen  der  Könige,  ^  günstige  Fälle;  folglich  ist  die  Wahr- 
scheinliohkeit  ^^^j  ^  n«  ^^^  "^^^"^ 


30.  Beispiel  XVI.    Es  tst  die  WaltrschehdiMeH  tu  besUmt 
mit  Zift'i  Wih'fHn  eim  mtgenuJe  Summe  it*  tirrftn. 

Nach  Xn  13  haben  die  ungeraden  Summen  5,  ö,  7,  [»,  11,  welcli«^ 
als  Arten  des  Eintreffeos  des  bezeichneten  Ereignisses  aufzufasscsra 
sind,  die  W^ahrscheinlichkeiten 


^  P$  =  Pti  = 


18' 


Pö=P^j-^  f    Pj-^; 


daraus  ergibt  sich  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  einer  ungerade u 
Summe 


1,21  1 


31.  Beispiel  XVIZ.  Eine  Urne  enthält  a  weiße  umt  l*  srhwurr* 
f'ii^p  zweitv  ihr  äftjkrfich  gleiche  Urne  o!  weiße  nnif  h'  srhwarj^e  Kwjeiir 
mau  zieht  am  einet  von  beiden  eine  Kugel  hemm:  wie  ff  roß  id  di 
Wahrscheinliehkeii,  daß  ifie  weiß  sei? 

Angenommen,  es  sei   a  =^  fi,  6^4;  a  =  4,  i'  =  3.     Es   köani 
hier    die   Meinung   entstehen,    daß   es   sich    um    zwei    einander  aui 
schließende   Arten   eines  Ereignisses   und    daher  um   die  Bereehnitn^ 
einer  voUstÄndigen  Wahrscheinlichkeit  handle;  der  Ansatz 

würde  aber  diese  Meinung  sofort  ab  falsch  erkennen  lassen^  da 
gewiß    nicht  notwendig   ist,    eine  weiße   Kugel  zu  ziehen.      Es    muß" 
vielmehr  beachtet  werden,  daß  jede  Entsteh ungsart  selbst  als  zufällig 

ilire  WahrflcheiuUchkeit,  und  a&war  -^- ,  hat^  weil  es  ebenso  leicht  mög- 
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lieh  ist,  in  die  erste   wie  in  die  zweite  Urne  zu  greifen;  richtig  ist 
also  die  Bestimmung 

1  3        1      4  _  1 

2  *   7   "^  ~2   '    7    ~    2  * 

Allgemein  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  in  die  erste  Urne  zu 
greifen,  und  -^-r  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  ihr  eine  weiße  Kugel 
zu  ziehen,    r  •  — r  ü   die   Wahrscheinlichkeit    für    beides    zusammen: 

ebenso  ist    «  •  -^,—n   die  Wahrscheinlichkeit,  in  die  zweite  Urne  zu 

greifen  und  eine  weiße  Kugel  zu  ziehen;  die  Yollstündige  Wahrschein- 
lichkeit des  erwarteten  Ereignisses  ist  also 

Man  könnte  auch  auf  den  Gedanken  kommen,  den  Inhalt  beider 
Urnen  in  einer  zu  vereinigen  und  aus  dieser  zu  ziehen.  Dieser  Vor- 
gang führt  aber  nur  bedingt  zu  dem  richtigen  Resultate;  während 
öämlich  die  Kugeln,  so  lange  sie  in  zwei  Urnen  getrennt  waren, 
gleichmögliche  Fälle  vorstellten,  braucht  dies  nach  der  Vereinigung 
nicht  mehr  zuzutreffen;  sind  nämlich  die  Gesamtzahlen  a  +  b  und 
0+ 6' ungleich,  so  ist  es  nicht  mehr  gleich  leicht,  eine  aus  der 
ersten  Urne  stammende  oder  eine  solche  aus  der  zweiten  Urne  zu 
ergreifen.  Ist  aber  a  +  h  =  a  -\-h\  dann  hat  der  Ausdruck  (1)  gleichen 
^Vert  mit  dem  Ausdruck 

aJ^b  +  a+b''  ^--^ 

welcher   die  Wahrscheinlichkeit   für  das   Ziehen  einer  weißen   Kugel 
aus  der  dritten  Urne  angibt;  beide  gehen  in 

a-j-  a 

über.  '^^"  +  '^ 

Aber   auch    dann   werden   (1)  und  (2)  einander  gleich  und  der 

Vorgang  zulässig,  wenn    i   =  i'    ist,    wenn    also    das   Mischungswr- 

häUnis  in  beiden  Urnen  dasselbe  ist;  der  gemeinsame  Wert  von  (1) 

und  (2)  ist  dann 

a 

ä+b* 

Den  ersten  dieser  beiden  Fälle  kann  man,  wenn  er  nicht  vor- 
handen ist,  immer  herbeiführen.  Angenommen,  es  sei  a  +  h=if=a'  +  l/ 
und  N  ein  gemeinsames  Vielfaches  beider  Zahlen,  so  daß 
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man    substituire    dea   Urnen    zwei    andere,    die    eine    mit   In    weit 
und   Ib  schwarzen,    die  andere   mit  ku    weißen  und   l'b'  scliwarzen 
Kugeln;  da  diese  Urnen  gleiclie  Kugelmengen  enthalten,  so  kann 
sie  zu  einer  vereinigen,  welche  somit  Af^  +  AVi'  weiße  und  2N  Kuge 
überhaupt    enthält;    die    Wahrscheinlichkeit,    eine    weiße    Kugel 
ziehen,  ist  ^  ^ 

in  Übereinstimmung  mit  (1). 

32,  Beispiel  XViJl,  In  ehwr  Urne  Ikgm  drei  mit  dm  Nummet 
I,  X^j  :i  madfcrU'  Kasein ;  man  zieht  £iA'etmul  nadi  clfutmkr  elnr  Kn^ 
keram,  legt  jedorh  dk  erMgezogene  vor  der  j^ivettm  Zielmtig  ztmicL  W 
groß  die  WaJirücftrmtkldmfj  daß  die  höeJtste  (rselmmm  Nummer  2  sm 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  bieten  sich  verschiedene  Au 
fassungen  dar. 

Man  kann  sagen';   Es  darf  3  nicht  erscheinen  und  1  nicht  zw 
mal.     Daß  3  in  keinem   Zuge   erscheint,    hat  die  Wahrsehe  in  liclLki 

2        2  4. 

^  *  "  =  — ;  daß  1    nicht  zweimal  erscheint^  hat  als  Gegensatz  Am 

daß  ea  zweimal  erscheint,  die  Wahrscheinlichkeit  1  —  f— J    =  «  •    - 

wära  aber  unrichtig,    7.u  schließen,    das  erwartete  Ereignis  habe 

Wahrscheinlichkeit    n  "  q  ^  öT  ?  ^^^  ^^^  Ereignisse  nicht  nnabhäi 

von  einander  sind;   denn   unter  der  Voraussetzung,   daß  3   nicht 
scheint,    ist   die   Wahrscheinlichkeit,    daß   l    nicht  zweimal   erschein 

1  —  (-- j  =  --- ,   weil  es  sich  nur  mehr  um  die  Nummern  1    und 

handeln  kann;  folglich  ist  die  richtig  bestimmte  W^ahrscheinlichkd 
4      H  _  £ 

tj    *    4    "    3  ' 

Auch  die  folgende  Ämilyse  könnte  vorgenommen  werden:  Daß  2 
im  ersten  Zuge  erscheint  und  3  im  zweiten  Zuge  nicht  erscheint,  hi 

die  Wahrscheinlichkeit    ,.*."=  i,  ;  daß  3   im   ersten  Zuge   nicht  el 

scheint  und  2  im  zweiten  Zuge  herauskommt,  hat  die  Wahrscheinhcl 

2       12 

keit    ö"  •  ^  =  rt  ■     Es  wäre  aber  wieder  falsch^  die  Wahracheinlichk 

2  2 

des  erwartetem  Ereignisses  durch  die  Summe  +  -  darzustellei 
denn  das  zweimalige  Eintreffen  von  2,  für  welches  die  Wahrscheil 
lichkeit  ^  besteht,  ist  bei  dieser  Schluß  weise  zweimal  in  Eechnui^ 
gebracht,     muß     also     einmal     subtrahiert    werden,     wodurch    sia 

Arn    durchsichtiggten    ist    die   folgende  YoUstandige   Analyse   d^ 
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Ereigiiißses;    dasselbe    kann   nämlich  auf  folgende  drei  omander  aus- 
»«clilielJende  Arten  zustande  kommen: 

Im  ersten  Wurfe  2j  im  zweiten  1 ;  Wahrscli,  =  ^^ 

2  2—  * 


1.    . 


^- 


9 
t 


^, 


^    9 


ist  die  vollstlndige  Wahrscheinlichkeit    ^j    ^    cj    >    q 

33.  Beispiel  XIX.  lVi>  (jrofJ  ist  die  }VahrscheifiHfMeit ,  rinr 
ii^eirltttrfr  Nfütum-r  itf  euffr  Zirhnmj  der  f/efvöhnUcheti  Ltfffrrie  zk  irefft'n^ 

Die  Wahrscheialichkeit^  daß  die  Nummer  im  ersten  Zug^  er- 
scheint^ ist  ,^j^' 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie,  wenn  sie  im  ersten  Zuge  nicht 
t^nicliiea^  im  zweiten  kommt,  ist       * 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  im  dritti^n  Zuge  ersehe int^  wenn 
ä^ie  in  den  zwei  ersten  nicht  kam,  ist  _* 

Für  den  vierten  und  flinften  Zug  ergehen  sich  unter  den  analogen 

Vomusset^ungen  die  Wahrscheinlichkeiten        und  ^^  ■ 

Dies  sind  die  fünf  verschiedenen  und  einander  ausscliließenden 
Arten  des  Erscheinens  der  hezeichneten  Nummer;  es  wäre  aber  falsch^ 
^^  flchliefSen,  die  Wahrscheinlichkeit  für  ihr  Erscheinen  überhaupt  sei 

i  +  i  +  «U«T  +  «ö  =  f''^50H3.... 

f^'^tm  im    zweiten  Zuge   hat  die  Nummer  die  Wahrscheinlichkeit  ^^^ 

üTir  dann,    ivenu  mmi  ari/J^  daß  sie  im  ersten  Zuge  nicht  erschienen 
^^\  vor  der  Ziehung   ist  dies  aber  hlos  eine  Voraussetzung,    deren 

beträgt.     Ebenso  hat  die  Nnmmer  die  Wahr- 


^Waeheiuliclikeit 


scbiülichkeit  ^^ ,  im  dritten  Zuge  zu  erscheinen,  nur  dann,  wenn  man 

*'^ißi  daß  sie  in  den  zwei  ersten  ZQgen  nicht  erschienen  ist;  vor  Be* 
^  der  Ziehung  ist  dies  aber  nur  eine  Voraussetzung,  der  die  WaJir- 

«fteiidichkeit  ^J.  -  ^^^   zukommt  u.  s.  w.     Der  richtige   Ansatz  für  die 

fifPjsacbte  Wahxscheinltcbkeit  ist  daher 

_    1  i»      1  89     8Ö      1  8Ö     88     87      1  S9     08     BT     86 

^'  ~  äa  '^  m^  m^  iw  '  si'  hb'^  ^o  '  m'  b^*  bi  ~^  m  "  hü  '  bh  '  «t 

II n    f    ati  ~^  an    "^  Qo  "^  ao       ift 


1 


Man  vergl.  hierzu  Nr.  :?G. 


90    '    90        18 
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34.  Beispiel  XX.  Die  Wnhrschemlkhke'd  su  bcdimmen,  daß  ciiA 
Erei^is  von  giychetur  IValtrschmtliddeii  j}  skh  in  n  Iiealisienin{feH\ 
der  aUgemeineu  Bedinfiungen  wmifßkns  einmal,  also  ühtrhrmpi  znirage. 

Das    erwartete  Ereignis    ist   der  GegensatÄ  deseen^    daß   das    be-^ 
treffende  Ereignis   sich   in   den  n  Versuchs-  oder  Beohachtunggfalleiifl 
iiiemalj^  einstellt,  wofür  (1  —  pf  die  Wahrscheinlichkeit  ist;  demnach 
ist  seine  Wahrscheinlichkeit: 


P=l-(l-p)\  (l) 

Sie  wird  mit  wachsendem  Ji  immer  größer  und  nähert  sich  der  Ein- 
heit, wie  klein  auch  /j^  d.  h.wie  unwahrscheinlich  das  betreffende  E 
eigßjs  im  eiozelnen  Falle  auch  sein  mag. 

Zu  gegebenem  F  läBt  s^ich  die  Zahl  n  der  Realisierungen  be- 
st iiinnen,  welche  nötig  sind,  damit  das  Eintreffen  des  Ereignisses  mit 
der  Wahrscheinlichkeit  /*  erwartet  werden  dürfe;  es  ist 


lag(i-P) 
log(l-^l))' 


C 
(Msa 


1 

it 

I 


Es  liegt  in  der  Natnr  der  Sache,  daß  P  >  JJ  sein  muß, 
TergL  hierzu  Nr.  ^2  und  23.) 

36.   BelBpiel    XXI.      Eine   Dttterie  itesieM  am   n    Numme^t^r 

r  davon  werden  in  j&kr  Ziehung  ^e^agni.     Es  ist  die  WditrschcinUcit 

Icft  zu  hestimmf'n^  daß  in  i  Ziehumini  alk  Nummern  erseheinen. 

Die  Zahl  /  ist  von  vornherein  an  die  Bedingmig  ir^u  gebmideii    - 

je  höher  sie  über  ihrer  untern  Grenze    \    angcDommen  wird,  um 

wahrscheinlicher  ist  das  Ereignis,  von  dem   oben   die  Rede   ist. 
können   in   der  gewöiin liehen  Lotterie  die  Nummern  nicht  früher 
nach  18  Ziehungen  erschöpft  sein*;. 


1)    Die   WahrBcheiuliehkeit ,    daß    in    18    Ziehungen    alle   Nummern    dam^^c^ 
kommen,  oder,  was  dasselbe  ist,  daß  keine  Nummer  sich  wiederholt,  er^bt  sicÄ^ 

wie  folgt.     Die   Zahl   der  möglichen  Fälle  in  einer  Ziehung  ist  (      K  die  Zal»-^ 

^  1    *      Welche  von   d^^^>^H 

(     )   Kombinationen  in  der  ersten  Ziehung  auch  erscheint,  für  die  zweite  Ziehüit^P 

J  Kouibinatione'** 
bilden  laßsen;  für  die  dritte  Ziehung  bleiben  noch  SO  Nnnunenii  und  es  kam*» 
eine  l>ellebige  der  f "  |  aus  ihnen  zu  bildenden  Kombinationen  erscheinen,  Bet*^ 
man  diese  Berechnung  fort,  so  kommt  man  eii  der  Zahl  günstiger  Fälle: 


m\  /95\  /m\       /b\       mi 
Ui  U^  Ui  "■  W  ^  bim 


mi      6&! 
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Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  eine  bestimmte  Nummer  in  einer 
Ziehung  erscheint,  ist  — ;  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  in  «Ziehungen 
mindestens  einmal  erscheint,  beträgt  also  nach  Nr.  34 

'-(■-:)' 

Dieser  Ausdruck  gilt  für  jede  Nummer,  die  man  herausgreift.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  jede  der  n  Nummern  in  den  ?  Ziehungen 
mindestens  einmal  erschienen  sein  werde,  beträgt  sonacli 

Diese  Wahrscheinlichkeit  deckt  sich  aber  nicht  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit daför,  daß  mit  der  i-ten  Ziehung  gerade  die ''letzte  der  noch 
fehlenden  Nummern  erschienen  und  dadurch  das  Ereignis,  das  in  Rede 
steht,  vollendet  worden  ist.  Für  diese  hat  Laplace\)  eine  strenge 
Analyse    entwickelt,   welche   jedoch    zeigt,    daß  zwischen  den  beiden 

Wahrscheinlichkeiten,    sofern   nur  —    ein    kleiner    Bruch,    in    jeder 

Ziehung  also  nur  ein  kleiner  Teil  der  Nummern  gezogen  wird,  ein 
sehr  geringer  Unterschied  besteht. 

Rechnet    man    für   w  =  90,   r  =  b    und   -P  =  \,     die  Zahl    /    der 

Ziehungen  aus  der  Gleichung  (1),  wofür  sich 

y2  — 1 

log  90  — ~  log  85 

^•"gibt,  SO  erhält  man  i  =  85,20  •  •  •;  die  strenge  Rechnung  im  Sinne 
der  Laplaceschen  Auffassung  liefert  i  =  85,53  •••.  Die  numerisch 
sehr  wenig  von  einander  abweichenden  Resultate  sind  praktisch  gleich- 
bedeutend; beide  besagen,  daß  es  vorteilhaft  ist,  Eins  gegen  Eins  zu 
^^^ten,  daß  in  86  aufeinander  folgenden  Zieliungen  alle  90  Nummern 
erschienen  sein  werden,  während  die  gleiche  Wette  auf  85  Ziehungen 
^cht  vorteilhaft  wäre! 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  daher 
901 _  85!'" 


[-(?)]' 


^it  Benützung   der  Stirlingschen   Formel   findet   man    als  Wert   dieses  Aus- 
drucks einen  Dezimalbruch,    der  an  der  37.  Stelle  die  erste  bedeutsame  Ziffer 

^,  nämlich  0,014897 

1)  Tb^mrie  anal,  des  prob.,  Art.  4. 
Csttbtr,  "WhhnchninWcbkeltMrecbn ung,  ^ 


50  Erster  Teil.     Wahrscheinlichkeitfitheorie. 


36.  Beispiel  XX ii.  Die  Walirsclieinlichkeii  zu  bestimmen,  daß 
ehie  Lotterieziehung  aus  lauter  ehiziffrigen,  am  vier  eimiffrigen  und 
einer  zweiziffrigen,  •  ••  schliefjlirh  aus  lauter  zweizijfrigen  Nummern bestelte. 

Daß  im  ersten  Zuge  eine  einziffrige  Nummer  erscheint,  hat  die 

9        .  . 

Wahrscheinlichkeit       ;   ist   dies   eingetreten,   so    hat   eine   einziffrige 

8 
Nummer    im    zweiten    Zuge    die   Wahrscheinlichkeit   --  u.  s.  w.;    die 

Wahrscheinlichkeit  einer  aus  lauter  eiuziffrigen  Nummern  zusammen- 
gesetzten Ziehung  ist  daher 


98765  iTi_     9^~^ 

90  •  89  •  88  •  87  •  86 '      SJ^^boLsch   ^  -  • 

Bei  einer  Ziehung  der  zweiten  Gattung  nehmen  wir  zuerst  an, 
daß  die  einziflErigen  Nummern  vorangehen;  ihre  Wahrscheinlichkeit 
hat  dann  den  Ausdruck: 

90  *  89  '  88  *  87  *  86 ' 

für  jede  andere  Anordnung  der  ein-  und  zweiziffrigen  Nummern  er- 
hält man  denselben  Wert,  so  z.  B.,  wenn  die  zweiziffrige  Nummer  an 
erster  Stelle  erscheinen  soll: 

81      9       8       7       6 
90  *  89  *  88  *  87  *  86 ' 

was  nur  der  Form  nach  von  dem  früheren  Ausdruck  verschieden  ist; 
da  es  nun  4,=^  vei*schiedene  Anordnungen  gibt,  so  ist  die  vollständige 
Wahrscheinlichkeit  einer  Ziehung  mit  blos  einer  zweiziffrigen  Nummer= 

-9^'-^  81 

Durch  analoge  Schlüsse  ergeben  sich  für  die  vier  noch  übriger:^ 
Gattungen  von  Ziehungen  die  Wahrscheinlichkeiten: 

\{)f^—^^'Z^  .^9^'~^81^  -^  -981^'-^         81^/""* 

Die  Ausrechnung  liefert  für  die  sechs  bezeichneten  Gattungen  di  ^ 
folgenden  Wahrsclieinlichkeitswerte : 

0,000003 
0,000232 
0,006193 
0,069888 
0,340703 
0,582981 

Summe    1. 

Bezüglich  der  ersten  und  letzten  Gattung  vgl.  Nr.  18. 
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37.  Beispiel  XXXII*  Über  ^wei  entgegmifimide  Ereignisse  A,  B 
mi  iJm  Wti}u\srhmdirhlmi€ti  p,  q  (=  ^  —  p)  werdtm  s  Verstehe  odir 
B^ttjchfumfiii  nngesirlH.  Wie  tjroj.i  ist  tfir  Wrtftrsehffi/Iichkeii^  dajj  sich 
ihts  Ervignis  Ä  da^m  m{<s)'mal  nmi  das  EreigiU$  B  n{^s  —  m)'mai 
m  HOS  imnmr  für  einer  Beihm folge  Muiragen  teerdeY 

Irgeuil  eine  Kombination  dor  Ereignisse  .4,  B^  welche  s  Elemente 
iimfaBt  nnil  in  welcher  ^4  w-mtd,  B  H-mal  yorkommt,  hat  zur  Wahr- 
seheinhühkeit  ein  Produkt  von  ä^  Fakt»»ren,  wovon  m  gleich  p  und  n  gleich  q 
siw*l,  so  da6  p"*q**  der  einfachste  Ausdruek  dieses  Produktes  let. 

KombLnationen  von  dieser  Art  gibt  es  aber  so  viele ^  als  s  Ele- 
oieate,  worunter  m  gleiche  einer  Art  und  n  gleiche  einer  andern  Art 

mkommen,  Permutationen  ergeben,  d*  i.      ,-  .  ^ 

Du  jeder  aolchen  Anordnung  die  Wahrscheinlichkeit  j/'*^"  zu- 
bmmtj  so  ist  die  totale  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Ereignisse  A^  B 
^  "fcn  Anzahlen  m^  n  m  was  immer  für  einer  Ordnung  sich  wieder- 
holen werden,  dargestellt  durch 


s\ 


m\n\ 


,rf- 


(1) 


Dieser  Ansdruck   ist  das   allgemeine  Glied  der  Entwicklung  von 
i/^  +  f/)*,  welche  lautet; 


p 


o+?)*=i/+(;)/''-'«+Qp'-v+-"+Oi>"'«"+ 

"«er    mit  anderer  Schreibung  der  Koeffizienten: 

O'-f  5)'  =  i''  + 


+  9" 


(*■ 


(2) 


+  .^«.i'"^/' +  '•■  +  '/• 


m\n 


'ledf*^  Glied  dieser  Entwicklung  hat  sonach  eine  bestimmte  wahrschein- 
Hctilteitstheoretische  Bedeutung.  So  stellt  das  erste  Glied  die  Wahr- 
»cheinlit'bkeit  dar,  daß  in  allen  ^  Versuchen  das  Ereignis  A  auftreten 
w^nl,.*  (jas  zweite  Glied  die  Wahrscheiulichkeity  daß  A  sich  h—  i-mal 
''^*^derholen  und  B  einmal  zutragen  werde,  gleichgiltig  ob  B  an  erster^ 
'•^*^iter  '  ^  -  oder  letzter  Stelle  erscheint  u,  s.  w*;  das  letzte  Glied  gibt 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  beständigen  Wiederholung  von  Ä 

Weil  7^  +  5=  1?  ^fJ  iät  die  Summe  sämtlieher  Glieder  der  Ent- 
wicklung gleich  Ij  wodurch  die  Tatsache  ausgedrückt  ist^  daß  von 
'i^^Ti  den  Gliedern  entsprechenden  Ereignis  Verbindungen  nur  eine  ein- 
t^teu  kann  und  eine  notwendig  eintreten  muß, 

38.  Beispiel  XXIY.  Ztcei  Spider^  A  und  B^  brecfwn  ein  Spiel 
'«  dem  Afigenhliel'fi  rii,  wo  dmi  ersten  noch  nij  dem  sweiteti  noch  n  PtiHkti 
mm  Geiiimien  des  Sjj/eies  ßfden.     Wie  hnhm  sie  sich  in  deii  Emmlx 
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ZU  teilen,  wenn p,  q  die  hezdglichen  Wahrsclieinlidileitefi  für  das  Gewinnen 
einer  Partie  sind? 

Die  Teilung  hat  billigerweise  im  Verhältnis  der  Wahrscheinlich- 
keiten zu  erfolgen,  welche  die  Spieler  besitzen,  das  Spiel  zu  gewinnen; 
es  kommt  daher  auf  die  Bestimmung  dieser  Wahrscheinlichkeiten  an, 
die  wir  mit  P,  Q  bezeichnen  wollen. 

Die  Lösung  kann  nach  verschiedenen  Methoden  erfolgen. 

Man  kann  von  dem  Gredanken  ausgehen,  daß  das  Spiel  sicher 
zur  Entscheidung  kommen  müßte,  wenn  es  um  m  +  n  —  1  Partien 
fortgesetzt  würde;  denn  einer  der  Spieler  gewänne  dann  sicher  die 
ihm  noch  fehlenden  Partien.  Die  Entscheidung  fiele  zu  Gunsten 
des  Ä  aus,  wenn  er  alle  diese  Partien,  oder  eine  weniger  oder  zwei 
weniger  u.  s.  w.,  mindestens  aber  die  ihm  fehlenden  m  Partien  ge- 
wänne. Setzt  man  zur  Abkürzung  m  +  w  —  1  =  r  und  entwickelt 
(p  +  qY,  so  geben  jene  Glieder,  in  welchen  der  Exponent  von  p 
gleich  r,  r  —  1,  r  —  2,  •  •  •  w  ist,  die  den  angeführten  Modalitäten  ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeiten,  und  die  Summe  dieser  Glieder  ist 
die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  P,  daß  A  gewinnen  würde;  also  ist 

i'=i^  +  (I);>^-''/  +  (2V-Y  +  --  +  („li)i>"T-'.       (1) 

Die  Summe  der  übrigen  Glieder  gibt  (J;  da  jedoch,  wie  wir  voraus- 
setzen, p  +  q  =  i  ist,  so  ist  auch  P  +  §  =  1,  daher  Q  =  l  —  P. 

Gegen  diese  Lösung  könnte  die  Bemerkung  gemacht  werden,  daß 
die  Entscheidung  des  Spieles  unter  Umständen  schon  nach  einer  kleineren 
Anzahl  von  Partien  fallen  könnte  als  m  +  n  —  1. 

Die  geringste  Zahl  von  Partien,  um  welche  das  Spiel  fortgesetzt 
werden  müßte,  damit  Ä  gewinnen  könne,  ist  m,  und  zwar  müßte  A 
alle  diese  Partien  gewinnen,  wofür  die  Wahrscheinlichkeit 


ist. 

Tritt  dies  nicht  ein,  so  kann  A  in  m  +  1  Partien  gewinnen,  wenn 
nur  eine  davon,  jedoch  nicht  die  letzte,  an  B  fällt;  denn  sonst  hätte 
A  schon  mit  der  m-ten  Partie  gewonnen  gehabt;  da  somit  für  B  noch 
7n  Plätze  frei  bleiben,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  diesen  Modus 
des  Gewinnens 

mp'^'q. 

Gewinnt  A  auch  in  m  +  1  Partien  nicht,  so  kann  er  in  m  +  2 
Partien  gewinnen,  wenn  dem  B  nur  zwei  Partien  zufallen,  jedoch  so, 
daß  er  nicht  als  letzter  gewinnt;  denn  sonst  hätte  A  schon  mit  m  + 1 
oder  gar  mit  m  Partien  gewonnen  gehabt;  da  sich  nun  m  —  1  Ge- 
winne des  A  und  2  Gewiime  des  B  auf  die  m  -(-  1  ersten  Plätze  auf 
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im^Yih^  ~~  1~^       Arten   verteilen  können,  so  hat  diese  Art  des 
Gewinnens  für  Ä  die  Wahrscheinlichkeit 

W  (m  +    1)  ^       g 

itI-    P^I' 

Durch  ähnliche  Schlüsse  findet  man  die  Wahrsclieinlichkeit,  daß 
f        Ä  in  m  +  3  Partien  gewinnt,  wenn  er  nicht  schon  früher  gewonnen 
hat,  gleich 

m(m+l)(m  +  2)  3 

12    3  ^     ^  ' 

So  fortfahrend  kommt  man  schließlich  zu  der  Anzahl  m  +  w  —  1  =  r 
Ton  Partien;  mit  diesen  muß  aber  Ä  das  Spiel  gewinnen,  wenn  es 
nicht  schon  früher  zu  seinen  Gunsten  beendigt  worden  ist;  da  der 
Fall,  daß  B  die  letzte  Partie  gewinnt,  wieder  ausgeschlossen  ist,  und 
da  sich  die  m  —  1  Partien   des  A  und  die  w  —  1  Partien  des  B  auf 

die  r  —  1  ersten  Plätze  in  , ,~,  ^' — tt-  =  ^^  ^  n       /     ^^7^      verschie- 

(w  —  1) !  (n  —  1) !  1  •  2  •  •  •  (n  —  1) 

denen  Arten  verteilen  können,    so  entspricht  diesem  Modus  des  Ge- 
winnens die  Wahrscheinlichkeit 

m  (ffl-  +  1)  •  •  •  (r  -  1)    .,,.„_! 
1 .  2  ...  (n  -  1)      ^     ^       • 

Die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  ist  sonach 

£--/>    jl-i-mg-h      ^2      «+  1-2  3  ^1-^      -^       1.2...(n-l)      ^^        ]    ^'') 

Diser  Ausdruck  ist  aber  wegen  ^;  +  r/  =  1  gleichwertig  mit  dem 
Ausdruck  (1),  wie  man  sich  überzeugt,  wenn  man  aus  dem  letzteren 
p"*  heraushebt,  innerhalb  der  Klammer  p  durch  q  ersetzt  und  nach 
Potenzen  von  q  ordnet. 

Das  vorliegende  Problem  nimmt  in  der  Litteratur  unter  dem 
Namen  „probleme  des  partis'^,  „problem  of  points"  und  „Teilungs- 
problem" einen  hervorragenden  Platz  ein.  Es  war  eines  der  ersten, 
die  gestellt  und  gelöst  worden  sind.  Derselbe  Chevalier  de  Mere, 
von  dem  in  Nr.  23  die  Rede  war,  hatte  es  Pascal^)  vorgelegt,  und 
dieser  teilte  es  Fermat*)  mit.  Beide  gaben  von  verschiedenen  Gesichts- 
punkten ausgehende  Lösungen,  jedoch  der  Stellung  der  Aufgabe  ent- 
sprechend nur  für  besondere  Werte  von  m  und  n  und  unter  der 
Voraussetzung,  daß  für  beide  Spieler  das  Gewinnen  der  Partie  gleich 
wahrscheinlich  sei.     An  dieser  letzteren  Voraussetzung  hielten  auch 


1)  Oeuvres  de  B.  Paacal,  par  Bossut  (1779).     Der  Briefwechsel  zwischen 
Pa«cal  nnd  Fermat  über  das  Problem  fdllt  in  das  Jahr  1654. 
2}  P.  Fermat,  Varia  opera  mathematica  (1679), 
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Huygens^j  und  J.  Bernoulli  fest.  Letzterer  gab  auf  dieser  i 
läge  eine  Tafel')  der  Wahrscheinlichkeiten  P  für  alle  Kombina 
wo  dem  ^  1  bis  9  und  dem  5  1  bis  7  Partien  fehlen;  nachs 
ist  ein  Bruchstück  der  Tafel  mitgeteilt,  das  sich  mechanisch 
fortsetzen  läßt^). 


Dem  B  fehlen  Partien 

1     2   j   3   1   4 

1 

1   1   3     7   j  15 
T  '   4   j  ¥    16 

Partien 

1,4     11    26 
4   '   8     i6    32 

fehlen 

1   1   5 
8   1  16 

16 
32 

42 
64 

^   4 
5 

1   1   6 
16    32 

22 
64 

64 
128 

1,7     29 
32  ;  64    128 

93 
256 

i      1 

Erst   Moivre*)    hat    die  Voraussetzung  p  =  q  =        aufgi 

Die    allgemeine  Lösung    ist    zuerst    von  Montmort^)   in   den 
Formen  (1)  und  (2)  veröffentlicht  worden.     Die  erste  dieser  F 
beruht  auf  dem  von  Fermat  angegebenen  Gedanken. 

Von  einem  andern  Gedanken,  der  zu  einer  in  späterer  Ze 
fach  angewandten  Methode  der  Lösung  von  Wahrscheinlichk< 
blenien  geführt  hat,  war  Pascal  ausgegangen.  Man  bezeicl 
Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnens  für  A,  wenn  ihm  m  Parti 
seinem  Gegner  n  Partien  fehlen,  mit  i/^„  und  denke  sich  da 
noch  um  eine  Partie  fortgesetzt;  Ä  kann  das  Spiel  gewinnen 
er  diese  Partie  und  auf  der  neuen  Grundlage  das  Spiel  gewinnt; 
die  Wahrscheinlichkeit  2^ym-i,T,  ^^^5  ®^  kann  es  aber  auch  ge^ 
wenn  er  diese  Partie  verliert,  das  Spiel  aber  trotzdem  auf  dei 


1)  Ch.  Huygens,  De  Ratiociniis  in  Ludo  Aleae  (1657).  S.  auch 
noulli,  Ars  conjectandi  (1713),  pars  prima. 

2)  Ars  conjectandi,  p.  16  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  107,  p.  18). 

3)  Das  Fortschreiten  der  ersten  Kolonne  und  Zeile  ist  unmittelbar 
lieh;  jede  andere  Zahl  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  ihr  links  u 
benachbarten. 

4)  Doctrine  of  chances  (1718,  1738,  1756),  p.  18. 

ö)  Essai  d' Analyse  sur  les  Jeux  de  Hasards  (1714),  p.  232—248. 
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Grundlage  gewinnt,  wofür  die  Wahrscheinlichkeit  (/^,„„_i  ist;  mithin 
besteht  die  Gleichung: 

Nun  ist 

Vii-Py  Vii-p^  yu-p\  y4i=i>S-  • 

weil  y^j^  «  1  und  J/^o  ^  ^  ^^^j  ^*  -^  sicher  gewinnt,  wenn  ihm  keine 
Partie,  und  unmöglich  gewinnt,  wenn  dem  B  keine  Partie  mehr  fehlt; 
mit  Hufe  derselben  Bemerkung  ergibt  sich 

y« =i>  +i>3,   yi3 -p  +  p^+pq^   Vu  =p+pq+pfi^+pq\  •  •  • 

und  weiter 

»«  =  / (1  +  2(?),    y^  =  i>»  (1  +  3g),     j/«  =  ^«  (1  +  4g),  . . . 

y»  =  y  (1  +  3g  +  6g«),    y«  =i)*(l  +  4g  +  lOg«),  •  •  • 
Auf  diese  Weise  kann  man  zu  jedem  beliebigen  y^^^  =  P  fortschreiten. 

39.  Beispiel  XZT.  Über  n  Paare  gleichartiger  entgegengesetzter 
Ereignisse  e^,  /|.,  deren  Wahrscheinlichkeiten  p^,  q^  (p^  +  q^  =  1)  sind, 
vnrd  eine  Becbaditung  oder  ein  Versuch  angestellt.  Wie  groß  ist  die 
^Valtrsdieiniichkeity  daß  genau  k  von  den  Ereignissen  e,  und  tote  groß 
die  WahrschdnlicJikeit,  daß  mindestens  k  von  den  Ereignissen  e  ein- 
treffen? 

Zur  Erläuterung  des  Problems  möge  das  folgende  Beispiel  dienen, 
dessen  Lösung  am  Schlüsse  wird  gegeben  werden:  Es  liegen  fünf 
äußerhch  gleiche  Urnen  U^  mit  folgendem  Inhalte  vor: 

L\  enthält  3  weiße,  2  schwarze  Kugeln, 

U,  „        2  „        1         „         Kugel, 

TT  4  1 

Ua  yy         1  77        2         „          Kugeln, 

TL  2  2 

*^6  77  -^  77  "^  77  77  7 

^an  zieht  aus  jeder  Urne  eine  Kugel  heraus;  wie  groß  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  sich  unter  den  5  gezogenen  Kugeln  genau  3,  und 
^ß  sich  darunter  mindestens  3  weiße  Kugeln  befinden? 

Um  die  erste  Wahrscheinlichkeit  —  sie  heiße  P^  —  zu  finden, 
'^Stte  man  auf  alle  möglichen  Arten  Produkte  von  k  Faktoren  p^  und 
**  ^ /:  Faktoren  (7,.  zu  bilden  und  zu  summieren;  demnach  kann  P^ 
Vmbohsch  durch  die  Formel 

Pk=^PaP,i '  '   Px  •  qxQf.    "Qr  (1) 

^>*gestellt  werden,  wobei  sich  die  Summenbildung  auf  alle  Kombi- 
^tionen  a,  /3,  •  •  •  x  der  Elemente  1,  2,  •  •  •  w  zur  i-ten  Klasse  be- 
2ielit;  ky  ikj  '  - '  V  sind  die  je  weilen  in  der  Kombination  nicht  vor- 
^denen  Elemente. 
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Man  kann  aber  P^  auch  durch  die  2h  allein  darstellen^  indem  man 
schreibt: 

Pk  =  2PaP,i  "'Pk(\- P?)  (1  - i^.)  •  •  •  (1  - i>;);  (-^) 

entwickelt  man  das  Produkt  hinter  dem  Summenzeichen,  so  entstehen 
Produkte  der  p^^  zu  je  A,  je  /:  +  1,  •  •  •  bis  zu  n  Faktoren,  und  bei 
der  darauf  folgenden  Summierung  treten  die  Summen 

derartiger  Produkte  auf.  Die  Produkte  von  h  Faktoren  kommen  nur 
je  einmal  vor,  ihre  Summe  S^  erhält  daher  den  Koeffizienten  1;  jedes 
Produkt  von  mehr  als  Ic  Faktoren  tritt  mehrfach  auf,  weil  es  auf 
mehrere  Arten  entstehen  kann;  so  z.  B.  entsteht  das  Produkt 
P\P2' '  *  PkPk^^i  nicht  Mos  bei  Entwicklung  des  Produktes 

pah  •  •  'Pki\  -Pk^i)  (1  -Pk+2)  •  •  •  (1  -Pn)> 

sondern  auch  bei  der  Entwicklung  jedes  Produktes,  dessen  k  erste 
Faktoren  eine  Kombination  der  A-ten  Klasse  aus  den  Elementen 
Pi7  7^2 •  •••  Pk7  Pk\-i  bilden;  jede  der  Summen  von  S^^^  aufwärts 
erhält  somit  einen  von  1  verschiedenen  Koeffizienten,  so  daß  in  ent- 
wickelter Form 

l\  =  S,+  A,S,^,  +  A,S,^,  +  ..-  +  A„_,S„  (3) 

sein  wird. 

Die  Koeffizienten  A^,  A^,  •  •  •  hängen  von  den  2h  »icht  ab, 
bleiben  also  dieselben,  wenn  man  alle  p.  als  gleich  und  gleich  p 
voraussetzt;  dann  aber  verwandelt  sich  die  unentwickelte  Summe  (2)  in 

und  die  entwickelte  Summe  (3)  geht,  weil  nun 

wird,  über  in 

Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  p  in  (4^ 
und  (5)  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  A  die  Gleichungen: 

-(yriV^Us).  •■•(-»-'a)(:=f)=^.-.i 

aus  diesen  berechnet  sich 
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Somit  ist  schließlich 

/'*  +  i^ 


Entwickelt  man  den  algebraischen  Ausdruck 

(1  +  5)*+^' 
in  welchem  S  das  Zeichen  für  eine  beliebige  Größe  vorstellt,  so  er- 
gibt sich: 


,^.=S*(l  +  S)-(*+») 


daher  kann  symbolisch 

gesetzt  werden,  wenn  man  festsetzt,  daß  die  Entwicklung  von 
(1+  S)~(*+^)  bei  dem  Gliede  mit  S""*  abgebrochen  und  nachher  jedes 
S^  durch  /S^  ersetzt  wird. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  mindestens  h  Ereignisse  der  Gattung  e 
6'ntreten,  ist  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  genau  h 
oder  genau  A  +  1  •  •  •  oder  genau  n  dieser  Ereignisse  eintreflen;  be- 
zeichnet man  sie  also  mit  77^^,  so  ist 


^^^  hat  man  aber 

ft')-ft')=ö-ft')=(:)-ö-o=-o 
-('r)-('t')-ft')+ctvet")=('r).- 

I^emzufolge  ist  endgiltig 
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Yergleicht  man  dies  wie  oben  mit  der  Entwicklung: 


^-=S'(l  +  S)-* 


s*  -  (5)  Ä*+ * + ff ')  s»^»-  •■■+(- 1)-*  (;3  j)  s« + . 


Bo  ergibt  sich  die  symbolische  Darstellung: 


//. 


(1  +  *^/ 
In  dem  eingangs  aufgestellten  ürnenbeiBpiel  ißt  n  ^  5  und  k 


/7. 


(1  +  sy  -  *'» 


weiter 


s» 


.s; 


^  Pi  Pi Ih  +  /'i  ^^2 Pa  +  i'i  1*1  i^ä  +  Pi Pü Pa  +  /']  P^ Pi>  +Pi  Pa Pi* 
+  ft  i>3  /U  +  i>f  PiP^  +  Pt  Pi  A  +i?i  pAPk  -  ifiö  I 
S'4  =Pi  PfP.Pi  +PiP^pApr.  +  /^i  ft  /^4if»:>  +  PiÄl'4/'ft 
+  PiPühP5-l^ß$ 

S&=PlPtP^pAP^--iL, 


460  J 

;>s  =  y.  1^4=  l  f  Pä 


weil  p,  =  '^,  p^  -  3- ,  ;>s  =  yj  1^4  =  l  f  Pä  =  2    i»t;  demnach  ist  die 
Wahrscbeinlichkeit,  daß  genau  3  weiße  Kugeln  gezogen  werden: 

und  die  Wahrseheinliehkeit,  daß  mitidesteuö  3  weiße  Kugeln  arsehetnen: 

3  —  450        ^  ■  450  ^         Abi)  ~~  1*0  ' 

40.  Beispiel  XXVI,    Es  ist  di€  Wahrscfmnlichkeit  m  hesümmei 
mit  n  Wiirfdn  eine  bestimmte  Summe  bu  werfen. 

In  dem  Polynom  iz:*  +  ^  ^'  +  v  ^^  "1"  ß  a:*  +  y  :i^  +  ^  ^*  sind 
die  Fälle,  welche  sich  mit  einrm  Würfel  zutragen  können j  und  ihre 
Wahrscheinlichkeiten  in  eigentümlicher  Weise  zum  Ausdruck  gebracht: 
der  Exponent  des  Hilfshuchstaben  x  bedeutet  die  Anzahl  Augen  und 
der  Koeffizient  die  Wahrscheinlichkeit^  daß  diese  Anzahl  sich  einstelle. 

Multipliziert  man  das  Polynom  mit  sich  selbst  und  ordnet  das 
Produkt  nach  den  Potenzen  von  x^  so  werden  die  Exponenten  addiert, 
die  Koeffizienten  der  mit  einander  multiplizierten  Glieder  multipliziert 
und  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  zu  einer  Summe  vereinigt; 
die  Rechnung  geht  also  nach  solchen  Regeln  vor  sich,  daß  der  Koeffi- 


\ 


J 
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zient  von  af  in  dem  entwickelten  Produkt  unmittelbar  die  Wahrschein- 
lichkeit angibt,  daß  mit  zwei  Würfeln  die  Summe  s  getroffen  werde. 
Multipliziert  man  das  Produkt  aufs  neue  mit  dem  Polynom,  so  gibt 
in  der  nach  Potenzen  von  x  geordneten  Entwicklung  der  Koeffizient 
von  x*  aus  den  gleichen  Gründen  die  Wahrscheinlichkeit  an,  daß  mit 
drei  Würfeln  die  Summe  s  erzielt  werde. 

Allgemein    wird   demnach    der   Koeffizient   von   :r*   in   der   Ent- 
wicklung von 

die  Wahrscheinlichkeit  vorstellen,  daß  mit  n  Würfeln  die  Summe  s 
falle.  Sondert  man  den  Nenner  6"  ab,  welcher  die  möglichen  Fälle 
zahlt,   die    sich    bei    einem  Wurfe  mit  n  Würfeln  zutragen  können. 


so  bleibt 


(a:'  +  :r2  +  a:'  +  X*  +  x^  +  a:«)«. 


und  nunmehr  zählt  der  Koeffizient  von  a:*  die  der  Summe  s  günstigen 
ralle. 

Dies  ist  die  mathematische  Grundlage  des  mechanischen  Ver- 
fahrens, welches  J.  BernouUi^)  zur  Bestimmung  der  den  verschiedenen 
Süminen  günstigen  Fälle  angegeben  hat;  das  Verfahren  ist  nichts 
anderes  als  die  schematische  Bildung  der  Koeffizienten,  welche  sich 

bei  der  successiven  Multiplikation  des  Polynoms  x^  -{■x^-\ Yx^  mit 

sich  selbst  ergeben;  es  ist  aus  der  folgenden  Tabelle,  welche  bis  zu 
3  Würfeln  oder  3  Würfen  mit  einem  Würfel  reicht,  zu  ersehen.  Dem 
Multiplikationsverfahren  entsprechend  ist  die  Koeffizientenreihe  jedes- 
mal sechsmal  unter  einander  geschrieben  mit  gleichzeitiger  Vorrückung 
um  eme  Stelle;  darauf  erfolgt  kolonnenweise  Addition. 


Summen: 

s   ' 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

%  II 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

^  m 

z_ 

4 

_6_ 

_6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17_ 

18 

'  I 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

r* 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1   n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

-«a 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

'i 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

«2 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 

4 

S 

2 

1 

S 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

% 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

m 

T" 

8 

6 

10 

15 

21 

25 

27 

27 

25 

21 

15 

10 

6 

3 

1 

1)  Ars  coigectandi,  p.  24  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  107,  y.  27y 
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Aus  dieser  Tabelle  entnimmt  man  z.  B.,  daß  die  Summe  5  mit 
einem  Würfel  auf  1,  mit  zwei  Würfeln  auf  5,  mit  drei  Würfeln  auf 
15  Arten  entstehen  kann,  so  daß  ihr  in  den  drei  Fallen  die  Wahr- 
scheinlichkeit     ,  ^,         zukommt.     (Vgl  hierzu  Nr.  13  und  14.) 

41.  Beispiel  ZXVH.  In  einer  Unie  befinden  sidi  n+  1  mit 
(Im  Nummern  0,  1,  2,  •  •  •  n  bezeichnete  Kugeln;  man  führt  nach  ein- 
ander i  Ziehungen  aus  und  legt  jedesmal  die  gezogene  Kugd^  nadidem 
man  ihre  Nummer  notiert  hat,  zurück,  Welclies  ist  die  Wahrsd^inlich' 
Iceit,  daß  die  Summe  der  erschienefien  Nummern  s  sei? 

Diese  Aufgabe,  in  der  man  unschwer  eine  Verallgemeinerung 
der  vorigen  Würfelaufgabe  erkennt,  wird  in  der  Litteratur  als  Moivres 
Problem  bezeichnet,  weil  Moivre  ihre  allgemeine  Lösung  zuerst 
veröffentlicht  hat*).  Der  Gedanke,  auf  welchen  er  die  Lösung  ge- 
gründet hat,  ist  der  in  der  vorigen  Nummer  entwickelte:  Die  Zahl  der 
Arten,  auf  welche  die  Summe  5  entstehen  kann,  ist  durch  den  Koeffi- 
zienten von  af  in  der  Entwickelung  von 

{x''  +  x'  +  x^  +  '"  +  ufy  (1) 

bezeichnet;  und  da  {n  +  1)*  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist,  so 
erhält  man  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  durch  Division  jenes 
Koeffizienten  mit  (n  +  1 )'. 

Nun  läßt  sich  der  Ausdruck  (1),  wenn  man  die  in  der  Klammer 
eingeschlossene  geometrische  Reihe  summiert,  umformen  in: 

(1  -  x"+'y  (1  -  x)-'  =  [i  -  ^'^"+'  +  (o)  ^"~^^  -  (3)  ^"•"^'  +  •  •  •] 

Bei  der  Ausführung  dieser  Multiplikation  entstehen  Glieder  mit  x* 
dadurch,  daß  man 

das  1 .  Glied  des  ersten  Faktors  multipliziert  mit  dem  Gliede  (  \  x* 

des  zweiten  Faktors, 
das  2.  Glied  des  ersten  Faktors  multipl.  m.  d.  Gliede  C     _    _       j  a;*"" ""~  ^ 

des  zweiten  Faktors, 
das  3.  Glied  des  ersten  Faktors  multipliziert  mit  dem  Gliede 

n-\-8—  ^n--   \   .,_2„_2  jgg  zweiten  Faktors, 


1)  A.  de  Moivre,  De  mensura  sortis  (1711),  p.  364.  und  Miscellanea  aua- 
lytica  (1780),  p.  191  ff. 
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mithin  ist  der  Koeffizient  von  x*  gleich 

CT ')  -  Ö  et:::; ") + 0  Ct^ir;  ')-■■•  c^) 

darin  ist 

(i  +  8~l\^(4  +  8-l)\    ^(g+l)(S+2)...(^  +  l-l) 

\        8         )         «!(t  — 1)!  1.2..(»-1) 

/t  +  s  —  n  —  2\  _  __(»■ +^8  —  w  —  2) !  _  __  (8  — n) {s  —  n  +1)  •  •  •  (g  — n-f  t  — 2) 
\«  —  n  —  1    /■"  (« -^^—  l7!"(i  — ~1)!  "~  "'  1  "2  . . .  (f  —  1) 

/i^g_2n  — 3\  _     (f +  »— 2n  — 3)!    __  (g— 2n  — l)(g  — 2n)  •  •  ♦  (8  — 2n4-t  — 3) 
V8_2n— 2  j  —  (i-2n  — 2)!(t— 1)1""  i'2-'-{i—l) 


80  daß  für  (2)  auch 

-x^+ 1)  («+  2) ...(«  +  »  —  1)  _  /t\  (8^- n)  (s  -  n  +_l)j  ii^(»  —  M- »  -  2) 

W  1.2".  ..(>•- 1) 

fi\  (ä  —  2n  —  1)  («  —  2 M)  •  •  .  (ä  —  2n  +  i  —  3) 


r.  2  ...  (i  -  1) 


+  G) 


1.2...(i-l) 


geschrieben   werden   kann;    die   Reihe   bricht  ab,   sobald    im    Zähler 
^^ative  Faktoren  auftreten  sollten. 

Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  ist  demnach 

in  +  iyy  1.2...(«-1)  \l)  1.-2. ..(f-1), 

fi\  {8  —  2n—l){s—2n)'"  («  — 2n  +  t— 3) 


+0- 


1.2...(i-l) 


-...).     (3) 


Wären  z.  B.  in  einer  Urne  11  mit  0,  1,  2,  •  •  •  10  beschriebene 
^pttel,  und  würde  man  dreimal  einen  Zettel  ziehen,  so  bestünde  für 
^^    Summe  25  Wahrscheinlichkeit 

25  "~  11^  i '  1T2         r    1 . 2    "*"  1 . 2  1  •  2  j "~  1331  *  ^ 


1)  Um  auf  den  Fall  überzugehen,  daß  die  Bezeichnung  der  Kugeln  oder 
Äöt%ei  statt  mit  0  mit  1  beginnt  und  daher  bis  n  -f  1  fortschreitet,  braucht  man 
^I^Vi  nur  auf  jeder  Kugel  die  Nummer  um  1  erhöht  zu  denken ;  dadurch  erhöht 
^^*Ä.  die  Summe  aus  i  Ziehungen  um  i  und  wird  «-[-*  statt  s;  nennt  man  sie 
^^mehr  »',  so  ist  «  =  «'  —  i  zu  setzen,  und  Formel  (3),  die  nun  auch  die 
""^^lirscheinlichkeit  dieser  Summe  bestimmt,  verwandelt  sich  in: 

p  ^  _L_  f(/-t+l)y-»  +  2).  ^^(s-  1) 
•""(n+iyl  1.2...(i-l) 


-(:) 


i\  («'  —  »  —  «)(«'  —  «'  —  n  +  1)  •••  (s'  —  n  —  2) 


1.2. ..(.•-!) 


i\  (»'  —  t  —  2n  —  1)  (s  —  j  —  2«) ...(«'  —  2«  —  3) 


1.2..-V.--1; 


-i^-3)_...|.     .  (3*^ 
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Aus  dieser  Tabelle  entnimmt  man  z.  B.,  daß  die  Summe  5  mit 
einem  Würfel  auf  1,  mit  zwei  Würfeln  auf  5,  mit  drei  Würfeln  auf 
15  Arten  entstehen  kann,  so  daß  ihr  in  den  drei  Fällen  die  Wahr- 
scheinlichkeit      ,       ,     .     zukommt.     (Vgl.  hierzu  Nr.  13  und  14.) 

41.  Beispiel  ZXVH.  In  einer  Urne  hefinden  sich  n  +  1  mii 
(hn  Nummern  0,  1,  2,  •  •  •  n  bezeichnete  Kugeln;  man  führt  nach  ein- 
ander i  Ziehungen  ans  und  legt  jedesmal  die  gezogene  Kugel,  nachdem 
ynan  ihre  Nummer  notiert  hat,  zurück.  Welches  ist  die  Wahrscheinlich' 
Veit,  daß  die  Summe  der  erschienenen  Nummern  s  sei? 

Diese  Aufgabe,  in  der  man  unschwer  eine  Verallgemeinerung 
der  vorigen  Würfelaufgabe  erkennt,  wird  in  der  Litteratur  als  Mo  irres 
Problem  bezeichnet,  weil  Moivre  ihre  allgemeine  Lösung  zuerst 
veröffentlicht  hat').  Der  Gedanke,  auf  welchen  er  die  Lösung  ge- 
gründet liat,  ist  der  in  der  vorigen  Nummer  entwickelte:  Die  Zahl  der 
Arten,  auf  welche  die  Summe  s  entstehen  kann,  ist  durch  den  Koeffi- 
zienten von  x*  in  der  Entwickelung  von 

{x'^  +  x'  +  x^  +  '"  +  ^y  (1) 

bezeichnet;  und  da  (n  +  1)'  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist,  so 
erhält  man  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  durch  Division  jenes 
Koeffizienten  mit  (n  +  1)'. 

Nun  läßt  sich  der  Ausdruck  (1),  wenn  man  die  in  der  Klammer 
eingeschlossene  geometrische  Reihe  summiert,  umformen  in: 

(1  -  x'^+'y  (1  -  x)-'  =  [i  -  «^+'  +  (2)  ^''•+'  -  (3)  ^•*"^'  +  •  •  •] 

Bei  der  Ausführung  dieser  Multiplikation  entstehen  Glieder  mit  x' 
dadurch,  daß  man 

das  1 .  Glied  des  ersten  Faktors  multipliziert  mit  dem  Gliede  r  "^  *  ""  \  af 

des  zweiten  Faktors, 
das  2.  Glied  des  ersten  Faktors  multipl.  m.  d.  Gliede  C     _~  ^T  )  a:*"*^^ 

des  zweiten  Faktors, 
das  3.  Glied  des  ersten  Faktors  multipliziert  mit  dem  Gliede 

(         ~    ^^~    )ir'--«-2  des  zweiten  Faktors, 


1)   A,  de  Moivre,  De  meusura  sortis  (1711),  p.  364,  und  Miscellanea 
lytica  (1780),  p.  191  ff. 
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mithin  ist  der  Koeffizient  von  cc^  gleich 

('+r')-(;)('l-::TVQCi:TJ:iV->  (^) 

darin  ist 

nj^s-\\^H  +  s^l)\  ^(g+l)(g  +  2).-.(g  +  t--l) 
\        s        }         «!(t  — 1)!  1.2-..(»— 1) 

/t  +  «  — n— 2\  __     (t  +  s  — n  — 2)!      ___  (g~n)(8  — w  +  l)  -  •  •  («  — n  +  i  — 2) 

\  s— «  —  1  /~ (7—  « -^1) r(t — 1)!  n 2 . . •  (f  —  i" 

/t  +  «  — 2n  — 3\  _     (f  +  g  — 2n  — 8)!     __  (g— 2n  — l)(g  — 2n)  •  •  ■  (g  — 2n  +  i  — 8) 
Vä  —  2n  —  2/""  (s— 2n  — 2)!(t— i)"!  ~  1.2..  •  (?^"1 ) 

SO  daß  fQr  (2)  auch 

is  +  1)  («  +  2) . . .  (8  +1  —  1)        (i\  («  —  n)  («  —  n  +  1) . . .  (8  —  n  +  t  —  2) 


-C) 


1  .  2  ...  (i  —  1)  \1/  1  .  2  ...  (t  —  1) 


i^  («  —  2n  ~  1)  («  —  2«)  • .  •  (j?  —  2n  +  t  —  3) 
1.2:..(t-l) 


geschrieben   werden   kann;    die   Reihe   bricht   ab,   sobald   im    Zähler 
negative  Faktoren  auftreten  sollten. 

Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  ist  demnach 

p_    _1        f(g4-l)(8  +  2)...(.s  +  f-.l)      /A(8-n)(8--n+l)...(/?— yi  +  t-2) 
^-      (n  +  l/l  1.2...(s-l)  \\)  i.2...(,-l). 

/i\i>-2n-l)(«-2n)...(s-2n+t-8)  i         ,^. 

Wären  z.  B.  in  einer  Urne  11  mit  0,  1,  2,  •  •  •  10  beschriebene 
Zettel,  imd  würde  man  dreimal  einen  Zettel  ziehen,  so  bestünde  für 
die  Summe  25  Wahrscheinlichkeit 

p 1    I  26  .  27  _   8   15^16    ,    3j  2  4j_6  \  _    21      j^ 

-^25  —  ii«  \    1 .  2  1    ~lT2~  "•"  r  2  12]        1881  '  ^ 


1)  Um  auf  den  Fall  überzugehen,  daß  die  Bezeichnung  der  Kugeln  oder 
Zettel  statt  mit  0  mit  1  beginnt  und  daher  bis  n  -f  1  fortschreitet,  braucht  man 
sich  nur  auf  jeder  Kugel  die  Nummer  um  1  erhöht  zu  denken ;  dadurch  erhöht 
sich  die  Summe  aus  i  Ziehungen  um  %  und  wird  8-\-  i  statt  s ;  nennt  man  sie 
nunmehr  «',  so  ist  8  =  s  — i  zu  setzen,  und  Formel  (3),  die  nun  auch  die 
Wahrscheinlichkeit  dieser  Summe  bestimmt,  verwandelt  sich  in: 

p    _       *        /(«'  -  /+  1)  («'  -  t  +  2)  . . .  (s'  -  1) 


■'       (n+l)'l  1.2...U-1) 

—  /*\  (»'  ~  *  —  w)J«'  —  *  —  M-  1)^-  •  {s  —  n  —  2) 
Vi/  12.    .(i-^l) 

+  W i.2.-(i..i.     V  *^^ 
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1)  Daß  ein  erster  Spieler  —  und  dies  kann  jeder  von  den  vier 
Spielern  sein,  weil  die  Art  der  Verteilung  willkürlich  ist  —  einen 
Brelan  erhält,  hat  die  Wahrscheinlichkeit 

i'i  =  SiVr8  =  0,0175438; 

denn  welches  Blatt  er  als  erstes  bekommt,  die  zwei  andern  Blätter 
müssen  von  derselben  Art  sein;  und  solcher  gibt  es  nach  dem  ersten 
Blatt  noch  3  unter  19,  nach  dem  zweiten  noch  2  unter  18. 

Soll  ein  zweiter  Spieler  einen  Brelan  erhalten,  so  darf  er  von 
den  17  noch  übrigen  Blättern  als  erstes  dasjenige  nicht  erhalten, 
welches  zu  dem  ersten  Brelan  als  viertes  gehört;  da  also  ein  Blatt 
ausgeschlossen  ist,  so  beträgt  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  außer  dem 
ersten  noch  ein  zweiter  Spieler  Brelan  erhält, 

^=-Piirf6-Ä  =  Ä^i  =  0,0004128. 

Durch  ähnliche  Schlüsse  ergeben  sich  die  Wahrscheinlichkeiten 
p^y  Pi  dafür,  daß  drei  und  daß  alle  vier  Spieler  einen  Brelan -er- 
halten, nämlich: 

l''>=^*iiiVi'2  =  iP*  =  0.0000130, 
i'^=^MriV  9=  166  i'»  =  0,0000007. 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit  p^y  daß  ein  bezeichneter  Spieler  Brelan 
hat,  besteht  aus  der  Wahrscheinlichkeit  w^y  daß  er  allein  ihn  hat, 
femer  aus  der  Wahrscheinlichkeit  3^2,^  daß  er  und  ein  zweiter  und 
nur  diese  zwei  ihn  haben,  dami  aus  der  Wahrscheinlichkeit  Sw,,^) 
daß  er  und  noch  zwei  andere  und  nur  diese  drei  ihn  haben,  endlich 
aus  der  Wahrscheinlichkeit  t4'^=^p^y  daß  alle  vier  ihn  haben;  denn 
dies  sind  die  von  einander  unabhängigen  Arten,  auf  welche  der  be- 
zeichnete Spieler  zu  einem  Brelan  kommen  kann;  mithin  ist 

Pi  =  ^i  +  Sw'j»  +  3/(3  +  IV^] 

ebenso  erkennt  man,  daß 

i>2  =  M-2  +  -?^'3+  i^Uy 

endlich  ist,  wie  schon  bemerkt  worden, 


1)  Der  Koeffizient  3    rührt    daher,    daß  der  hezeichiicte  Spieler  mit  drei 
■u,    beziehungsweise    mit    drei  Paaren  aus  den   übrigen   Spielern   sich  ver- 


ändern 
binden  kann. 


1,  Abachiiitt*    Gnindl&gen  der  WahrscBeinlichkeitÄwcbniing. 


I 
I 


m 


Hieraus  ergeben  sich  die  WahrBchoiiiUclikDiteii ,  daß  ein,  zwei, 
drei  Spieler  und  üur  diese  eineu  Brelan  erhalten: 

u\  -iJj  -  Spi  +  3^3  -p^  =  Opl6B455, 
ti^j  - 1^  -  2p^  +p^  ^  0,0003803 , 

w^^Ps-p^  -0,0000129. 

3)  Die  Wahracheinlichkeit  P^,  daß  der  vierte  Spielei*  emen  Brelaii 
erhält j  ahne  daß  die  voraiigeheiideii  einen  solchen  haben,  fallt  zu- 
samnien  mit  der  WahrscbeiuUchkeit  t4\j  daß  eiu  Spieler  allein  einen 
Brelan  machte  Die  Wahrscheinlichkeit  I\j  daß  der  dritte  Spieler  in 
der  Reihe  Brelan  macht,  ohne  daß  die  vorangehenden  einen  solchen 
erhalten^  netzt  uich  als  Summe  zusammen  aus  der  Wahrscheinlichkeit 
§e^f  daß  er  ihn  allein  macht,  und  aus  der  Wahrscheiidichkeit  if^, 
daß  er  ihn  mit  dem  nachfolgenden  Spieler  zugleich  erhiUt.  Bei  dem 
zweiten  Spieler  iet  darauf  zu  aeliten,  daß  er  Brelan  entweder  allein 
oder  zusammen  mit  einem  der  beiden  folgenden  oder  mit  beiden  zu- 
gleich haben  kann.  Der  erste  Spieler  endlich  kann  entweder  allein 
oder  mit  einem  oder  mit  einem  Paar  der  drei  folgenden  oder  mit 
allen  zugb*ieh  Brelan  machen.     Hiernach  ist 

P^  =  w^  =  U,0 163455 

pj  =^  w^  +  w,  =-  0,0167318 

K  =  w^t  +  2fv^  +  i€^  ^  0,0171310 

Pj  =  «^1  +  3u^j  +  3;r,  +  «',  -  0,0175438. 

Die  Wahrscheinlichkeit  /7,  daß  mindestens  ein  Brelan  zustande 
kommt,  ist  die  totale  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  ein  oder  daß 
zwei  oder  drei  oder  alle  vier  Spieler  Brelan  erhalten,  was  beziehungs- 
weise wieder  auf  4,  6^  4  Arten  und  1  Art  geschehen  kann;  mithin  ist 

U  =-  4u\  +  Gu\  +  4w^  4-  ?'U  =  0,06770:^1; 

d&r&us  folgt  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  kein  Brelan  gemacht  werde, 
mit  0,9322479. 

43.  Beispiel  XXIX,  Im  Trenie  et  qtmmnte  tjefiamiteu  Siiiek 
gä}t  es  nnr  einen  Fall,  ivi'kbfr  dem  Banlhalkr  gümütj  ist;  er  hesteht 
(iarin,  dajs  zivvlmal  nach  eimtmier  tlt>  Sumnte  .Hl  Jtmiaftde  kmnnit.  Es 
ist  dit^  WahrsdieinlkhJceU  dieses  Falles  zu  hesiimmetu 

Das    Spiel   wird   mit   der  Vereinigung   mehrerer,    durcheinander 

gemiaehter   vollständiger  Spiele    von  je  h2  Kurten   ausgetuhi*t,    etwa 

mit  8  Spielen  Oiler  416  Karten.    Die  Figuren  gelten  10,  die  übrigen 

Blätter  entsprechend  den  auf  ihnen  verzeichneten  Points, 

■  Die  Karten   werden  einzeln   aufgesehlagen  ao  lange,   bis  eine  30 

L  übersteigende,  höchstens  also  die  Summe  40  entsteht.    Derselbe  Vor- 

^■Hung   wird   ein  zweitesraal   wiederholt.    Der  S^ieW   ^^^^^^  ^^si  ^^Äi 
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erste  oder  die  zweite  Sumrae  und  gewimit,  wetm  sie  die  größere  vo: 
beiden  isi 

Kommen  2wei  gleiche  Sumiueii  heraus,  so  ist  das  Spiel  ungiltig. 
Sind  m  aber  zwei  31^  so  zieht  der  Bankhalter  die  Hälfte  des  Ein- 
Satzes  ein.    Um  die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Falles  handelt  es  sicK 

Die  Lösnng  der  Aufgabe  würde  sich  auBerordentlich  verwickelt 
gestaltenj  wollte  man  auf  die  Yerändennig  Rücksicht  nehmen,  welche 
die  Walirscheinliclikeit  einer  Karte  bestimmter  Art  wahrend  des 
Spieles  erleiden  kann  je  nach  deji  vor  ihr  schon  gezogenen  Karten. 
Da  aber  der  Einflnii  dieser  Verimderlichkeit  auf  das  Endresultat  ver- 
möge der  großen  ilesamt^ahl  der  Blätter  und  auch  der  gT<»ßen  Zahl 
der  Blatter  einer  bestimmten  Art  nur  gering  sein  dürfte,  so  kann 
man  sich  au±*  den  Standpunkt  stellen ,  es  bleibe  die  Wahrscheinlich- 
keit  fdr    eine   Karte   bestimmter  Art,    z.  B.  einen   Künig,   durch   die 

ganze  Dauer  des  Spiels  dieselbe^       ■ 

Es  bezeichne  p,  die  Wahrsclieinlichkeit,  die  Summe  s  zu  machen. 
Die  Summe  1  ergibt  sich  nur,  wenn  ein  As  gezogen  wird,  also  ist 
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Die  Summe  2  kann  entstehen,  entweder  indem  ein  Zweier  oder 
zweimal  As  gezogen  wird,  also  ist 

^  ""  l3  '^  iT»  ""  13  (^  +  laj  * 

Für  die  Summe  3  gibt  es  drei  Entstehungsweisen:  entweder  ein 
Dreier,  oder  ein  As  und  ein  Zweier,  oder  nach  Erzielung  der  Summe  2 
ein  As;  dalier  ist 

^■a  ^  13  +  W  +  13  (^  +  flj  *  13  ^  13  (^  +  iä)  ^ 

Die  Summe  4  kann  auf  vier  Arten  entstehen:  entweder  wird  ein 
Vierer  gezogen,  üder  es  fol^t  der  Summe  1  ein  Dreier,  der  Summe  2 
ein  Zweier  oder  der  Summe  3  ein  As;  folglich  ist 

^1  =  13  +  uPi  +  nP^  +  n^^  -  1$  V  +  13) ' 

Dies  gellt  so  fort  bis  zur  Summe  R;  entsprechend  ihreo  nenn 
Eiitetehungsarten  ist 

1,1         ,1         ,  ,1  1   /,    ,     1\« 

i'^  -  13  +  i3Ä  +  jgft  +  ■  ^  '  +  y^2k  -  13  (1  +  13)   ' 

Voll  der  Summe  10  ab  ändert  sieh  die  Sachlage,  weil  viererlei 
verschiedene  Karten  die  Summe  um  10  erhöhen  können:  Zehner, 
Buben,  Königinnen  und  Könige. 
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Die  Suiiimo  10  seihst  kann  entstehen,  indem  man  einen  Zehniu- 
zieht  oder  iudeni  der  Siimnie  1  eiu  Neuner,  der  Summe  2  ein  Achter, 
•  •  •  endlich  der  Summe  9  ein  As  fulgt;  demnach  ist 

''m  ■^  ^  +  iä  (Pi  +  ;'s  +  ■  •  •  +  /»»). 

Für  jfde  10  üliersteigende  Summe  gibt  es  fidgende  Entstehungs- 
arten: entwetier  verbindet  steh  die  Summe  ä  —  Kl  mit  einem  Zehner 
oder  es  folgt  der  Summe  s  —  9  ein  Neuner,  der  Summe  **  —  8  ein 
Achter  •  ■  •  oder  endlich  der  Summe  «  —  1  ein  Ab;  hiemach  ist 

i»/  =  IS  ^'-  >"  +  1^3  (?.-»+  ^'.-»  +  •••  +  P.-t)'  («  >  W). 

Durch  Benutzung  dieser  Formeln  findet  man  successive: 

Pj   =0,076923  j>„=  0,119979  i>„  =  0,139839 

j»,j  =  U,U4657 
/)„  =  0,129344 
Pi,  =  0,134015 
ß,5  =  0,138639 
7)i6  =  0,143181 
P„  =  0,147602 
fts  =  0,151779 
Pu  =  0,155885 
p„  =  0,212896 
Pj,  =  0,148049. 

Demnach   ist  die  Wahrscheiuliohkeit,   zweimal  nach  einander  31  za 

machen: 

Pj,*  =  0,0219184. 

Poiason')  führte  die  Rechnung  mit  Berücksichtigung  der  Ver- 
änderlichkeit der  Wahrscheiuliehkeiten  durch  und  fand  als  angenäherten 
Wert  0,021 9(iT;  dabei  war  vorausgesetzt,  daß  acht  Karteuspiele  zu- 
sammengelegt seien,  Man  erkennt  hieraus,  wie  gering  der  Eintluß 
der  Variationen  in  der  Anznhl  der  möglichen  und  günstigen  Ffilte 
wälireiid  des  Spieles  ist, 

44.  Beispiel  XXIX.  Es  iie(/ra  ö  äHjjerlkh  gleiche  Urnen  vor; 
(Irei  davon  (Ä)  mihnlkn  je.  3  wn/je  (w)  und  3  sdmaree  (s)  Kuffcln, 
<lk  zwei  aiulrni  (B)  jv  ehw  weipe  und  3  schwarze  Kitgeln.  Man  sieht 
ntis  einer  der  Urtim  eine  Kugel  heram,  legi  sie,  ohne  sie  beseiten  zu 
haben,  in  eine  atukre  Urne  und  meht  am  dieser,  nachdem  man  ihren 


p,  =0,082«40 

p,  =0,089212 

p^  =0,096070 

Pg  =0,103465 

p,  =0,111424 

Pj  =0,119995 

Ps  =0,129226 

Pa  =0,139166 
p,o  =  0,380640 


Pj,  =  0,142447 
Ä,  =  0,144896 
ft4  =  0,147170 
p„  =  0,149249 
Pjg  =0,151114 
p„  =  0,152744 
Pjg  =  0,154104 
p„  =  0,155231 
p„  =  0,168336 


Ij  9at  le  jeu  de  irente  et  quaraute.    Annal,  de  (jexgomx«,  '^W. 
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Inhalt  durchmnmukr  (jetneifigt^  eine  KugcL     Wekftes  ist  dw  WafifB 
Ikhkeltj  daß  sie  weifj  aei? 

Das  erwartete  Ereignis  kann  auf  H  einander  ausscliließeude  Arten. 
oiEtreffen,  welche  scheniatisch  durch  folgende  Sjmljole  dargestellt  sind: 

AwÄ^  ÄsAf  AwB^  AsBj 

BwA,  BsAj  BwB,  BsBi^ 

AtvA  bedeutet^  daß  die  erste  Kugel  aos  einer  der  Urnen  A  genonimen 
wird,  daß  sie  weiß  sei  und  wieder  in  eine  der  Urnen  A  gelegt  wird, 
aus  der  dann  die  zweite  Ziehung  gemacht  wird;  ähnlich  die  anderen 
Kombinationen. 

Jede  der  acht  Entstehungsarteu  igt  wieder  als  ein  zusammen-* 
gesetztes  Ereignis  aufzufassen,  bestehend  aus  vier  einfachen  Ereig* 
nis»en;  so   erfordert  die  erste  Entsteh  ungBUrt^  daß  man  in  eine  Urne 

der  Gattung  A  greife  f Wahrscheinlichkeit  ^j ,  daß  man  aus  ihr  eine 
weiße  Kugel  nehme  (W'.  _  L  daß  man  diese  in  eine  andere  der 
Urnen  A  lege  ^W.  —  J    und   daß  man  aus   dieser^   die  dann   4   weiße  ^ 

und  2  schwarze  Kugeln  enthalt,  eine  weiße  Kugel  ziehe  (W,   "  j  -        ^ 

Demnach  ist  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  des  erwarteten 
Ereignisses 
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§  4,    Geometrische  Wahrscheinlichkeit 

45p  Die  bisher  behandelten  Probleme  betmfen  Tatbestände,  denen 
eine  diskrete  und  daher  zUhlharc  Mannigfaltigkeit  möglicher  und  gün- 
stiger Fälle  zugrunde  lag. 

Wenn  hingegen  die  Modalitäten  eines  Tatbestandes  von  einer 
oder  mehreren  stetig  veränderlichen  Größen  abhängen,  so  kann  WQhl 
noch  von  einem  einzelnen  y,Fall**  als  einer  durch  besondere  Werte  der 
Variabein  bestimmten  Modal  itllt  gesprochen  werden;  aber  eine  Zählung 
der  möglichen  und  günstigen  Ffüle  ist  ausgeschlossen.  An  ihre  Stelle 
tritt  die  Vergleichung  einfach  oder  mehrfach  ausgedehnter  sfetigfT 
Bereiche.  Die  ersten  Probleme  dieser  Art  betrafen  Fragen  geometri- 
scher Natur;  es  handelte  sich  darum^  die  Wahrscheinliebkeit  zu  be- 
stimmen, daß  ein  aus  einer  wo  hl  definierten  stetigen  Mannigfaltigkeit 
geüuieti'ischer  Gebilde  nach  Belieben  herausgegriffenes  Individuum  ge- 
wisse Eigenschatten  besitze  oder  Bedingungen  erfülle,  die  zu  seiner 
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volligen  Bestimmung  nicht  ausreieheiu  Andere  Probleme,  die  nicht 
in  ge*imetrischem  Gewamk»  gestellt  sind,  können  durch  gehörige  Ihn- 
tung  der  auftretenden  Variahein  auf  geometrisches  Gebiet  übertragen 
werden.  Es  hat  sich  daher  für  Aufgaben,  bei  welchen  stetige  Grnüeii 
überhaupt  in  Betracht  kommen,  die  Bezeiclmimg  „Probleme  der  geo- 
metrischen Wahrscheinlichkeit"')  eingebürgert. 

Wiihi'end   hei   zählbaren   Mengen  günstiger  und   möglicher  Fälle 
sieb    für   die  Wahrscheinlichkeit  ein  rationaler  Bruch  ergibt,   können 
geometrische  W^abracheinlichkeiten  auch  durch  irrationale  Zahlen  aus-  < 
gedrückt  sein. 

Die  grundlegende  Frage  der  georaetrisehen  Wahrscheinlichkeit 
gebt  dahin,  wie  es  analytisch  zu  formulieren  .sei,  daß  alle  Werte  einer 
stetigen  Variabehi  aus  einem  bezeichneten  Intervall  gleichniöglieh  sind. 
Sie  fallt  zusammen  mit  der  Frage ^  welchen  Sinn  es  hat  äu  sagen, 
alle  Punkte  einer  geraden  Strecke  seien  gegenüber  einer  vorzuneh- 
menden Wahl  gleiehherechtigt 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  mit  dem  Grundsatze  gegeben, 
daß  gleich  große  Intervalle  des  Gebiets  der  Variabein  gleiche  \¥ert- 
mengen,  gleich  lange  Teile  der  geraden  Strecke  gleiche  Puiiktmengen 
enthalten^  so  daß  tlie  Menge  der  Werte  der  Variabein  nur  durch  die 
Größe  des  Intervalls,  auf  welches  sie  angewiesen  sind,  die  Menge  der 
Punkte  nur  durch  die  Länge  der  Strecke,  auf  welcher  sie  zu  liegen 
haben,  bestimmt  wird. 

Soll  hiemach  der  Wert  einer  Varisbeln  x  aus  dem  Intervall 
•ifgl,  b)  entnommen  werden,  so  bt  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  er  dem 

Teilintervall  (a?,  ar  +  ffjc)    zwiecben    a    und   1/   angehöre,   durch     ^ 
ausgedrückt 

Der  Übergang  zu  mehreren  Vartaheln  bietet  keine  Schwierigkeit 
Ist  X  auf  das  Intervall  (a^  &),  y  auf  das  Intervall  (c,  rf)  angewiesen, 
so  ergibt  sich  als  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Werte  von  x,  }f  gleich- 
zeitig den  Intervallen  (x,  x  +  dz)^  beziehungsweise  (i^,  y  +  dy)  ent- 
stammen, der  Ausdruck    ,     *-     f — -* 

Ist  ein  geometrisches  Gebilde  durch  die  Werte  zweier  Variahein 
Xy  y  bestimmt,  so  ist  die  Menge  seiner  Modalitäten  durch  das  über 
alle  möglichen  W"  er  tv  erb  indangen  von  x^  y  ausgedehnte  Doppelintegral 


ein  analoges  Integral,  ausgedehnt  über  solehe  Wertverbin- 
y^  welche  die  einer  gestellten  Frage  günstigen  Moda- 


gemessen ; 

düngen  von  x^ 

litäten  des  Gebildes  ergeben,  ist  ein  Maß  für  die  Menge  der  günstigen 


1)  Local  probabüity,  geometrict*!  ^irobability. 
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Modalitäten 5  der  Quotient  ans  dem  zweiten  Integral  durch  das  erste 
gibt  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  das  beliebig  herausgegriffene  Gebilde 
die  in  der  Frage  gekennzeichnete  Eigenschaft  besitze. 

Soll  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit  ermittelt  werden,  daß  ein  im 
rechtwinkligen  Sjatem  angenommener  Punkt ^  dessen  Wahl  so  weit 
frei  steht,  daß  er  von  keiner  Axe  einen  den  Betrag  n  übersteigenden 
Abstand  haben  darf,  vom  Ursprung  höchstens  den  Abstand  a  besitEt^ 
so  ist  die  Menge  der  möglichen  Fälle  durch 
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die  Menge  der  günstigen  Fälle  durch 

gemessen,   die  Wahracheinliehkeit   der   bezeichneten  Eigenschaft   des 

Punktes  ist  also    -  *     Die  Aufgabe  läßt  aber  auch  eine  anschauliche 

Deutung  zu:  Das  Gebiet  der  möglichen  Pimktlagen  ist  ein  den  Ur- 
sprung   imiscbließeudes   Quadrat    von    der  Seite  Ift«^    das   Gebiet    der 
günstigen  Fälle  ein  ihn  umgebender  Kreis  vom  Radius  a\  die  Inhalt« 
dieser  Figuren,   itt^  und  :ra^  sind   die  Maße   für  die  entsprechenden  h 
Punktmengen.  | 

Allgemein:  Die  Menge  der  Punkte  auf  einer  (geraden  oder 
krummen)  Linie  ist  durch  deren  Länge,  auf  einer  (eheneu  oder 
krummen)  Fläche  durch  deren  Flächeninhalt^  m  einem  begrenzten 
Kaume  durch  dessen  Lihalt  gemessen.  fl 

Nicht  in  allen  Fällen  bietet  sich  die  Auffassung  der  willkürlichen  ^ 
Annahme  eiues  geometrischen  Gebildes  und  der  Struktur  der  Gesamt- 
heit von  Gebilden  so  von  selbst  dar  w^ie  in  den  voranstehenden. 
Wenn  z.  B.  von  einer  willkürlichen  Sehne  im  Kreise  gesprochen  wird, 
BO  können  diesem  Ausdruck  verschiedene  Deutungen  gegeben  werden 
je  nach  der  Art^  wie  mau  sieh  die  Sehne  verzeichnet  denkt;  man 
kann  sie  von  einem  beliebig  gewfihlten  Anfangspunkte  in  beliebiger 
Richtung  gezogen  denken,  oder  bei  beliebiger  Richtung  in  beliebiger 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Kreises,  oder  kann  sie  durch  Ver- 
bindung zweier  beliebiger  Punkte  des  Umfanges  erzeugen.  Ein  und 
dieselbe  Aufgabe  erhält  dann  verschiedene  Lösungen  je  nach  der 
Auffassung,  die  man  zu  Grunde  legt.  Analytisch  drückt  sich  der  L^ter- 
schied  der  Auffassung  in  der  verschiedenen  Wahl  der  Variabela  auß, 
durch  welche  man  das  geometrische  Gebilde  bestimmt,  ^o  wäre  bei 
dem  angeführten  Beispiele  im  ersten  Falle  die  Variable  eine  Winkel 
grölie,    nümlich    der  Winkel    der   Sehnenjichtung    mit    einer   ft 
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Ji^ämgBTichtungf  und  die  Menge  aller  Sehnen  würde  dtircli  ^r  zu 
messen  sein;  im  zweiten  Falle  wäre  die  Variable  eine  Längengröße^ 
der  Abstand  der  Sebne  vom  Mittelpunkte  des  Kreises,  und  die  Menge 
aller  Sehnen  würde  durch  deu  Durchmesser  zu  messen  sein. 

Die  Berechnung  geometrischer  Wahrscheinlichkeiten  käme  nach 
dem  Vorgefiihrteu  auf  die  Auswertung  bestimmter  Integrale  zurück, 
die  sich  indessen  schon  bei  verhältnismüBig  einfachen  Problemen 
schwierig  gestaltet 5  schon  die  Feststellung  des  Integrationagebietes 
bereitet  häufig  erhebliche  Schwierigkeiten.  Durch  Ausbildung  scharf- 
sinniger Methoden,  um  welche  sich  insbesondere  englische  Geometer 
verdient  gemacht  haben,  ist  es  gelungen,  Integrationen  völlig  zu  um- 
gehen, schwierige  auf  einfachere  ^zurückzuführen  und  so  manche 
kompljyjerte  Probleme  Kur  Lösung  zu  bringen,  die  auf  direktem  Wege 
kaum  zu  bewältigen  waren.  Eine  Auswahl  von  Beispielen  wird  einen 
Einblick   in  diese  Methoden  vermittehi. 

46.  Beispiel  XXXI.  3tit  weMier  Wtdirscfmnlichkeit  läßt  sidi 
aus  drei  Streeken  x,  y^  b,  die  unter  einer  f/emmisamm  oherm  Greme 
Heffmif  ein  Dreieck  hüäeii¥ 

Faßt  man  ;r,  y,  z  als  (reehtwinklige)  Koordinaten  eines  Punktes 
im  Räume  auf^  so  ist  das  Gebiet  der  möglichen  Fälle  durch  den 
Würfel  OD,  Fig.  ä,  von  der  Kaute  a  dar- 
gestellt; denn  für  Punkte  innerhalb  oder  an 
der  Oberfläche  dieses  Würfels  ^  und  nur  für 
solche  —  ist  gleichzeitig 

O^x^a,        ()^ij<a,         0<z<ü. 

Soll  ein  Dreieck  gebildet  werden  können, 
80  muß 


Z 


^i«. 


p  +  sp^Xj        M  +  x>yf        ^  +  y>z 

min;  die  Gebiete ^  welche  diesen  Bedingungen 
entsprechen,  werden  von  dem  Würfel  durch  die  Ebenen  OBC^  OCAj 
OAB  abgeschnitten  und  bilden  drei  kongruente  Pyramiden,  OBCD, 
OCADf  OASD,  Das  Verhältnis  ihres  Inhaltes  zum  Inhalt  des 
Würfels   gibt  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit r 


147.    Beiaplel  XXXII,    Eim  Sirecke  a  wird  beliebig  in  drei  Teile 
gefeilt;  teip  yro/J  ist  die  WhhrsvhmdifMeitj  daß  m'h  aus  den  Teilen 
ein  Dreieck  bifdefi  läßt? 
Die  Teile  x^  y^  2  müssen  positiv  sein  und  der  Gleichung 
x  +  v  +  ^  =  a  (1) 

genügen. 
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Damit  sich  auB  ihnen  ein  Dreieck  bilden  lasse ^  müssen  sie  den 
Bedingungen 

»genügen I    welche  sich  mit  Hilfe  der  voriinstehenden  Gleichung 
wandeln  iasBeii  in 

^^y.  y^ai  ^^y-  (2) 

Werden  .r,  f/^  5  als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes  im 
Räume  aufgetaut,  so   ist  das  (Tebiet  der  möglichen  Fälle  durch   das 
^  Dreieck  ABC,  Fig.  3,  dargestellt,  dessen  Ecken 

von  0  den  Abstand  n  haben;  denn  die  Koordi* 
naten  jedes  Punktes  in  diesem  Dreiet^k  sind  ^ 
positiv  und.  g(^nügen  der  Gleichung  (1).  Das  f 
Gebiet  der  günstigen  Fälle  wird  aus  diesem 
Dreieck  durch  die  drei  Ebenen  £FG,  HFJ, 
KJG  ausgeschnitten^  welche  OA^  beziehungs- 
weise OB^  OC  senkrecht  halbieren;  es  ist  dies 
das  Dreieck  JGF^  dessen  Punkte  den  Be- 
ziehungen (2)  entsprechen. 

Da  nun  AJGF=^   -  A  ABC   ist,   so   ist  die  verkngte  Wahr- 
scheinlichkeit 

1 


Fig.  3. 


48.  Beispiel  XKXIll.  Auf  eme  hmsmt&le,  mit  äqnidtstanfm 
Fnralldtn  vom  Ahdamie  "Ja  nherzogei%ß  Tafd  wird  etm  (sylindrische) 
Nadel  von  der  Länge  2f  (^2a)  ffeworfen;  wie  groß  ist  f/?V  Wahr- 
Bcheinlivlileitj  dnß  die  Nadel  einr  der  Paraltellimm  hreiiEtY 

Es  genügt,  nur  diejenigen  Lagen  der  Nadel  ins  Auge  zu  fasseuj 
bei    welchen    ihr    Mittelpunkt    M^    Fig.  4,    mit    einem    Punkt    von 

Ali 

AC  =^ -Y~  ^'^  jensamraenfällt;  die  Menge  solcher  Lagen  wird  durch 

;rü  gemessen;  denn  a  ist  das  Maß  für  die  Menge  der  Punkte  in  .AOi 
und  *T  das  Maß  für  die  Menge  der  Richtungen  bei  jeder  Lage  des 
Mittelpunktes. 

Fällt  der  Mittelpunkt  in  die  Entfernung  x^AM  bis  x+dä:^ 
so  ist  die  Menge  der  günstigen  Nadelrichtimgen  bei  jeder  solchen 
Lage  des  Mittelpunktes  durch  3Ö^  d.  i. 

"J  are  cos  - 

gemessen;  die  Menge  der  beschriebenen  Lagen  des  Mittelpunktes 
aber  dx  zum  Maße;  somit  iit  das  üebiet  der  günstigen  Fälle  durct 


1 
I 


j 
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I  2arc  cos      dx  =  2c 


gemessen. 

Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  ist  demnach 


2c 


2a 


A 

Fig.  4. 


Die  vorstehende  Aufgabe,  unter  dem  Namen  „Nadelproblem" 
(Probleme  de  Taiguille)  bekannt,  gehört  zu  den  ersten,  welche  auf 
dem   Gebiete   der   geometrischen  Wahrscheinlichkeit 

gestellt    worden    sind;    ihr    Urheber    ist    Buffon^).  ^ 1— 

Über  ihre  weitere  Entwicklung  vergleiche  man  des 
Verfassers  „Geometrische  Wahrscheinlichkeiten  und 
Mittelwerte"  (1884),  p.  85flf.  und  dessen  Bericht  über 
„Die  Entwicklung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie" 
(1899),  VII.  Jahresber.  der  Deutschen  Mathematiker- 
Verein.,  p.  59  ff. 

49.  Beispiel  ZXXTV.  In  einem  Kreise  werden,  nachdem  darin 
eine  Sehne  beliebig  gezogen  worden^  zwei  Funkte  wiWcürlich  angenommen. 
Mit  welcher  WahrscheinlichJceit  liegen  beide  Punkte  zu  einerlei  Seite 
der  Sehne? 

a)  Wird  die  Sehne  bei  beliebig  angenommener  Richtung  in  be- 
liebiger Entfernung  vom  Kreismittelpunkt  gezogen,  so  ist  die  Menge* 
der  Sehnen,  deren  Entfernung  zwischen  x=  OC,  Fig.  5,  und  x  +  dx 
Hegt,  durch  dx  bestimmt.  Die  Menge  der  Punktepaare,  welche  bei 
dieser  Lage  der  Sehne  AB  unterhalb  derselben  liegen,  wird  durch 
das  Quadrat  des  Segments  ABB,  die  Menge  der  Punktepaare  ober- 
halb AB  durch  das  Quadrat  des  Segments  ABB 
gemessen.     Hiemach    ergiebt  sich  das  Maß  für  die  _^ 

Mannigfaltigkeit  der  günstigen  Fälle,  indem  man 
den  Ausdruck 

[{ABDY  +  {ABE)^\dx 

über  alle  Sehnenlagen  integriert;  nach  Einführung 
des  Winkels  AOC  =  <p  und  des  Kreishalb messers 
AO  =  r  ergibt  dies: 

I    ^^  (.9^  ~~  ^*^  9^  ^^^  9^y  +  r^  (tc  —  <p  —  sin  7t —  (p  cos  7C  —  <p)  \r  sin  (pd(p 

0 

und  mit  Rücksicht  darauf,  daß 


1)  B.8  Bämtliche  Werke,  deutsch  von  B.  Rave,  4.  Bd.,  v  ^^^^— V^^» 
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3f  ^^H 

I  (jT  —  ^  —  sin  31  —  gp  coa  sr  —  ^)*  sin  tpdff^  =  f(^  —  ain  qj  cos  tpY  sin  qpf?^)  ,1 

weiter 

2r^  f  {tp  —  sin  9  cos  9>)'  sin  ^fi^  =-  ^r*  ht^  —  -jr)  - 

0 

Die  Menge  der  möglichen  Fälle  hat  2r  ■  (;rH)*  zum  Maße. 
HierBacb  ist 

die  verlangte  Wahrseheinlichkeü 

ß)  Zu  einem  andern  Resultate  gelangt  man,  wenn  man  sich  die 
Sehne  aus  dem  freigewählten  Anfangspunkt  A  in  beliebiger  Richtung 
gezogen  denkt.  Denn  die  Menge  solcher  Sehnen,  deren  Lot  OC 
mit  Ad  einen  zwischen  p  und  ip  +  r/g?  liegenden  Winkel  einschließt, 
ist  durch  dq^^  daher  die  Menge  der  güustigen  Fälle  durch 

/  { t^  (gj  —  sin  ^  cos  <pf  +  r^  in  —  g?  —  sin  «  —  9  cos  x  —  fpf }  rf(|? 

-^■^(V  +  T  +  4) 

auszudrücken,    während    die   Menge    der    möglichen   Fälle    nunmehr 
7i  *  (?r  r^f  zum  Maße  hat. 

Bei  dieser  Auffassung  ist  also 


'••- :  + 


4 


die  gesuchte  Wahrseheiuliehkeit. 

60.  Mittelwert  einer  7om  ZufMi  abhängigen  G^röBe. 
Eine  yeränderliche  Größe  S  Bei  der  Werte  Sj,  S|,  —  ^  S^  fähig,  deren 
jeden  sie  nur  auf  eine  Art  annehmen  kann.  Das  arithmetische  Mittel 
dieser  Einzel  werte  wird  als  Miffehvert  von  S  bezeichnet.  Bedient 
man  sich  dafür  des  Symbols  /t(jS),  so  ist 

^,  +  g,  +  .,.  +  g^ 
f*t5)  ^  —7 '  (1 

Kann  jeder  Einzelwert  von  S  auf  mehrere  Arten  zustande  kom- 
men, allgemein  S.  auf  w.  Arten,  und  setzt  man  n^  +  n^-{ f-ii^^JV'^] 

so  ist 

Unterliegt  die  Große  S  der  willkürlichen  Annahme  und  kamt 
jeder  ihrer  Einzelwerte  mit  gleichem  Grade  der  Möglichkeit  aus  der 
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Wahl  hervorgehenj  so  ist  iin  ersten  Falle  ^  im  zweiten  Falle  l  =  /^, 
die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sich  der  Wert  ^\  einstellen  werde,  ebenso 
— ,  heziehungsiweise  .1  --  p^  die  Wahracfaeinlicbkeit  des  Wertes  *% 
II*  s,  w*     Mithin  ist  nnter  diesem  Gesichtspunkte 

d.  h.  der  MiHelwüH  der  vom  ZufüU  ahhmigigen  Große  S  ist  [flckh  der 
Summe  ihrer  Eitudwerk^  jeder  mit  der  seinem  Zmimidekofmnen  ent- 
^jrecheiidrn  Wtihrsehthdivhkrlt  mulHiilimert, 

ist  die  Mannij^laltigkeit  der  Werte  S  eine  stetige^  indem  der 
einzelne  von  der  Wertverhindung  der  stetigen  Variabein  x^  tft  -  ^  ab- 
hängt., 80  ist  die  Menge  der  Werte  S^  welche  zu  Wertrerbindungen 
zwischen  Xj  y^  ►  *  ^  und  x  +  d.r^  fj  +  dy^  -  -  ■  gehören^  gernessen  durch 
dxdp  - '   f  die  Wahrscheinlichkeit  eines  solchen  Wertes  von  iS  gleich 

das  Integral  (Sber  die  ganze  Mannigfaltigkeit  ausgedehnt.  Der  Mittel- 
wert von  5'  ist  dann  iu  Konsequenz  des  voranstehenden  Satzes 


m(s) 


ff..   Sdxdy- 

'-fj..d^äu. 


(4) 


■  beide  Integrationen   über  das  ganze  Gebiet  der  S  erstreckt 

■  ^1,  Zusammenhang  zwiBChen  Wahrschelnlidikeit  und 
Mittelwert.  Der  grundlegende,  diesen  Zusammenhang  betreffende 
Satz  ist  der  folgende:  „Ist  das  variable  geometrische  Gebiet  S  (Linie, 
Fläche,  R^tiim)  in  dem  festen  gleichartigen  Gebiet  A  eingesehlossenj 
ti{S}  der  Mittelwert  von  S,  so  ist  die  Wahr8cheinlichkeit^  daß  ein 
in  A  willkürlich  angenommener  Punkt  in  S  falle,  welchen  Wert  dieses 

■  im  Angenblicke  der  Ke^lisienmg  auch  haben  möge. 


^         A 


Kann   nämlich  S  die  Werte  S,,  S^,  ■    ■  S^  mit  den  Wahrschein- 
lichkeiten  u\^  u*^,  -  *  -  tr^.  annehmen,  so  ist  t€^   .  die  zusammengesetzte 

Wahrseheinlichkeit  dafür,  daß  bei  der  Realisierung  der  Bedingungen 

der  Wert  S^  existiere  und  daß  der  im  Gebiete  Ä  angenommene  Punkt 

in  das  Teilgebiet  S  falle.  Die   totale  Wahrscheinlichkeit  des  letzten 
Ereignisses  ist  daher 
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Die  Ausdehnung  des  Beweises  auf  eine  stetige  Maanigfaltigkeit  ^^ 

der  S  unterliegt  keiner  Schwierigkeit.  H 

Würde   es   sich  Btatt  eines  Punktes  um  deren  n  hamleln^   so  er- 
gäbe Btch  für  die  Wahrscheinlichkeit^  daU  sie  alle  in  das  eingeschlossene ^ 
Gebiet  S  fallen,  der  Ausdruck 


P"^^ 


Die  vorstehenden  Formeln  können  zweifache  Verwendung  finden: 
zur  Berechnung    von   p   oder  zur  Berechnung  von  pt{S)j    respektive 

62.  Baispiel  XXXT,  In  einer  S(rvel:e  mm  der  Langt  a  werden 
zwei  Panik  X^  Y  trilikilrUch  unffenommeu:  tvdtJivs  ist  der  Miärhveri 
ihres  Absiandes  XY  =^  s,  UfMies  der  Miitelutrt  seiner  n-teti  Potenz? 

Denkt  man  sich  auf  der  Strecke  noch  einen  dritten  Punkt  Z 
jingenonimen,  so  iet  die  Wahrscheinlichkeit,  daü  er  zwischen  X  a&4 
Y  falle: 

^  a 

Non  kann  p  auf  kombinatorischem  Wege  gefunden  werden.    Die  drei] 
Punkte  können  mit  ^leiehem  Grade  der  Möglichkeit  eine  der  folgen- 
den Anordnungen  zeigen; 

XYZ,      XZY,      YXZ,      YZX,      ZXY,      ZYX-, 

nur  zwei  davon,   die  zweite  und  vierte,   sind  dem  bezeiehneten  Ei^j 

eiguis    günstig^   seine  Wahrscheinlichkeit    ist   daher  p  =  ^-     Daraus] 
folgt 

|i(is)  =  y  a- 

Um  den  Mittelwert  von  s""  zu  finden,  denke  man  sich  nach  X^ 
noch  n  weitere  Punkte  angenommen^  die  Wahrecheinlichkeit,  daß  sia] 
sämtlich  zwischen  X  und   Y  fallen,  ist 

«  *=  — — -  * 

^  fr« 

Sie   kann   aber  auch   direkt  bestimmt  werden,     Jeder  von  den  n  +  2"^ 
Punkten  kann  bei  einer  bestimmten  Zählungsrichtung  der  erste  sein; 

ist  eines  Ton 


I 
I 


daß  es  X  oder  Y  sei,  hat  die  Wahrscheinlichkeit 


n  +  ^^ 


beiden    eingetnjffen,   so  ist   die   Wahrscheinlichkeit,    daß   der   anders 
Punkt  ( 1"  oder  X)  unter  den  übrigen  der  letzte  sei,  ^^^^-^ '    Hiemacli 


int  auch 


^ to^ 


MihM 
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» 


folglich 


in-i-'ijm+i) 


K^) 


63.  Erster  Satz  über  Mittelwerte.  „Es  seien  Ä  imd  B 
zwei  eiimnder  ttuasehließtnde  Kebiete  gleicher  Üiniensiotissmhl 5  -V  sei 
eine  Gniße,  deren  Wert  vim  zwei  vfillkürlidi  aiigenomnienen  Pnnkteii 
Xf  y  abhängt;  ferner  bedeute 

I*  den  Mittelwert  von  iS,  wenn  ein  Punkt  in  A.  der  andere  in  B 

aiigenomraen  wird; 
^A  den  Mittelwert,  wenn  beide  Punkte  in  A, 
Hb  den  Mittelwert^  wenn  beide  Punkte  in  B^ 
^'   den  MittelweH,   wenn  beide  Punkte  ohne  Wahl  im  Gesandt 
gebiete  A  4-  B  angenommen  werden.     Dann  besteht  die  Beziehung: 


{Ä  +  S)Y  =  ^v^  +  BV^  +  ^Äß^  '' 


H  Man  denke  sich  in  der  Gesamtheit  der  Punktepaare  in  -4  +  B 

■  zu  jedem  das  zugehörige  S;  dann  zerfallt  die  Summe  £  aller  S  in 
Lfolgeiide  Beatandteile:  in  JL'^^  das  sich  auf  Punktepaare  in  ^4;  in  X^, 
^BfabAich  auf  Puuktepaare  in  B  bezieht;  endlich  in  die  einander 
~  gleichen  Summen  I^ab  ^^^  ^baj  welche  den  Fällen  entsprechen,  wo 
__  X  in  Äf  Y  in  B  und  umgekehrt  liegt     Hiernach  ist  also 


nun  ist  aber 


^-^£a 


+  2:^  +  2^:.,«; 

Alt 

folglich  in  der  That 

(A  +  fl)V  =  ^V  (  +  ^l^B  +  2A  B^ . 

54.  Zweiter  Satz  über  Mittelwerte.  ..Sind  .4,  B,  C  drei 
einander  ausscblieüende  (tebiete  in  einer  Ebene  (Linien  oder  Flachen) 
von  solcher  Beschaffenheit,  daß  keine  Gerade  alle  drei  zugleicli 
schneidet;  nimmt  man  in  denselben  die  Punkte  X,  T,  Z  willkürlich 
aUf  so  ist  die  mittlere  Fläche  dea  Dreiecks  X  YZ  gleirli  der  Fläche 
des  Dreiecks  der  Schwerpimkte  von  A,  B,  C" 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht  auf  der  Tatsache^  daß  die  mitt- 
lere Entfernung  des  i*unktes  eines  ebenen  Gebiets  von  einer  in  der- 
selben Ebene  gelegenen,  das  Gebiet  nicht  sclmeldenden  Geraden  gleich 
ist  der  Eiitfemung  seines  Schwerpunktes  von  dieser  Geraden, 

Daraus  ergibt  sich,  daß  der  Mittelweit  aller  Dreiecke  XYZ 
mit  festem   1",  Z  durch  dm  Dreieck  St  l'Z  datgeftteUi  N^itd.,  ^«tÄL^^ 


ite 
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den  Schwerpunkt  von  yi  bedeutet;  weiter  ist  der  Mittelwert  aller 
Dreiecke  %YZ  mit  festem  Z  durch  das  Dreieek  5(^5Z  bestimmt^ 
wenn  33  der  Schwerpunkt  von  JB  ist;  endlich  ist  ?[SS  der  Mittel- 
wert der  Dreiecke  SlÖZ,  also  zugleich  aller  Dreiecke  XYZ^  wenn  S 
den  Schwer}>uiikt  vdii   ('  bedeutet. 

BS.  Beiapiel  XXXTI.  In  (kr  Fläche  eim'S  gegrämten  DrehHs 
ABC  ftrrdnf  ztni  Pnukk  X,  1'  hrliebu}  anijmomnum;  wclehf^  ist  (iff 
miiUirt  Fltirlte  ^ies  Brdevle  XYCY 

Teilt  mm\  Am  Dreieck  durch  die  Mittellinie  CD^  Fig.  6^  in  zwei 
gleiche  Dreiecke^  sü  ist  die  mittlere  Fläche  von  X  YC  für  den  Falf^ 
daß  in  Jede  Hälfte  einer  der  Punkte  X,  Y  fällt,  gleich  dem  Dreieck^ 
welches  die  SchM^erp unkte  von  ADC,  BBC  mit  6'. 
verbindet;  dieses  Dreieck   hat   aber^   weil  seine  Basia. 

-   von  AB  und  seine  Höhe    "    der  Höhe  Ton  ABl 

ist,  die  Fläche  ^  ABV  ^  ^  J, 

Nun   kann   der  Satz  in  Nr,  53  Kur  Anwendung 
gebracht  werden^  wenn  man 


I 


A  +  B='^,        A  =  B' 


{^- 


^-    ^^ 


setsst  und  beachtet,   daß  |a^  ^  jUis  =  -^  fi'  ist,  weil  ein  Dreieck  XYt 

io  ADC  oder  in  DBC  die  halbe  mittlere  Fläche  hat  von  derjenigen," 
welche  einem  sedchen  Dreieck  in  ABC  ?.ukommt;  mithin  ist 

woraus  der  gesuchte  Mittelweg 


66,   BelspieliXXXVII.     Jn  einem  Drem^k  ABC  tmrdim  drei 

Piinkk  X,   Yf  Z   hrUvbiij   uwjemmimmi;   m  ist  die    Wahrsclwinllehkeit 
£U  hestimmenj  daß  gk-  mit  der  Ecke  C  ein  konvex€S   Viererk  irifehen. 

Die  Punkte  ergeben  ein  nicht  konvexes  Viereck^  wenn  z.  B,  der 
Punkt  Z  in  das  Dreieck  XYC  zu  liegen  kojnnit;  die  Wahrschein- 
lichkeit hiertur  ist^    wenn  ^'   den  Mittelwert  von    YXC  und  A  die 

Fläche  von  yiBC  bezeichnet,  ^,  d.  i.       -  I 

Da  nun  auch  Y  in  das  Dreieck  ZXC  oder  X  in  das  Dreieck 
YZC  fallen  kann,  so  ist  die  totale  Wahrscheiulichkeit  eines  nicht- 
konvexen Vierecks      ,  folglich  dieWahrscheiiüichkeit  eines  konvexen  -^ 


I 


iichlr^ 
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S7.  Beispiel  XXXYHl.  Li  einem  ffiilhkrrm  mm  Hafbmegsfr  a 
werden  um  Piofkie  X,  Y  Mifhif/  aHgemminmi  unri  mit  vinem  End- 
ptinJcie  des  heyrm^entlen  Butchmt'ssers  iu  emmi  Dremk  verimndt*n;  rs 
ist  die  mittln-e  FI/Hte  dieses  Dreieeks  mi  Imitimmrn. 

Bestimmt  man  dif  Punkte  X^  Y  durch  ihre  Polarkoonlinaten 
r,  9,  beziehungHweise  r%  q>  in  Bezug  auf  den  drittt^n  Ei^kpunkt  Ä 
des  Dreiecks,  Fig.  7,  ab  Pol  und  den  Durchmesser  AB  als  Polamxe, 
so  ist  das  Element  der  Ebene  bei  X  durch  rdrdtff  bei  Y  durch 
rdrd^p'  bestimmt,  und  die  Menge  der  Dreiecke^  deren  Ecken  XY 
in  diese  Elemente  fallen^  durch  rdrdq)  rdrdp'  gemessen^  da  jedes 

äolche    Dreieck    mit    der    Fläche    ^^  rr'  mx(tp*  --  tp)    m    Rechnung    zu 

stellen  ist,  so  hat  man 

fOyr'r'  flin  (<p'  ^  tp)  dr  d/  dfp  djp  (1) 

als    Ausdruck     für    die    Summe    aller    Dreiecksflächen  ^     wenn    die 
Integration  si*  geführt  wird,  daß  ^'  >  ^  ist     Nach  Vollziehung  der 
auf  r,  r    bezüglichen  Integrationen,   deren  Grenzen 
0,  Sacoa^),  respektive  0,2  a  cos  9'  aind,  geht  dies 


über  in 


r> 


j; 


-T 


—^-  j  dip   f  cos*  ^  cos'  ip*  sin  (ip'  —  ip)  d^ 


1^ 


Fit  T. 


w  tt  t  u 

wendet  man  auf  das  erste  Integral  die  Transformation') 

fdxff{x,  ujdij  '-fdxffia  -u,»~  xjdy 
S,  80  verwandelt  es  sich  in  das  Integral 


1)  Dfti  Integral  j*d.T.ff{^^  V)d}f  erstreckt  weh 
0  0 
Ober  das  gfleichichenklige  Dreieck  OJ.O, ,  Fipf,  8; 
geht  man  von  dem  KunrilmHtenayBtem  XOY  'äu  dem 
Sjatejn  Xy  0^  F,  über»  so  lauten  die  rransformationa- 
^[leiebungeii 


trtinHformierte  Integral  ist 


Flg.  ö. 


fiJx^  ff{a  —  if^ ,  «  —  J-, )  dif^  , 
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f  sin*  9'  dq)'  f  sin'  9  cos  q)dq)  ^  -     f  sin*  9'  dq)' ; 
00  0 

das  zweite  Integral  hingegen  ist  gleich 


/  cos*  q)'  dfp  { cos*  9 }   =  4    /  ^os**  (p'  dtp'  —        1  c»)S*  q)  dq>' ; 
0  ^0  0 

demnach  hat  (1)  den  Wert 


rt  n  Jt 

2  2  2 

9.4  {./  sin><'9  +,/  cos«  9^9?  -  /  cos*9)rf9)  )«^    -. 


Da  die  Menge  der  Dreiecke,  übereinstimmend  mit  der  Menge  der 
Punktepaare  in  der  Halbkreisfläche,  durch  (\  )  gemessen  wird,  so 
ist  die  verlangte  mittlere  Fläche 

58.  Britter  Satz  über  Mittelwerte.  „Ist  ft  der  Mittelwert 
einer  Größe  S,  welche  von  n  in  dem  ebenen  Gebiete  Ä  beliebig  an- 
genommenen Punkten  abhängt,  fi^  der  Mittelwert  derselben  Gh-öße 
für  den  Fall,  daß  einer  der  Punkte  an  der  Begrenzung  Ton  Ä  an- 
genommen wird;  ändert  man  femer  A  um  den  diflferentiellen  Betrag 
dA  und  bezeichnet  die  Änderung  von  ^  mit  rf|ü,  so  besteht  zwischen 
diesen  Größen  die  Differentialgleichung 

Adfi  =  n  (fi^  —  |ü)  dA ." 

Alle  Größen  S,  welche  zu  Punktsystemen  in  dem  erweiterten 
Gebiete  A  +  dA  gehören,  ergeben  die  Summe 

(li  +  d^)(A  +  dA)%  (1) 

d.  i.  das  Produkt  aus  ihrem  Mittelwerte  mit  der  Menge  der  Punkt- 
systeme. 

Die  Summe  zerfällt  in  die  Summe  solcher  *S*,  welche  zu  Punkt- 
systemen in  A  gehören,  —  diese  Summe  beträgt 

liA-,  (2) 

—  und  in  die  Summe  solcher  S,  welche  zu  Punktsystemen  gehören, 
die  aus  h  —  1  Punkten  in  A  und  einem  Punkt  in  dA  bastehen,  — 
diese  Summe  beträgt 

n^,A"-'dA.  (3) 
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Bleibt  man  bei  Größen  von  der  Ordnung  dÄ  stehen,  so  ist  damit 
die  Summe  aller  S  erschöpft;  denn  Punktsysteme,  in  welchen  mehr 
als  ein  Punkt  auf  dA  entfällt,  führen  zu  Gliedern  höherer  Ordnimg 
in  Bezug  auf  dA, 

Entwickelt  man  auch  den  Ausdruck  (1)  bis  auf  Glieder  der 
ersten  Ordnung  und  setzt  ihn  dann  der  Summe  der  Ausdrücke  (2) 
und  (3)  gleich,  so  ergibt  sich: 

^A''+  A^dfi  +  n^A^'-^dA  =  ^A''^  nii^A**-^dA, 

woraus  nach  entsprechender  Reduktion 

Adii  =  w  (f*i  —  ft)  dA 
folgt. 

Mittels  dieser  Gleichung  kann  aus  bekanntem  ft^,  dessen  Be- 
stimmung sich  mitunter  einfacher  gestaltet  als  die  direkte  Berechnung 
von  II,   dieses   letztere   ermittelt   werden.     Durch   eine   zweckmäßige 

Wahl  von  dA,  welche  die  Angabe  des  Verhältniswertes  ^  zuläßt, 

kann  unter  Umständen  die  Integration  erspart  werden. 

Zur  Erläuterung  diene  die  folgende,  in  Nummer  52  bereits  ge- 
löste Aufgabe:  Auf  einer  geraden  Strecke  von  der  Länge  a  werden 
zwei  Punkte  X,  Y  willkürlich  angenommen;  es  ist  der  Mittelwert  ft 
der  w-ten  Potenz  von  XY=s  zu  bestimmen.  —  Läßt  man  X  mit 
einem  Endpunkt  der  Strecke  zusammenfallen,  so  wird  |ü^  der  Mittel- 
wert der  w-ten  Potenz  des  Abstandes  von  Y  von  jenem  Endpunkt; 
die  Wahrscheinlichkeit,  daß  n  weitere  Punkte  innerhalb  dieses  Ab- 
standes zu  liegen  kommen,  ist  einerseits  -^ ,  andererseits  gleich- 
bedeutend mit  der  Wahrscheinlichkeit,  daß  Y  unter  n  +  1  Punkten 
der  letzte  sei;  folglich  ist  ^  =     4.  i  ?  woraus  ft^  =     j_  1  *    ^^^^  ™*^ 

nun  a  um  da  wachsen,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  |ü  die 
Differentialgleichung 

welche  sich  auf  die  Normalform  der  linearen  Gleichung: 

da  '^  a  ^'^  w+1 
bringen  läßt;  ihr  allgemeines  Integral  ist 

und  da  (i  mit  a  zugleich  verschwindet,  so  ist  endgiltig 


2a' 

in  + 

OMuher,  WuIuncbeiaUcbkeitsreobn  nng. 


f*       («  +  l)(n  +  2)' 


S2 
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S9,  Das  Vierpunktproblem.  //*  eimr  grgt^mm  ti^imt  Fifßm 
wenfai  mrr  FuhHv  bvlkhitj  tuifjr^htmmm;  wie  f/rojJ  ist  die  WahrMhem 
fichhit,  daß  m  sich  su  miem  ionvexmi  Viereck  ^'trhinden  lassen'^ 

Die  Aufgabe  kommt  auf  die  folgende  zurück:  Nachdem  drei^ 
Punkte  angenommen  worden,  die  Wahrschemliehkeit  zn  bestimmen, 
daß  der  vierte  Punkt  in  das  durch  sie  bestimmte  Dreieck  falle,  wo-^ 
duTL'h  ein  /n^A/konvexes  Viereck  zustande  kommt.  Diese  Wahrsehein-^ 
liclikeit  ist  aber  {gleich  der  mittleren  Fläche  ^t  des  durch  die  ilrei 
fhiiikte  )>e9timmten  Dreiecks  dividiert  durch  die  Fläche  F  der  Figur. 
Und  da  jeder  der  vier  Punkte  als  der  letzte  gelten  kann,  so  ist  die 
totale  Wahrscheinlichkeit  j    daß    einer   von   den  vier  Punkten   in  das 

Dreieck    aus    den    drei    andern   falle,    gleich    ß ,    folglieh   die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  konvexen  Vierecks: 


p=l-^ 


4^ 

F 


Die  Schwierigkeit  der  Lösung  des  Problems  in  besonderen  FalleB 
liegt  liho  in  der  Bestimmung  von  ^. 

Die  vorstehende  Aufgabe  wird*)  als  die  erste  bezeichnet^  w^ekhe 
seit  Buffons  Nadclproblem  auf  dem  Gebiete  der  geometrischen  Wahr- 
scheinlichkeit gestellt  worden  ist;  ihr  Urheber  ist  J,  J.  Sylvester.  ^ 
Spezielle  Fälle  des  VierpunktproblemSj  betreffend  das  Dreieck,« 
(las  ParaUclograniuij  da^*  reguläre  Seckseck  und  den  Kreis,  sind  von 
Woolhouse^)  und  von  Crofton^O  behandelt  worden.  DaU  die  Wahr- 
scheinlicbkeit  p  für  den  Kreis  unter  allen  konvexen  Figuren  am  größten  ist^ 
hat  der  letztere  bewiesen;  für  das  Dreieck  dürfte  sie  am  kleinsten  sein. 
In  den  beiden  folgenden  Nummern  legen  wir  eine  Lösnng  füij 
das  Dreieck  und  den  Kreis  vor. 

60,   Beispiel  XXXIX,     Dm  VierpunktproUfim  für  dm  Dreied 
SU  lösm. 

Es  sei  Sl93(Sj  Fig,  9,  das  gegebene  Dreieck  5  seine  Seiten  mögen 
mit  n^  h^  c  bezeichnet  werden. 

Um  den  Mittelwert  ^i  eines  beliebigen  Dreiecks  XYZ  innerhalb 
SISS  zn  finden,  gehen  wir  von  der  spezielleren 
Aufgabe  aus,  den  Mittelweit  ^^  eines  Dreiecks  X  YZ 
tu  suchen,  dessen  eine  Ecke,  etwa  Zj  aiif  dem  Um- 
fange  von  3105,  z.  B.  in  91«  =  ^:  liegt.  Zerlegt 
man  3158E  durch  KZ  in  die  beiden  Teile  j 

%QZ=A,        m^Z^B,  I 

so    daß  9t9JG  =  A  +  B   ist,    so    ergibt   sich    /i^    hei 
dieser  Lage  von  Z  mit  Hilfe  des  Satzes  in  Nr.  53, 


i 


wenn  man   kennt: 


I)  M.  W,  Crofton,  Frobal>ilitj,    Enc-ycl  ßrit,.  9.  <?(üt.  (1886),  XIX,  Art. 
2}  Educational  Times  1867.  S)  1.  c. 
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den  Mittelwert  eines  Dreiecks  X  YZ  in  ?tßZ, 
den  Mittelwert  eines  Dreiecks  XYZ  in  S5SZ, 
den  Mittelwert  eines  Dreiecks  XYZ  in  2l93ß,  wobei  X  in  SIS5Z, 

4  4 

Y  in  S3S-^  liegt;  nach  Nr.  55  ist  der  erste  ^y  -4,  der  zweite  ^^  jB,  der 

dritte  nach  dem  Satze  Nr.  54  gleich  ~  {Ä  +  B),     Mithin   hat   man 
zur  Bestimmung  von  iii{Z)  die  Gleichung: 

(Ä  +  By(.,{Z)  -  1  ^»  +  ^  iS*  +  I  ABiÄ  +  B). 

Daraus  berechnet  sich  zunächst 

^,(Z)  =  l(2(^  +  5)-|^)  =  ,^(^  +  B)(2-i,x(c-x)), 

wenn  ^Z=x  gesetzt  wird;  demnach  ist  der  Mittelwert  Ton  ZXY, 
wenn  alle  Lagen  von  Z  auf  31 S5  berücksichtigt  werden, 

c 

f»!  =  1/^  (Z)  dx  -  i-  (^  +  B)  =  I  F, 

0 

also  bloß  abhängig  von  der  Fläche  F  des  Dreiecks  und  daher  giltig, 
wo  auch  Z  auf  dessen  Umfange  angenommen  wird. 

Zur  Bestimmung  von  /it  hat  man  nun  auf  Grund  des  Satzes  in 
Nr.  58  die  Differentialgleichung: 


Fdv^  =  %dF[\F-i,); 


denkt  man  sich  die  Erweiterung  von  F  um  dF  so  ausgeführt,  daß 
das  Dreieck  dabei  sich  ähnlich  bleibt,  so  ist 

F~+TF~  F  ~  dF'^ 
dadurch  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in 

^  =  3(1  J--^), 
woraus  . 

Nach  der  allgemeinen  Formel  der  Nr.  59  ist  hiemach  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  nichtkonvexen  Vierecks  y,  die  eines  konvexen 
I  =  0,666  •  ■  • . 

61.   Beispiel  XL.   Das  Vierpunkiproblem  für  den  Kreis  zu  lösen. 

Wir  gehen  wieder  zunächst  darauf  aus,  die  mittlere  Fläche  /tt^ 
eines  Dreiecks  XYZ  zu  bestimmen,  von  welchem  ein  Eckpunkt,  Z, 
auf  dem  Umfange  liegt,  Fig.  10. 


84  Erster  Teil.    Wahrscheinlichkeitstheorie. 


Zerlegt  man  den  Kreis  aus  Z  in  die  beiden  Halbkreise  A^  B 


na 


2   ,  SO  ist  der  Mittelwert  eines  Dreiecks  ZXY  in  Ä  oder  in  B 

IIa* 
nach  Nr.  57  gleich  .g    ;  der  Mittelwert  eines  Drei- 
ecks ZXYy  das,  wie  das  eingezeichnete,  einen  Eck- 
punkt in  A  j  den  andern  in  J5  hat,  betragt  auf  Orund 

4a* 
des  Satzes   in  Nr.  54  ..  Demnach   hat  man   zur 

Fi«.  10.  Bestimmung  von  ft^  nach  Nr.  53  die  Gleichung: 

/       3\2  /Äa*\2lla*    ,    /xra^2lla*    ,    ,. /wa'xUa* 

und  findet  daraus 

_  36  a* 
^^  "   365r"* 

Die  Bestimmung  der  mittleren  Mäche  yi  eines  beliebigen  Drei- 
ecks X  YZ  im  Kreise  kann  nun  mit  Hilfe  der  in  Nr.  58  entwickelten 
Differentialgleichung  erfolgen;  diese  lautet  im  vorliegenden  Falle: 


,  .  ..         .     /3oa*  \ 

Tta-au  =  ();ra  <la  i   -      —  ft I , 


wenn   man   sich  den  Kreis   durch  einen  Ring  von  der  Breite  da  er- 
weitert denkt;  dann  aber  ist  auch 

71  a^ -\- 2  n  ad  a         na'        Inada'' 
mit  Benutzung  dieser  Relation  ergiebt  sich  ohne  Integration 

_  35a* 

Hiernach  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines  nichtkonvexen  Vier- 
ecks im  Kreise   ,^,   , ,  die  eines  konvexen  1  —  „.^   «  =  0,7045  •  •  •. 

62.  Willkürliche  Oerade  in  der  Ebene.  Das  System  der 
Geraden  in  der  Ebene  kann  aufgelöst  werden  in  einfach  unendlich- 
viele  Parallel  Systeme  und  in  zweifach  unendlich  viele  Strahlenbüschel. 

Die  Menge  paralleler  Geraden  zwischen  zwei  bestimmten  Grenz- 
lagen wird  durch  den  senkrechten  Abstand  dieser  Grenzlagen  gemessen. 

Die  Menge  der  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und 
zwischen  zwei  Grenzlagen  sieh  befinden,  hat  das  Bogenmaß  des  Win- 
kels dieser  Grenzlagcn  zum  Maße;  insbesondere  ist  tc  die  Menge  aller 
Geraden  durch  einen  Punkt. 

Die  Menge  der  Geraden,  deren  Abstand  von  einem  festen  Punkte 
zwischen  l  -\-  dl  liegt  und  deren  Neigung  zu  einer  festen  Geraden 
zwischen  Ö  und  0  +  dB  variiert,  hat  den  Ausdruck  dldO, 
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k 


Die  Men^e  der  (jferaclen,  welche  nach  Lage  und  Richtu^  vor- 
geschriebenen   Bodingungeu    zu    entapröchen    hubeu,    wird    durch    daa 

Integral  fffUdO  bestimmt,  wobei  im  lotegrationagebiet  den  Be- 
difigungeo  entsprechend  zu  begrenzen  isL 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  es,  ein  Maß  für  die  Menge  der 
Geraden  zu  Ünden,  welche  eine  geschlossene  Kurve  sichneiden.  Von 
der  Erwägung  aiis|Tehendj  daß  durch  alle  Punkte  der  Ebene  gleich* 
viele  Gerade  hindurchgoheu  und  daß  die  Menge  der  Punkte  auf  einer 
Kurve  durch  deren  Läng^  gerae^Ben  wird^  konimt  man  zu  dem  Schlust^e, 
daß  die  Lange  L  der  Kurve  auch  ein  Maß  iiir  die  Menge  der  sie 
schneidenden  Geraden  sei.  Dieser  Schluß  ist  aber  nur  dann  statt* 
haft,  wenn  jede  Gerade  gleich  oft  zur  Zählung  konimt j,  und  dies  ist 
der  Fallj  wenn  die  Kurve  uaeb  außen  dttyr/tam  konvex  ist,  weil  dann 
jede  Gerade   &je   zweimal   sehneidet   ^aid   daber  zweimal  gezählt  wird. 

Nach    den    vorhin   entwickelten   Grundsätzen   wäre    die   m   Rede 

stehende  Menge  durch  f  f  flldd  zu  bestimmen.  Integriert  man  bei 
innenliegendem  Ursprung  0,  Fig.  11,  und  festem  Q  znnächet  nach  /, 
so  ergibt  sich,  weil  dann  6  aller  Werte  zwi- 
schen 0  und  2n  fähig  ist,  der  Ausdruck 

fldß, 

0 

welcher  thatstchlich  die  Länge  der  Kurve  vor- 
ItM. 
Ist  die  Kurve  nicht  durchweg  konvex,  so 
tritt   an   die  Stelle    ihrer  Länge  die  Länge  eines  sie  umspannenden 
Fadens. 

Liegen  in  einer  Ebene  zwei  konvexe  Konturen  derart,  daß  der 
eine  (von  der  Länge  L)  den  andern  (von  der  Länge  L')  umschließt^ 
so  kommt  die  Wahrscheinlichkeit^  daß  eine  den  äußern  Umriß 
schneideöde,  sonst  beliebig  gezogene  Gerade  auch  den  innern  Umriß 

schneide,  gleich  dem  Verhältnis   ^    der  Längen.   Dieser  Satz  läßt  sich 

bei   der  Lösnng  von  Aufgaben  über  geometrische  Wahrscheinlichkeit 

in  mannigfacher  Weise  verwerten, 

63,  Beispiel  Xltl.  Eine  Sdmle  mit  honvexfm  Umriß  mrd 
auf  cim'  Ebtur  fßeiivrfhij  die  mit  äqnidhtuHten  Parallelen  ubensogen 
i^l  es  ist  die  Waltrscimidichkeii  m  bfstimmenf  daß  die  Seheibe  eine 
dtrr  Parallel f¥i  decke,  vorausgeMhif  daß  sie  vermöffr  ihrer  Form  und 
Größe  nickl  mehrere  zugleich  decken  kann. 


^ig^  11* 


1)  Cauehj,  Compi  rend.  XIH  (1941%  |»,  1060  ff. 
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Diese  Aufgabe  kaim  in  die  folgende  uiogewandelt  werden;  Die  j 
Seheibe  ist  von  einem  Kreise  umsehlosBeTi,  dessen  Durchmesser  gleich  I 
ist  dem  Abstand  2a  der  Panülellinien;  wie  groß  ist  die  Wahrsehein- 
liehkeit,  daß  eine  Gerade,  welche  den  Kreis  schneid  et  j  au  eh  den  Um- 
fang der  Scheibe  treffe?  Denn  wird  die  Scheibe  in  fester  Verbindung 
mit  dem  Kreise  auf  die  beatigte  Ebene  geworfen,  so  muß  eine  der 
Parallelen  den  Kreis  sehneiden:  es  handelt  sich  also  nur  mehr  um 
die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  auch  die  Scheibe  treffe,  und  diese  iBt| 

^— ,  wenn  L  den  Umfang  der  Scheibe  bedeutet 

Die  Losiung  des  Nadelproblenis  (Nr.  4H)  i^t  hierin  uls  spezieller' 
Fall   entbaUen;    denn   man   kann   die   Nadel,   deren  Länge  2c  ist,   alsj 
Orenzform  einer  konvexen  Scheibe  vom  Umfange  4^  ansehen;  dem- 
nach   ist   die  Wahrscheinlichkeit,    daß  die  auf  die  Ebene   geworfetiai 

Nadel  eine  der  Parallelen  kreuze,  p  —  ^ —  =s  -  -  - 

Die  vorstehende  Aufgabe  verdankt  ihren  Ursprung  eineui  inj 
Frankreich  unter  dem  Namen  jjeu  du  Joint  couvert"  geübten  Spiele,] 
bei  welchem  eine  Münze  auf  einen  durch  Fugen  in  gle  ich  breit©  1 
Streifen  zerlegten  Fußboden  geworfen  und  darauf  gewettet  wird,  daB 
sie  eine  Fuge  decken  werde.  Aufgaben  ähnlicher  Art  sind  von 
Buffon^)  zuerst  gestellt  worden-  Verallgemeinerungen  dertelben  hat 
Barbier -)  behandelt. 

64.    Beispiel  ZLH«     Dh-  WahrselmttlwhMt  m  fndet}^  daß  mt^fl 
Gf'radtu    uvlchc  t'hw  köHVPje  Kurve  L  schneidHj   ainJi  nm  au/.'erhoBf 
ihr  bifuifflirhr  hnircxe  Ktin-f  L  schneiden  werde. 

Die  Lösung  erfordert  die  BeBtimmung  des  Maßes  für  die  Menge 
jener  Geraden^  welche  beide  Kurven  zugleich  schneiden. 

Zu   diesem  Ende  verzeichne  man    die   inneren  und  äußeren  ge- 
meinsamen   Tangenten    der   Kurven    und    überlege    an    der  Hand   der 

Fig.  12  wie  folgt:  Die  Menge  der  Üeraden 
welche  den  konvexen  Umriß  OPLQO,  und 
derjenigen,  welche  den  konvexen  Umrifi 
OP'L'Q'O  sehneiden,  ist  durch  die  Summe 
der  Umiange  beider,  also  durch  die  Länge 
des  beide  Kurven  umspannenden  und  sich 
kreuzenden  Bandes  gemessen*  Unter  diet^en 
Geraden  kommen  diejenigen,  welche  L  imd 
L'  zugleich  schneiden»  zweimal  vor.  Vergleicht  man  die  beschriebene 
Menge  mit  der  Mannigfaltigkeit  jener  Geraden,  welche  den  konvexen 
Umriß  LliKL'S'SL  schneiden,  die  gemessen  wird  durch  die  Länge  Y 
des  beide  Kursen  umspannenden  und  sich  nicht  kreuzenden  Randes, 
go   erkennt  man  leicht,   daß  in  dieser  Mannigfaltigkeit  alle  Gerade 


Ffff.  12 


1)  L  L\  Nr  48.  2)  Jourual  Lbunlle,  (2)  V,  1860, 
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I 


der  erstbetraeliteteti  Menge  auch  vorkommeu,  daß  jedoch  die  L  utid  IJ 

Eogltich    Bchneidenden    darin   nur   einfach  auftreten;   daher  mißt  die 

Difierenz 

X-  Y 

die  Menge  dieser  letzteren  Geraden. 

Da  L  {darunter  die  Läüge  der  Kiirre  verstanden)  die  Menge  der 
Geraden  bedeutet,  welche  die  gleichnamige  Knrve  schneiden ,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  daß  eine  willkürliche  unter  diesen  Geraden 
auch  L'  treife^ 


l>  = 


X—Y 


Ein  einfaches  Beispiel  hieran  bietet  die  folgende  Aufgahe:  Die 
Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  daß  eine  Gerade,  welche  die  Halh- 
kreislinie  ÄVJi  (Fig.  13)  triölfc,  auch  die  supple- 
mentäre lialbkreiBliDie  ADli  schneide. 

Zunächst  denke  mmi  sieh  jede  der  Halbkreis- 
linien durch  den  Durchmesser  AOH  2n  einem  kon* 
vexen  Kontur  ergänzt.    Man  erkennt  nun  leicht,  daß 

X  =  ara  +  2a,     X=2na  +  4üj     Y=  9^ 
ift|  infolge  dessen  hat  man 

40  4 


ts^a 


P- , 


0,7779  >*.. 


Indessen  kann  die  Aufgabe  auch  mittels  des  Sehlnßsat/^es  von  Nr.  62 
gelöst  werden.  Die  Gerade^  welche  AGB  schneidet,  trifft;  auch  und 
nur  dann  den  supplementären  Halbkreis,  wenn  sie  den  Durchmesser 
AB  schneidet;  dieser  aber  kann  als  die  Grenzform  eines  geschlossenen 
konvexen  Umrisses  von  der  Länge  Aa  innerhalb  des  ebenfalls  kon- 
vexen Umrisses  A<*BOA  von  der  Länge  ^«  +  2«  betrachtet  wenlen. 

6ö,  Beispiel  XUZI.  Es  üi  die  Wahrsrhemlichlrit  su  brsf immens 
flafJ  sti-ei  beliehitfr  Svkanten  ekifis  Jconvej^en  gesckkssm^i  Umrmes  ein- 
(mtfer  innfrhfiJh  thisselhen  schneiden. 

Die  Länge  des  Umrisses  Bei  L,  die  von  ihm  eingeschlossene 
Fläche  heiße  F. 

Die  auf  der  eratgezogenen  Sekante  ausgeschnittene  Sehne  c  kann 
als  die  Grenzform  eines  geschlossenen  konvexen  Umrisses  von  der 
Lange  2t'  angesehen  werden,  der  innerhalb  des  gegebenen  liegt;  daher 

igt    f    die  Wahrscheinlichkeit,    daß    die   zweite   Sekante  diese  Sehne, 

also  die  erste  Sekante  innerhalb  //  schneide.  Sind  /,  0  die  Para- 
meter  der  ersten   Sekante  in   der   in   Nr.  62   erklärten   Weise,  so  ist 

die  Wahrscheinlichkeit  der  Sehnenlänge  (\  folglich 


2c 


dldO 
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die  zdünmraengesetzte  Wahrscheinlichkeit,  daß  bei  dieser  Lage  der 
ersten  Sekante  ein  innerer  Schnitt  erfolge.  Die  totale  Walirschem- 
lichkeit  eines  öolcheu  Schnitte«  iftt  also: 

nun  hestiinmt  fvdJj  auf  alle  Sekanten  einer  bestimmten  Richtung  Be- 
zogen, die  Fläche  Fj  nod  die  noch  übrige  Integration  nach  &  ist 
zwischen  den  Grenzen  0  und  tc  vorzunehmen;  daher  ist  endgiltig 

Zu  einem  andern  Ausdruck  für  />  gelangt  man,  wenn  man  4ie 
mittlere  Lange  der  Sehne  e^  ft(^*)i  zii  Hilfe  nimmt;  dann  ist  nämlich 
unmittelbar  (Nr.  51) 

Durch  Vergleichung  beider  Resultate  ergibt  sich  die  mittlere 
Sehiienlänge  eines  konvexen  Konturs  von  der  Lilnge  L  und  der  ujn- 
schlossenen  Fläche  F: 

Aus  diesen  allgemeinen  Formeln  ergibt  sich  beispielsweise,  daß 
zwei  beliebige  Sekanten  eines  Quadrates  von  der  Seite  a  sich  mit  der 

Wahrscheinlichkeit    —  =  0,3927  ■  ■  ■  innerhalb  des  Quadrates  schneiden, 

und   daß  die  mittlere  Länge  der  auf  den  Sekanten  ausgeschnittenen 

Sehnen  gleichkommt  —    ;  daß  zwei  beliebige  Sekanten  eines  Kreises 

vom  Halbmesser  a  sieh  mit  der  Wahrseheinlichkeit  -^  =-  Üß    innen 

schneiden  und  die  mittlere  Länge  der  Sehne       -  beträgt'). 


U,  Absdinitt.    Walirsilieinlichkeiten, 
betreffend  die  Ergebnisse  wiederlioiler  Beobachtungen. 

g  1.    Das  Theorem  von  Bernoulli. 

ee,  Entwicklung  der  FrageBtellung.    Aus  der  Verwirklichung" 
gewisser  allgemeiner  Bedingungen  möge  mit  Notwendigkeit  eines  der 
Ereignisse   E^  F  hervorgehen^  für  das  Eintreten   des  ersten   bestehe 

1)  Bezfiglicli  weiterea-  Beispiele  über  ,,Geometri»c3iö  WÄhrackeinHchkeiten 
und  Mittelwerte*'  k&nn  auf  de*  Verf. 8  gleicknamlge  Schriffc  (Leipzig,  lßJS4)  veff-J 
wie  Ben  werden. 


^"  U,  Abschnitt    WaUrs^cbeiulichkeiten,  i>*.*tr.  die  Ergt!btii««e  u,  b.  w,         89 

die  Wiihrseheinlichkeit  p,  für  das  ?. weite  die  Wtihrscbeinliohkeit  ly, 
so  dai5  p  -f  fj  =  1  i&t.  Die  Verwirklichung  ( Vermicli,  Beolmchtiing) 
soll  nicht  ßinmal,  sonderu  s-mal  geschehen;  jedoch  sei  ausdriicklicli 
Torausgesetzt,  daß  der  Komplex  der  allgemeinen  Bedingungen  in  dem 
Simie  nn veränderlich  hleibe^  daß  die  Wabr^eheinlichkeiten /^»  q  bei  jedem 
Versuche  die^^elbeu  Werte  besitzen.  DaB  einfachste  Schema  für  diesen 
Sachverhalt  kann  in  wiederholten  Ziehungen  einer  Kugel  aus  einer 
Urne  erblickt  werden,  welche  weilie  und  sehwarze  Kngehi  in  be- 
stimmtem Mengenverhältnis}  enthalt;  die  gezogene  Kugel  wird  jedes- 
mal ztirückgelegi  und  unter  die  andern  gemengt,  ehe  der  uäcbste  Zug 
geschieht;  das  Erscheinen  einer  weißen  Kugel  gelte  als  Ereignis  K^ 
da^  einer  schwarzen  als  Ereignis  F, 

Wenn  man  blo«  die  Wiederholongszahlen  der  Ereignisse  Ey  F 
m  Betruüht  zieht  und  von  ihi^er  Reihenfnlgej  falls  sie  überhaupt  fest- 
steUbar  wäre,  absieht,  so  sind  s  +  1  verschiedene  Gesamterfolge  der 
s  Beobachtungen  möglich.     Es  kann 

das  Ereignis  E    s-mal,       das  Ereignis  F  gar  nicht, 

tj  n         »  '**^t„  ^  „         ,j    Imal, 

n  n  n  *      -  ?j  n  v  !t    -'   n 

das  Ereignis  E  gar  nicht,  das  Ereigiiis  F  s-mäl 

eintreten.    Die  Wahrscheinlicbkeiten  dieser  Kombinationen  sind  durch 
die  aufeinander  folgenden  Glieder  der  nach  fallenden  Potenzen  von  p 
ordneten  Entwicklung  von 

bestimmt  (s.  Nr.  37);  insbesondere  stellt  das  Olied 

min!'    ^  ^   ^ 

die  Wahrscbeioliehkeit  dar,  daß  der  Gesamterfolg  in  der  w -maligen 
Wiederholung  von  E  und  der  «-maligen  Wiederholung  von  F  besteben 
werde  oder,  falls  er  sehen  vorliegt,  I>e8tehe. 

Es  mag  hervorgehoben  werden,  daß  diese  Wahrscbeinlichkeits- 
messung  für  einen  Gesamterfolg  gerade  so  wie  die  Wahrscheinliehkeits- 
hestimmiing  für  den  einzelnen  Versuch  lediglich  auf  der  Wahrscbein- 
bchkeitsdefinition  beruht  und  demgemäB  folgenden  Sinn  bat:  In  dem 
Gesamtumfang  der  Auafübrungsmöglichkeiten  der  s  Versuche  machen 
diejenigeD,  welche  mit  Notwendigkeit  zu  dem  in  Rede  stehenden  Ge- 
samterfolg hinführen,  einen  Teil  aus,  dessen  Verhältnis  zum  Ganzen 
durch  die  Zahl  (1)  bestimmt  ist 

L  Hinsicht  lieb  der  möglichen  Erfolge  der  s  Versuche  sind  nun  zwei 
Fragen   von   besonderer  Bedeutung:   Welcher  imter  den  Erfolgen   ist 


I 


9Ü 
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sich  ein  Erfolg  einstelleu  werdcj  der  von  dem  wahrschelnlichsteü  nicht ' 
mehr  als  innerhalb  vorgegebeuer  Grenzen  abweicht? 

Der  Sinn  des  Wortes  ,,Ahweichung"  igt  hier  der  folgende:  Sind 
nf\  n  die  Wiederhohmgsxahlen  von  E  und  F  in  der  wahrscheinlichsten  ^ 
Kombination j  so  weist  eine  Korabiiiation  mit  den  Wiederholungs-  H 
zahlen  m^  n  die  Abweichung  m  -  m  =  —  {n  —  n)  auf;  um  so  viel 
übertrifl't  (wenn  m  —  m  >  0)  die  WiederhohingszÄhl  Ton  E  in  der 
letzteren  KombiJiation  jene  in  der  wahrecheinlichsten  Kombination^ 
oder  nm  so  viel  bleibt  sie  hinter  ihr  zurück  (wenn  m  —  m  <  0), 

Die  Beantwortung  der  aufgestellten  Fragen  bietet  keine  prin- ' 
zipiellen  Schwierigkeiten  dar.  Die  erste  erfordert  die  Festetelluag  des 
größten  Gliedes  In  der  Entwicklung  von  (/>  +  qf\  die  Exponenten 
von  Pj  q  in  diesem  Gliede  kennzeiehnen  die  wahraeheinlichste  Kombi* 
nation^  der  Wert  des  Gliedes  selbst  gibt  ihre  Wahrscheinlichkeit  um 
die  zweite  Frage  zu  beantworten,  hätte  man  jene  Glieder  der  Ent- 
wicklung auszurechnen^  welche  Abweiebungen  innerhalb  der  vor- 
gezeichneten (frenzen  aufweisen;  ihre  Summe  gäbe  die  Wahrschein- ] 
lichkeit,  daß  diese  Grenzen  nicht  überschritten  werden, 

Ist  s  eine  nur  maüige  Zahl  und  sind  auch  p^  q  durch  kleine 
Zahlen  ausgedrückt,  so  verursacht  die  Ausführung  dieser  Rechnungen 
keine  große  Mühe,  Wir  wollen  zwei  Beispiele  in  dieser  Art  erledigen, 
um  daran  einige  Wahrnehmungen  zu  knüpfen. 

Aus  einer  llrne^  w*elche  zwei  weile  und  eine  schwarze  Kugel 
euthält,  mögen  (i  Ziehungen  vorgenommen  werden* 

Die  Entwicklung  " 

ti+i)*-®'+»©>'»(D*G)+^'«0"G)'+'M:)*ö"+«0G)'+ia: 


I 


64 
T29 


im     , 

240 

160 

(iü 

13 

792  ^ 

792 

+ 

792 

+ 

792 

+ 

792 

i 


+  70S 

zieigtj  daß  die  Kombination,  welche  4  weiße  und  2  Bchwarae  Kugeln 
umfaßt,  unter  allen  die  wahr  sehe  inlichste  ist;  auf  die  Frage  nach  der 
Wahrseheinlichkeitj  daß  die  Wiederholungszahl  der  weißen  Kugel 
nicht  Über  5  und  nicht  unter  3  falle,  die  Abweichimg  von  der  wahr- 
scheinlichsten Wieclerholungszahl  also  nicht  mehr  als  1  nach  auf-  oder 
abwärts  betrage,  gibt  sie  die  Antwort: 

19S    240    160  _  592 

791  ^  792  "^  792  ~  792' 

Aus  derselben  Urne  sollen  doppelt  so  viel,  das  sind  12  Ziehungen 
vorgenommen  werden. 

2 

Die    13   (tlieder  der  nach   fallenden  Potenzen  von    ,     geordneten 

^  +  ^  j      sind  Brüche    mit   dem  Nenner  531441 
und  den  Zählern: 


A 
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4Wfi,     24570,    < 57584,     111^640,     12(^20,     101376^    01^136,    1^5344, 
7920,     1760,    2U,    24,     h 

Daraus  ist  zu  entnehmen,    duü   die  Kombination   von   8   weiEen  und 
4  schwarzen  Kugeln   ilie   walirsclieinlichete  ist;   dal3  fernei'  die  Wahr* 

Ischeioliehketi,  weiß  werde  nicht   öfter  als    lOiual  iind  nicht  seltener 
§im  6  mal  sieh  einstellen  ^  gleich  i^t 
mh 
bei 


67584  ll;2t>40         126720         llU»7t5         ÖOläl 

Ö3U41  "•"  5SJ441  '^  ösTui  ""^  öälUl  ^  öäiüi 


5S1441 


An  diesen  Beispielen  sei  folgendes  hervorgehoben. 

Bei  t>  Ver)*ucheii  hat  die  wahrsclieinlichste  KombinatioD  die  Wahr- 

i 

^cheiuiichkeit: 

^^?  =  0,3030.., 


I 


bei   12  Versnchen  —  die  übrigen  Umstiinde  blieben  unverändert  —  die 

Wahrscheinlichkeit: 

1^67:20  _  ^ 

5MUI  -^^^^'J-     -, 

diese  Wahrscheinlichkeit  hat  nich  mit  der  wachsenden  Anzahl  der 
Veranche  venimdert-  Diese  Erscheinung  kann  nicht  überraschen^ 
wenn  nmu  bcachtetj  daÜ  mit  der  Anzahl  der  Versuche  auch  die  Mengt' 
der  möglichen  Erfolge  wächst. 

Für  die  Grenzen  5^  3  der  Wiederholungsxahl  weilier  Kugeln  ergab 
»ich  bei  6  Versuchen  die  Waluscheinlichkeit; 


502 
792 


0,7474-  >  .; 
für  tue  Grenzen  10,  i>  bei  12  Versuchen  die  Wahi-wchemlichkeit: 


SIS?'ö.^'9«--- 


Dae  Verhältnis  der  Grenzen  zur  Gesumtzahl  der  Versnebe  ist  beidemal 

die   Wabrscheinlicbkeit   der 


dasselbe  j  nämlich       ^  - 


und  ^^^^, 


Nichtiiberschreitung  dieser  Grenzen  fiel  das  zweite  Mal  gröüer  aus* 

Die  Reihe  der  WahrBcheinlichkeiten   ist  asymmetrisch  j  nach  der 

Seite  des  Ereignisses  mit  der  grölieren  Wahrscheinlichkeit  kürzer  nnd 

ans    grötlereu   Zahlen    bestehend,     Sie    würde   symmetrisch  ausfallen, 

1 
wenn  p  =  q  =  ^    wäre. 

Bei  sehr  (fro/Jm  W^erten  von  s  und  weiteren  Grenzen  der  Ab- 
weichung wird  die  direkte  Erledigung  der  gestellten  Fragen  wegen 
der  Weitläufigkeit  und  Umständlichkeit  der  erlbrder liehen  Rechnnngen 
physisch    undurchführbar.     Für   solche  Fälle   sind  mt  Ä.et  %^^^  ^-x 
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Jakob  Bernoalli  diese  Untersuch  ungen  La  AngrLft'  geuommen 
Näher uiigöniethoden  ausgebildet  worden,  um  welche  sich  insbesondere 
A.  de  Müivre^),  J,  Stirliüg^),  C.  Maclaurin-^),  L.  Euler^)  und 
P.  S.  Laplace*^)  verdient  gemacht  haben.  Mit  der  EntwickliHig  dieser 
Analyse  und  ihrer  Anwendung  auf  verschiedene  Probleme  beschaftigeu 
sich  die  folgenden  Nummern. 

87.    WalirsclieinllchBteB   £rg^eliiiiB    einer   VerauchsreOLe. 

Die   Ennittlimg    deasdheii    fallt    zusammen    mit   der   Ali  fauch  ong   des 

größten  Gliedes  der  Entwicklung  von  (i> -h  $)'-     Ist     y  ^if^q**   dieses 

(ilied,  so  steht  es  mit  dem  vorangehenden  und  nachfolgenden  in  der 
Beziehung: 


I 


^1 


worauii  einerseits 
andererseits 


f +  i.jfi- 1 


< 


rr  >  ü^r^ 


s\ 


(m-l)i{n  +  l)\ 


pm-^^n^l^ 


n  + 


4>i 


folgt;  eliminiert  man  hieraus  u  und  q  mittels  der  Gleichungen  m  +  n  ^s 
und  p  +  q  ^  Ij  so  ergeben  sich  für  m  die  Grenzen: 

sp  -q<  m  <  sp  +  p.  (1)' 

Da  das  Intervall  dieser  Grenaen  1  beträgt,  so  ist  durch  sie,  sofern 
sie  nicht  ganze  Zahlen  sind,  m  als  ganze  Zahl  eindrufif}  bestimmt, 
lat  hingegen  ^p  —  q  und  infolge  dessen  auch  sp  +  p  eine  ganze  Zahl, 
so  ergeben  sich  zwei  um  eine  Einheit  verschiedene  Werte  von  m,  die 
Entwicklung  hat  zwei  gleiche  Glieder,  welche  größer  sind  als  alle 
übrigen. 

Wie  dem  auch  sei,  der  Quotient  '-'  unterscheidet  sich  höchstens 


um        von  p   und  ebenso  der  Quotient  —  höchstens  am     -  von  qi 


I 


ist  sp  eine   ganze  Zahl,   dann   ist 
sprechende    Zahl    und  dann    g 

gleich  q. 


m  =  sp  die  der  Relation  (1)  ©nfc- 
enau    gleich   jj,    ebenso    —    geuaa 


11.  *ilU-*J3ö  (Ofitwalds  Klaaaiker  Nr.  Un 
Mifltollauea  analjtic 


1)  Ar«  conjectÄndi»   fmn*  i:|Uürtsi, 
p.  Tl^lOfj. 

2)  Doctrine  of  c hauet»  (3,  Aufl.  1756)  ^  p.  24'6—2H 
(1750),  Supplem. 

a)  Methodna  dlfferentialirt  (173U\         4^  Treaki««  ol"  Fluiiont  (1743), 
5)  InetitutiotieB  ealeuH  differt^ntiali«  (1755), 
ö)  Th^rie  analyt.  d.  probftb.  (1812),  cEap,  HL 
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Unter  allen  Ergebnissen,  die  in  s  Versuchen  möglich  sind,  ist  hier- 
nach dasjenige  am  tvahrscheinlicltsten,  in  welchem  das  Verhältnis  m :  n 
der  WiederholungszaJüen  von  E  und  F  dem  Verhältnis  p :  q  der  Wahr- 
sclieifüichkeiten  gleich  oder  am  nächsten  ist 

Die  weiter  folgende  Analyse  läßt  es  za^ 

m=^sp,    n  =  sq 
zu  setzen  und  daher  das  größte  Glied  in  der  Form 

auch  dann  zu  schreiben^  wenn  sp,  sq  nicht  ganze  Zahlen  sein  sollten. 
Zur  Erläuterung  dienen  die  folgenden  Zahlenbeispiele.  Aus  einer 
Urne  mit  3  weißen  und  2  schwarzen  Kugeln  werden  400,  beziehungs- 
weise 623,  624  Ziehungen  gemacht;  welches  ist  in  jedem  Falle  das 
wahrscheinlichste  Resultat? 

Die  Wahrscheinlichkeit  einer  weißen  Kugel  ist  /)==*,  die  einer 

schwarzen  7  =    -- 

Bei  s  =  400  ist  sp  =  240,  sq  =  160,  und  da  dies  ganze  Zahlen 
sind,  so  besteht  die  wahrscheinlichste  Kombination  aus  240  weißen 
und  160  schwarzen  Kugeln. 

In  dem  Falle  5  =  623  sind  373  |-,    374-^   die   Grenzen   des   m 

einschließenden  Intervalls;  daher  ist  m  =  374,  n  =  249. 

In  dem  Falle  s  ==  624  findet  man  374,  375  als  Grenzen  des 
Interralls  für  w;  man  darf  daher  ebenso  wohl  m  =  374,  n  =  250  wie 
tn  =  375,  n  =  249  setzen. 

68.  Nähenmgsweise  Darstellimg  des  gröBten  Oliedes. 
Ist  s  eine  große  Zahl,  so  darf  man  die  in  dem  maximalen  Gliede  Tq 
auftretenden Faktoriellen  mittels  der  StirlingschenFormel  ausdrücken; 
darnach  ist  ^ 

s\  =  s^^-e-'y2lt 

^    ,  1 
(sjyy.^isiyy    ^  e-'py27t 
,  1 

(sq)\=-{sqy''^'e-'^y27t', 

daraus    ergibt   sich   für   den   Binomialkoeffizienten  *,  -y   der   an- 

genäherte  Wert  ^  ^'^^'  ^'^^' 


»P+  ^     '9  +  Y    ,- 
p         '  q         ^  y27 


und  für  das  größte  Glied  der  näherungsweise  Ansatz: 


^'^y2^'  ^^^ 


94 


Kwter  ToiK    WabrsebeiiiUelikeitBtbeorie. 


Bei  demselbeu  p,  q  tiimmt  al^o  die  Wahrscheinlichkeit  der  wahr- 
öcheiidichsteu  Koiiibinatioii  niit  waeliaender  Versuchszahlj  und  zwar 
im  Verhältnis  ihrer  reziproken  Quadratwurzel^  ab.     Bei  gegebenem  .s 

hat  jfy  den  kleinsten  Wei-t^  wenn  p  =-  q  =  ^    ist 

Dali  bei  UM)  Würfen  mit  einer  Münze  gleich  oft  Wappen  und 
Schrift  sich  einateUe^  hat  die  Wahrscheinlichkeit 

— l—  =  0,025L>ai ; 

yöoow 

daß  in  lOOC)  Ziehungen  miö  einer  Urne  mit  4  weißen  und  1  schwarzen I 
Kugel  Hrn)  weiUe  un<l  L^O)  schwarze  Kugeln  erscheinen,  ist  mit  derj 
Wahrscheinlichkeit 

-L^  =  0,031539 

zu  erwarten. 

Um   xn  zeigen,    daß   die  Formel  (3)  auch  schon  bei  maßigem 
ziemliche  Annäberung  gibt,  benützen  wir  die  beiden  Beispiele  in  NrJ 

Dort  war  p  =  .j^  ^    (1=  ^ 

und  für  5  -    6  der  strenge  Wert  von  T^  =  0,3030, 

der  angenäherte  ist      0,B455^ 

für  N  -  12  {{i^r  strenge  Wert  von   T^  =  0,2380, 

der  angenäherte  ist      0^2443. 

Welche  Näherung  sie  i>ei  großem  s  liefert,  soll  bei  dem  Falle  s  =  120 
durch  Nebeneinanderatellung  der  sti'engen  und  der  Nähenmgsrechnuj 
dargethan   werden;   die   linksstehende  Rechnung   ist  mit  Hilfe  der  in' 
der  Fußnote  zu  Nr.  10  an  zweiter  SteUe  erwähnten  Logarithmentaf^ 
der  Fakultäten  geführt. 


„  _     12001      s^^ 
ö  ^  80Ö1400!  3*»*"^ 


log  1200! 
log  800! 


3175,802827 
=  1976,887084 


1         log    400!  = 

868,806414 

i 

8l>01.>g2  = 

330,109329 

■J40,HL^3997 

1300  log  3  = 

570,933326 

572,545506 

rp g 

log  4800  =  3,6811^41 

log  3r  =  0,497100 

4,I7S3yi 

2,08919« 
l..>{;i  =  0,477121 

log  r,  =  0,387925-5 
r,  =  0,024430 


0,387820-2 
0,024424 
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69.  Näherungsweise  Darstellung  eines  Gliedes,  das  von 
dem  maximalen  eine  Abweichung  von  der  Ordnung  ^h  auf- 
weist. Dasjenige  Glied,  welches  dem  größten  Gliede  vorangehend  von 
diesem  durch  Z  —  1  Glieder  getrennt  ist,  hat  den  Ausdruck: 


das  hierzu  symmetrisch  angeordnete  Glied  lautet: 


^-«  =  , 


>-0!(«g  +  0! 


CK.l^'-'t 


P-i(^q^i 


(4) 


(5) 


Um  für  das  erstgedachte  Glied  unter  der  Voraussetzung,  daß  l 
eine  Zahl  von  der  Ordnung  j/s  sei,  und  upter  Vernachlässigung  von 
Größen  von  der  Ordnung  aufwärts  einen  Näherungswert  zu  er- 
halten, drücke  man  zunächst  die  Fakultäten  mit  Hilfe  der  Stirling- 
sehen  Formel  aus;  dabei  benütze  man  die  Umformung 


«p+'+ . 


und  ähnlich  bei  (5//  — Z)!.    Dadurch  ergibt  sich  für  T,  der  Ausdruck: 


T, 


—  *p  —  /  — 


}/27rsp5 


('+.',.)    '('-.;) 


-*94-/-; 


Nun   ist   mit   der   oben   angegebenen   Approximation   der  natürliche 
Logarithmus 


I^«K  (^  +  /p) 


-*;;-/- 


=  _  ;  _    ' '  -  j : I 


^"^c-;,)    '=--(-^-'+;)(-.i-.-j?-) 


7  Z* 

"Isa        2  80 


P 


9q        "isq        6  s*  g* 
die  Summe  dieser  Logarithmen  reduziert  sich  auf 


(p-'i)/ 
2spq 


P P_ 

2spq        ijs*p* 


--  + 


das  Produkt  der  beiden  Klammerfaktoren  von  T^  kann  also  durch 


P  l* 
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oder  durch 

-27p-,  (i    .    IPZI«^^'    .    Jl ?1_    . 


e 


ersetzt  werden.  . 
Hiernach  ist 


daraus  ergibt  sich  ohne  weitere  liechnung: 

_    z» 

Der  gemeinsame  Faktor  beider  Ausdrücke  ist  eine  gerade  Funktion 
von  Z;  der  zweite  Faktor  führt  die  Asymmetrie  herbei;  ist  |)  >  g,  so 
ist  i;>  T_,. 

Wird  die  Summe  der  beiden  Wahrscheinlichkeiten  Tp  T_,  ge- 
nommen, so  ergibt  sich  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Abweichung 
nach  auf-  oder  abwärts  /  ])etrage,  und  diese  ist 

Sofern  man  also  Glieder  der  Entwicklung  zusammenfaßt,  welche 
in  Bezug  auf  das  größte  Glied  symmetrisch  angeordnet  sind,  darf 
man  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  von  l  und  mit  der  bezeich- 
neten (Jenauigkeit  die  Werte  von  T^  durch  die  gerade  Funktion 

1         ._  t 
J,  =    :  __  _  e    ä'^'v  (6) 

\2n8pq 
darstellen. 

Indessen  liegt  es  in  der  Natur  dieser  Funktion,  in  ihrer  außer- 
ordentlich raschen  Abnahme  mit  wachsendem  x,  daß  man  sie  auch 
über  die  angegebenen  Grenzen  hinaus  anwenden  darf*,  ohne  einen  er- 
heblichen Einfluß  auf  die  ziffermäßigen  Resultate  befürchten  zu 
müssen.  Es  werden  für  beträchtliche  Abweichungen  sowohl  die 
strengen  wie  auch  die  nach  dem  Gesetze  (6)  gerechneten  Näherungs- 
werte von  1\  so  außerordentlich  klein,  daß  sie  bei  Lösung  einer 
praktischen  Frage  nicht  in  Betracht  kommen. 

Die  rasche  Abnahme  von  jT^  mag  aus  dem   folgenden  Beispiele 

3  2 

ersehen  werden.     Für  l>  =  !.  ,    ?  =  r  >  .s  =  2500,  in  welchem  Falle  l 

von  der  Ordnung  von  50,  also  als  ein  mäßiges  Vielfache  von  50  sein 
darf,  ergibt  die  Rechnung  nach  (O): 


n.  Abschnitt.   Wahrscheinlichkeiten,  botr.  die  Ergebnisse  n.  s.  w.         9? 


To- 

=   V  ^  =  0,016287 

yi2oo« 

25 

T^- 

^T^e   «  =  0,0020280 

T^- 

16 

=  T^e    »  =  0,000078632 

^100  - 

=  ^0«"^  =  0,0000039149 

^150  = 

=  T^e~  *  =  0,00000000019318, 

Die  weitere  Abnahme  erfolgt  so  rasch,  daß  T^qq  erst  an  der  93.  Stelle 
eine  bedeutsame  Ziffer  hat. 

70.  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Abweichung  innerhalb 
gegebener  Grenzen  verbleibe.  Die  Wahrscheinlichkeit  P,  daß 
die  Wiederholungszahl  von  E  zwischen  die  Grenzen  sp  —  l  und 
sj)  +  l  und  entsprechend  dem  die  Wiederholungszahl  von  F  zwischen 
sq  —  l  und  sq  +  l  falle,  mit  andern  Worten:  daß  die  Abweichung  des 
Erfolges  von  der  wahrscheinlichsten  Kombination  dem  Betrage  nach  l 
nicht  überschreite,  ist  dargestellt  durch  die  Summe 

T,  +  2(L,  +  •  •  •  +  To  +  r_,  +  • .  •  +  r_,  =  2  ^- 

Diese    Summe   läßt   sich   aber   durch   folgende   Betrachtung   auf  ein 
Integral,  und  zwar  mit  großer  Annäherung,  zurückführen. 

Faßt  man  die  Gleichung  (6)  als  Gleichung  einer  Kurve  auf, 
wobei  Tj.  die  Ordinate  bedeutet,  so  kann  die  Fläche  zwischen  der 
Kurve,  der  Abscissenachse  und  den  Ordinaten  T,  und  jT.,  näherungs- 
weise mittels  der  zu  den  Abscissen  ?,  i  —  1,  1  —  2,  •  •  •  —  (Z  —  1)  ge- 
hörigen Ordinaten  wie  folgt  ausgedrückt  werden: 

ein  mit  diesem  gleichberechtigter  Ausdruck  lautet^): 

?;-i  +  ^,-,  +  •  •  •  +  7-,; 

größere  Genauigkeit  wird  erzielt,  wenn  man  das  Mittel  beider  Summen 
nimmt;  demnach  kann 
i  i 

fT^dx  =  2fTßx  =  1\_,  +  T,_,  +  . . .  +  T_(,_,)  +  ^'+/-' , 


1)  Der  erste  Ausdruck  entspricht  der  Summe  der  Rechtecke,  welche  er- 
halten werden,  wenn  man  durch  den  Endpunkt  jeder  Ordinate  bis  an  die  be- 
nachbarte eine  Parallele  zu  XX'  nach  rechts  zieht;  der  zweite  Ausdruck  gibt 
die  Summe  der  Rechtecke,  welche  durch  das  Ziehen  der  Parallelen  nach  links 
erhalten  werden. 

Csubar,  Wahrtcheinliclilceirfreoliziuiig.  \ 
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also 

0  — / 

gesetzt  werden,  woraus^) 


^T,^2fTJx  + 


2 

0 

folgt. 

Setzt  man  für  T^,  T„  T_,  die  Werte  der  Gleichung  (6)  gemSß 
ein,  so  ergibt  sich  für  P  die  Darstellung: 


1)  Diese  Formel ,  welche  wir  hier  aus  einem  Falle  der  einfachen  mecha- 
nischen Quadratur  gewonnen  haben,  ist  zuerst  von  Laplace  (L  c.)  mittels  der 
Eul ersehen  Summenformel  abgeleitet  worden.    Diese  löst  in  aller  Strenge  das 

i-i 

analytische    Problem ,    die    Summe    ^  T^    durch    ein   Integral    aussadrOcken, 

0 

und  lautet: 

0  0 

darin  bedeuten  T^  T"\  •  •  •  Ableitungen  von  T  nach  x  und  B^^  B, ,  J?, ,  •  •  •  die 

Bern oulli sehen  Zahlen     .  ,    ^-,    ^^ ,    •••.     Beschi^nkt   man   sich  mit  Rück- 
0       oO      42 

sieht  auf  die  Natur  der  hier  vorliegenden  Funktion  auf  das  Glied   —  T,  so  ist 


0  0 

-(/-l)         -l 

0  0 

0  0  0 

l-l        '-{l-l)  l] 


nun  ist  aber 


0  0-/ 

daher 

-/  0 

wie  oben. 
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/•'^_^-   .  e.     2*PV 


welole  noch  dadurch  vereinfacht  werden  kann,  daß  man 


X 


yfipq 
einführt;  alsdann  wird 


für die  neue  Variable  t, 


für  — den  Buchstaben  y 

y28pq 


kh 


I 


dt+-^==.'  (7) 

u 

71.  Formulierung  des  Bemoullischen  Theorems.  Der  In- 
^alt  dessen,  was  in  der  gegenwärtigen  Litteratur  unter  dem  Namen 
d^s  Bernoulli sehen  Theorems  geführt  wird,  hat  erst  durch  Laplace^) 
^i^  endgiltige  Formulierung  erhalten,  in  der  wir  das  Theorem  nun- 
^^eHr  vorführen.  Man  kann  es  in  dem  folgenden  Satze  zusammen- 
fassen: 

„  Wenn  über  zwei  entgegengesetzte  Ereignisse  E  und  F,  deren  Wahr- 
^p^^^irdichlieiten  p  und  q  Jconstunt  sind,  s  Versuche  angestellt  tverden,  so 
^f^^  unter  allen  möglichen  Ergebnissen  dasjenige  am  wahrscheinlichsten, 
^**  ^4;elchem  das  Verhältnis  m:n  der  Wiederholungszahlen  von  E  und  F 
«e^»^  Verhältnis  p :  q  der  Wahrscheinlichkeiten  gleidi  oder  am  nädisten  ist 

Unter  der  Voraussetzung y  daß  die  Zahl  s  der  Versuche  groß  sei, 
^^^a42li  sich  die  WahrscheinUMeit  dafür,  daß  die  Wiederlwlungszahl  m 
'^oy%  £  zwischen  die  Grenzen 

sp  —  yV^spq     und    sp  +  yy2spqy  (8) 

das  Verhältnis    -   dieser  Wiederholungszahl  zur  Anzahl   der    Versuche 
^so  zwischen  die  Grenzen 

P-y]/''/    und   P  +  rY'f  (9) 

^TtJ  y2nspq 

0 

ans,'' 

Um  in  den  Sinn  dieses  weittragenden  Satzes  tiefer  einzudringen, 
sei  zunächst  vorgreifend  bemerkt,   daß  der  Wert  des  ersten  Gliedes 

1)  Theorie  analyt.  chap.  III. 


falle,  durch 
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auf  der  rechten  Seite  von  (7)  selbst  für  mäßige  Werte  von  y  der 
Einheit  sehr  nahe  ist  und  schon  bei  >'  =  4  sich  außerordentlich  wenig 
von  ihr  unterscheidet;  das  zweite  Glied  liefert  dann  nur  mehr  einen 
sehr  geringen  Beitrag  zu  P,  der  unbeschadet  der  Richtigkeit  der 
nachfolgenden  Schlüsse  vernachlässigt  werden  kann. 
Aus  den  Ansätzen  (8)  und  (9)  ergibt  sich  nun: 
„7)/e  ein4r  gegebenen  WahrscheinUchleit  P  enisyrechenden  Grenzen  (8) 
(hr  Wiederholungszahl  m  erweitern  s^ich  mit  wachsender  Anzahl  der  Ver- 
svvhe.  jedoch  nur  im  Verhältnis  von  )/.s." 

,,Z)/e  eitler  gegebenen  Wahrsclieinlichkeit  P  entsprechenden  Grenzen  (9) 
de^  Verhältnisses     -  verengen  sich  mit  ivachsender  Anzahl  der  Versudie 

und  können  durch  entsprechende  Verf/rö/jerung  von  s  beliebig  eng  gemacht 
werden,"' 

„Es  ist  möglich,  die  Zahl  s  der  Versuche  so  groß  zu  wä/den,  daß 
man   mit  einer  der  Einheit  beliebig  fialten.  WahrscheinlicIiJceit  ertcarten 

darf,  es  iverde  das  Verhältnis    ^    nicht  mehr  als  innerhalb  beliMg  eng 

festgesetzter  Grenzest  von  p  abweichend' 

Es  muß  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  daß  das  Bernoullische 
Theorem  nur  Wahrscheinlichkeitsaussagen  enthält  und  daher  nur  die 
Erwartungsbildung  regelt,  daß  es  also,  wie  jeder  Satz  der  Wahrschein- 
lichkeitstheorie, über  das  wirkliche  Geschehen  keinen  Aufschluß  gibt. 
Wenn  also  mit  einer  der  Einheit  noch  so  nahen  Wahrscheinlichkeit 

zu  erwarten  ist,       werde  innerhalb  bestimmter  enger,  ^;  umgebender 

Grenzen  fallen,  so  kann  eine  wirklich  ausgeführte  Versuchsreihe  doch  ein 

Verhältnis         ergeben,  das  weit  über  jene  Grenzen  hinausfällt,  ohne 

daß  hieraus  ein  Widerspruch  mit  unserem  Theorem  gefolgert  werden 
dürfte. 

72.  Ausführung  der  Bechnungen.  Die  Berechnung  von  P 
bei  gegebenem  y  erfordert  die  Auswertung  des  Integrals 

'P(Y)  =  y~^J'e-"<H,  (10) 

0 

das  eine  höhere  Transcendente  vorstellt,  die  nur  mittels  unendlicher 
Rechenprozesse  darstellbar  ist.  Auf  die  verschiedenen  Methoden  ihrer 
Berechnung  soll  hier  nicht  eingegangen  werden^).   Wegen  ihrer  hohen 


1)  Näheres  hierüber  findet  man  in  den  Verf.s  „Theorie  der  Beobachtongs- 
fehler**  (1891),  p.  115—121,  ferner  bei  H.  Opitz,  Die  Kramp-Laplaceache  Trans- 
cendente, Osterprogr.  1900  des  Königstädt.  Realgymn.  zu  Berlin. 
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praktischen  Bedeutung  sind  Tafeln  dieser  Funktion  berechnet  worden; 
eine  solche,  Tafel  I,  ist  am  Schlüsse  des  Buches  mitgeteilt^). 

Der  zweite  Teil  von  P  hat  bei  einigermaßen  hohem  y  und 
großem  s  einen  untergeordneten  Einfluß  und  wird  in  manchen  der 
neueren  Schriften  nicht  geführt,  so  daß  P  durch  das  Integralglied 
allein  ausgedrückt  erscheint^). 

Man  könnte  indessen,  um  blos  mit  der  Tafel  auszukommen  und 
doch  den  Wert  dieses  Gliedes  zu  berücksichtigen,  dies  durch  eine  Ab- 
änderung der  Integralgrenze  zu  bewerkstelligen  suchen.  Es  würde 
sich  dann  darum  handeln,  an  die  Stelle  der  Darstellung 

_  1  _ 

ynj  y2^8pq 

u 


eine  andere 


0 


Mpq 

dt 


mit  möglichster  Wahrung  des  Wertes  zu  setzen.  Entwickelt  man 
den  letzten  Ausdruck  nach  Potenzen  von  0  und  bleibt  bei  der  ersten 
Potenz  stehen,  so  wird 

— ~^^  ■  f* 

P'=^  f-        e-edt  +  20  ~:^=.  +  ..-, 

VnJ  Y2nspq 

0 

und  soll  P'=  P  werden,  so  ist  0  =       zu  nehmen^).    Setzt  man  wieder 

'+{ 

=  y,  so  ändert  sich  der  Ausdruck  des  Theorems  dahin,  daß 

2    r 

YttJ 
0 

die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Einhaltimg  der  Grenzen 

1)  Die  Tafel  ist  durch  sorgtUltige  Vergleichung  der  Tafeln  von  Enckc 
(Berl.  Astron.  Jahrb.  1834),  Bertrand  (Calc.  d.  probab.),  Glaisher  (Philos. 
Mag.  42)  und  De  Morgan  (Encycl.  Metrop.  II,  1845)  festgestellt  worden.  — 
Tafeln  mit  kleinerem  Intervall  von  y  findet  man  bei  Kämpfe  in  Wundts 
Philosoph.  Studien  9  (1893). 

2)  J.  Bertrand,  Calc.  d.  probab.  (1889),  p.  78  und  83;  H.  Poincare,  Calc. 
d.  probab.  (1896),  p.  70. 

3)  Vgl.  J.  Eggenberger,  Beiträge  zur  Darstellung  des  Bemoullischen 
Theorems,  Berner  Mitt.  50  (1894)  und  Zeitschr.  f,  Math.  u.  Ph.  45  (1900),  p.  43. 
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sp  T  {y  y2spq  -  -^  ) 
seitens  w  und  der  Grenzen 

seitens        bedeutet. 
s 

Handelt  es  sich  darum,  zu  gegebenem  P  das  zugehörige  y  zu 

berechnen,  so  wird  man  aus  Tafel  I  durch  Interpolation  die  Wurzel 

der  Gleichung 

*(y)  =  P 

bestimmen;  es  bleibt  dann  die  an  dieser  Wurzel  anzubringende  Korrektur 
zu  ermitteln,  damit  auch  das  zweite  Glied  von  P  Berücksichtigung 
finde.  In  den  meisten  Fällen  wird  man  sich  mit  der  Wurzel  obiger 
Gleichung  begnügen  können.  Der  ganze  Vorgang  wird  in  der  folgen- 
den Nummer  an  einem  besonderen  Falle  zur  Erläuterung  kommen. 
73.  Wahrscheinliche  Abweichung.     Diejenigen  Grenzen  von 

nij  beziehungsweise  von   -  ,  welchen  die  Wahrscheinlichkeit  P=- 

S  £ 

zukommt,  so  daß  es  ebenso  wahrscheinlich  ist,  der  zur  Beobachtung 
kommende  Wert  werde  zwischen  sie  oder  er  werde  außerhalb  der- 
selben fallen,  bezeichnet  man  als  wahrscheinliche  Grenzen,  Die  Hälfte 
ihres  Intervalls  heißt  auch  wahrscheinliche  Abweichung, 

Um  sie  zu  finden,  hat  man  jenen  Wert  von  y  zu  bestimmen,  für 

welchen  P=  ^    ^^^'  ®^  heiße  q,  so  daß 

2      /_..    .       e-^^  1 


fe-''dt  + 


0 

wird.     Dann  ist 


(^Y'^spq  die  wahrscheinliche  Abweichung  von  m  (und  n) 

m  /         n\ 


g  -/'^^ 


Aus  dem  Ansatz 


Co 


S" 


ergibt  sich^) 


Po  =  0,4769362762;  (10) 


1)  Nach  der  von  H.  Opitz  (1.  c.)  ausgeführten  Neuberechnung,  welche  in 
den  letzten  fünf  Stellen  von  älteren  Angaben  ditferiert.  —  Wegen  des  häufigen 
Gebrauches  setzen  wir  auch  den  Logarithmus  von  q^  her;  es  ist 

log  Q^  =  9,6784587876. 
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setzt  man  sodann 

P  =  Po  +  *, 

so  hat  zur  Bestimmung  von  d  die  Gleichung  zu  dienen: 


2       /^ 


Yn  J  yijtspq  2  ' 

0 

entwickelt  man  das  erste  Glied  der  linken  Seite  nach  Potenzen  von  d 
und  bleibt  bei  der  ersten  Potenz  stehen^  so  wird 


7.f- 


dt+    '   e-i'^^-ö  +  '  —=^-^^-', 
yn  y2n8pq  2  ' 


daraus  aber  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  Qq  und 
darauf,  daß  e"?«*  nur  sehr  wenig  verschieden  ist  von  e"^?«''"^', 

* -V— 

2y2spq 
Hiemach  wäre 

Q  =  0,476936 -L^  (11) 

ZU  setzen;  die  wahrscheinlichen  Grenzen  von  m  würden 

sp  T  (0,476936 )/2i]^  -  g) ,  (12) 


m 
jene  von 


(0,476936}/^P-l)  (13) 


sein.     Indessen   pflegt   man  den  zweiten  Teil  von  q  gegenüber  dem 
ersten  zu  vernachlässigen  und  Qq  für  q  zu  nehmen;  dann  entfällt  in 

den  beiden  letzten  Ansätzen  das  Glied       ,  beziehungsweise       • 

Um  den  ziffermäßigen  Unterschied  dieser  zwei  Bechnungsweisen 
zu  beurteilen,  möge  die  Frage  nach  der  wahrscheinlichen  Abweichung 
der  Wiederholungszahl  m  von  Wappen  in  5  =  4040  Würfen  mit  einer 
Münze   gegenüber  der  wahrscheinlichsten  Zahl  2020,   und   nach  der 

wahrscheinlichen   Abweichimg   des   Verhältnisses     -   gegenüber   dem 

normalen  Werte  y  auf  beide  Arten  beantwortet  werden. 

Die  strenge  Rechnung  gibt  für  die  erstgedachte  Abweichung 

0,4769  }/2Ö2Ö  -  4-  -  20,9  •  •  -, 
also  20,  für  die  Abweichung 
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M!i  _  JL       0,052935; 

1/8080       8080  '  ' 

nach  der  abgekürzten  Rechnung  erhält  man 

21,4,     also  21,     beziehungsweise  0,053058. 

74.  Mittlere  Abweichung.     Unter  der  mittleren  Abweichung 

der  Wiederholungszahl  m,  respektive  der  relativen  Häufigkeit        von 

dem  zugehörigen  wahrscheinlichsten  Wert«  sj),  beziehungsweise  j>,  ver- 
steht man  die  Quadratwurzel  aus  dem  mittleren  Quadrat  dieser  Ab- 
weichung. 

Nach  einem  in  Nr.  50  entwickelten  Satze  ist  der  Mittelwert  einer 
vom  Zufall  abhängigen  Größe  gleich  der  Summe  der  Produkte  ihrer 
Einzelwerte  mit  den  zugehörigen  Wahrscheinlichkeiten.  Setzt  man 
also  m  —  sp  =  l,  so  ist 


t^(l')-2{nt-spy^^p"'q", 


s 
denn  — ,— .  ;>"*</"  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sich  E  nv-mal  wieder- 

holen,  also  die  Abweichung  m  —  sj)  einstellen  werde. 

Die  weitere  Entwicklung  des  obigen  Ausdrucks  gibt 

0  0  0  . 

t  jt  t 

mm  ist 

0 

verallgemeinert  man  diesen  Ansatz  mittels  der  Variabein  t  zu 

0 


und    differenziert    ihn    dann   zweimal   nach    /,    so    ergeben   sich    die 
Gleichungen: 

0 

2*  ^i  '"P  (pfY'-'q'  =  sp  (pt  +  q)'- ' 

9 

0 

2  ^1^1  ■'" ' '"  -  ^)  P°'  (pf)""'-'!"  =  'P'  (•■'  - 1)  U>^  +  «)-  *; 

die  Substitution  ^  =  1  liefert 
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^;;üiü"*^'"'«"  =  *^' 


2Ä'"('"-^>^'"'«'' 


woraus 


'V      *'       m2„m^,«  ^  ^^2  (^^  —  1)  +  Sp 


folgt.     Mit  diesen  Werten  der  drei  Summen  erhalt  man 

lL{P)^spq, 

Hiernach  ist  die  mittlere  Abweichung  der  Wiederholungszahl  m 
von  sp  gleich 

Vspq  (14) 

und,  wie  eine  einfache  Überlegung  zeigt, 

]/7  (15) 

die  mittlere  Abweichung  des  Verhältnisses  -     von  p. 

Würde  man  das  approximative  Gesetz  der  Wahrscheinlichkeit  der 
Abweichungen,  wie  es  durch  die  Gleichimg  (6),  Nr.  69  dargestellt  ist, 
zur  Berechnung  von  ^liP)  heranziehen,  hierbei  l  als  eine  stetige 
Größe  behandeln  und  die  Integration  mit  Rücksicht  auf  die  außer- 
ordentlich rasche  Abnahme  der  Exponentialgröße  auf  das  Intervall 
(—  oo,  oo)  ausdehnen,  so  ergäbe  sich; 

—  X 

setzt  man  hierin  —^:r=r.  =  t,  so  wird  weiter 

y28pq 

—  « 

weil  der  Wert  des  letzten  Integrals  (s.  Nr.  11)  *^^  ist.    Es  ergibt  sich 

also  auf  diesem  Wege  dasselbe  Resultat,  zu  dem  die  strenge  Rech- 
nung geführt  hat.  Man  kann  in  diesem  Umstände  eine  Bestätigung 
dafar  erblicken,  daß  das  approximative  Gesetz  wohl  geei^et  \^i^  ^^ 
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Wahrscheinlichkeit  der  Abweichungen  auf  deren  ganzem  Gebiete  dar- 
zustellen. 

75.  Mittelwert  der  Abweichung  und  durchscilnittliohe 
Abweichung.  Unter  der  ersteren  Beziehung  hat  man  sumgemäß 
[i{l)  zu  verstehen,  wobei  I  =  m  —  sj)  ist.  Als  durchschnittliche  Ab- 
weichung hingegen  bezeichnet  man  fi(\l\),  also  den  Mittelwert  der 
absoluten  Werte  von  m  —  sp. 

Für  (i(l)  ergibt  sich  durch  einfache  Rechnung  der  Wert  NuU; 
denn  es  ist 

0  0  *  0 

also  nach  Nr.  74 

fi(l)=^sp-sp  =  0.  (16) 

Für  ii{\l\)  hat  man  zunächst  den  folgenden  Ansatz: 

,p  0 

m  =  «  »p 

ersetzt   man   in   der  ersten  Summe  m  —  S2)  durch  das  gleichwertige 
mq  —  np,  so  löst  sie  sich  auf  in 


es  ist  aber 


daher 


»p  ^  »p 

S  9 

»P  »p 

M  9 

JP 


9  9 

Man  hat  also 

P'  +  (,,4!  V.l'-'l  +  <^h^.\P'-'i'  +  •  •  •  +  .-^ />"«•' 
zuerst  nach  p,  dann  nach  q  zu  differenzieren  und  das  zweite  Kesulta: 
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von  dem  ersten  in  Abzug  zu  bringen;  das  Ergebnis  dieser  Recb- 
aTxxg  ist 

SO  daß  der  erste  Teil  von  fi(\l  )  den  Wert  spqT^  hat.  Eine  ein- 
fache Überl^ung  lehrt,  daß  dem  zweiten  Teile  derselbe  Wert  zu- 
kommt, daß  also 

Ersetzt  man  Tq  durch  den  in  Nr.  68  gefundenen  Näherungswert, 
so   ergibt  sich*) 

.a(K;)=>^r-  ■•       (17) 

Selbstverständlich  ist 

Dieselben  Werte  von  il{[)  und  il{\1\)  erhielte  man,  wenn  man 
^^^  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bezüglich  ^(IT)  eingeschlagenen 
*^eg  befolgen  würde. 

76.  Beispiel  XLTV.  Mit  einer  Münze  werden  4040  Würfe 
^^^ffeführt.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Wiederholungs- 
wahl ijQfi  Wappen  nicht  um  mehr  als  28  von  der  wahrscheinlichsten 
Zahl  2020  abweichen,  also  swischen  1992  und  2028  liegen  werde? 

Gemäß  den  Pormebi  (8)  und  (7)  in  Nr.  71  ist 

y  =  -^  =  0,623, 

•  }/2Ö2b 

p-  0,628« 

P==  0(0,623)+^^=.; 
'     '        ^        >/20207r' 
der   Tafel  I  entnimmt  man 

0(0,62)  =  0,6194114, 

dftfaus  ergibt  sich  durch  Benützung  der  ersten  und  zweiten  Differenz 

0(0,623)  =  0,6217119; 

der  zweite  Teil  liefert  in  logarithmischer  Ausrechnung  den  Beitrag 

0,0085151; 
mithin  ist 

P  =  0,6302270. 

Bei  alleiniger  Benützung  der  Tafel  I  hätte  man  nach  dem  in  Nr.  72 
entwickelten  Verfahren  mit 


1)  Vgl.  hiennit  die  Ableitung  J.  Bertrands,  Calc.  d.  probab.,  p.  82. 
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_  _2|^  _  0,63412 

1/2020 

ZU  rechnen  und  fände  durch  Interpolation 

P  =  a>  (0,64412)  =  0,6301641, 

also  um  0,(X)00629  weniger  als  durch  strenge  Rechnung. 

77.  Beispiel  XIiY.  Welches  sind  die  wahrscheMichen  Grettzen 
für  die  WiederholumjHzahl  einer  hezeirhmfen  Nummer  in  2854  LoUerie- 
zichunijen? 

Da  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Erscheinen  einer  bestimmten 

Nummer  in  einer  Ziehung  7>  =    ^  ist,  so  hat  man  nach  den  Formeln 

von  Nr.  73  für  die  wahrscheinliche  Abweichung  der  Wiederholungs- 
zahl den  Wert 

0,476936  ]/2  •  2854  •  /^  •  J^  =  8,2  •  •  • ; 

da  die  wahrscheinlichste  Wiederholungszahl  ^  •  2854,  d.  i.  158  beträgt, 

so  besteht  die  Wahrscheinlichkeit  -  dafQr,  es  werde  sich  die  bezeich- 
nete Nummer  nicht  weniger  als  150  mal  und  nicht  öfter  als  166  mal 
wiederholen  ^). 

78.  Beispiel  XL  VI.  Wie  viele  Ver suche  sind  etforderlidi^  um 
mit  der  Wahrscheinlichkeit  F  erwarten  zu  dürfen,  daß  die  Wiederholungs- 
zahl eines  Ereignisses,  dem  im  einzelnen  Versuche  die  Wahrsckeiniich- 
heit  p  zukommt,  nicht  mehr  als  um  p  Prozent  v&n  dem  waiirscheinr 
lichsten  Werte  abweichen  werde? 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  vollzieht  sich  mittels  der  beiden 
Gleichungen 

P  = 


nachdem   mau   ans  der  ersten  y  bestimmt  hat,   ergibt  sich  aus  der 
zweiten 

999 
Will  man  z.  B.  mit  der  Wahrscheinlichkeit  erwarten  dürfen, 

daß  die  Zahl  der  weißen  Kugeln,   die  man  aus  einer  Urne  mit  fünf 

1)  Wegen  der  Abrundung  des  Renultates  auf  eine  ganze  Zahl  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit um  ein  (Jeringea  von         verschieden,  hier  etwas  kleiner. 
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weißen  und  einer  schwarzen  Kugel  in  s  Ziehungen  erzielt,  höchstens 
um  57o  von  ihrem  wahrscheinlichsten  Werte  abweiche,  so  suche 
man  zuerst  mit  Hilfe  der  Taf.  I  den  Wert  y,  der 


_2 


rc-"rf^  =  0,999 


0 

ergibt;  durch  Benützung  der  ersten  Differenz  findet  man 

^  =  2^2 +  :-^a  0,01 -2,82684; 
mit  diesem  Werte  berechnet  sich  dann 

Q      6       1    /232.684\2       ^^.  - 
'-^'Y't[—5-)  =601,5...; 

hiernach  sind  602  Ziehungen  für  dea  gedachten  Zweck  erforderlich. 

79.  Begriff  der  Pr&iision.  Zwei  Versuchsreihen,  mögen  sie 
sich  auf  dieselbe  oder  auf  verschiedene  Materien  beziehen,  sind  in 
einem  Punkte  mit  einander  vergleichbar,  nämlich:  in  Bezug  auf  die 

Weite  der  Grenzen,  innerhalb  welcher  sie  die  Abweichung 1>  mit 

gegeltener  Wahrscheinlichkeit  P  erwarten  lassen. 

Um  diese  Vorstellung  zu  präzisieren,  denken  wir  uns  zwei 
Beobachtungs-  oder  Versuchsreihen;  die  eine  beziehe  sich  auf  die  Er- 
eignisse E,  F,  denen  im  ganzen  Verlaufe  der  .s  Versuche  die  Wahr- 
scheinlichkeiten Pj  q  zukommen;  die  andere  betreflfe  die  Ereignisse 
E\  F'  mit  den  Wahrscheinlichkeiten  Pj  q  und  umfasse  s  Versuche; 
die  Wiederholungszahl  von  E  sei  m,  die  von  E'  sei  m.  Alsdann 
ist  mit  der  Wahrscheinlichkeit^) 


'-;./-■ 


'dt 

0 

zu  erwarten,  daß  einerseits 

-yVv<:-p<yyr 

und  daß  andererseits 

die  Weite  dieser  Intervalle  ist 

1)  Wollte  man  den  vollständigen  Ausdruck  (7),  Nr.  70,  für  P  beibehalten, 
80  würde  dies  auf  die  nachfolgende  Betrachtung  einen  ziffermäßig  nur  gering- 
fügigen Einfluß  üben 


nu 
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,y!Z? 


uivti  Unn^t  bei  gegebenem  P,  also  bei  festem  y,  nur  toh  dem  Wti?b»1- 
HiiMilruck  ab.     Je  enger  nun  das  Intervall^  je  nüberliegend  an  fi  man 

itiiH  VürhEltnis^    '"    mit    gegebener  Walirscbeinlichkeit    erwarten    darC 

dir  de»t(»  geiianer  wird  man  die  betreffenden  Versuche  erklaren.    Die 

(itiiuiuigki^it    wachst    also    mit    der   Abniihine    von  1   -7^*    <>der   sie 

wHrbnl    üiit  <lem  Wa^hson  von 

\Uh\  runii  kann  übereinkommen,  diesen  Ansdnick  geradezn  ak  das 
MnÜ  (ItT  Pi'äzishn  der  betreffenden  Verauebsreihe  aufzufassen, 

IHit  IViizision  wächBt  sonach  wie  die  QuadratwiirÄel  ans  der  An- 
^tiltl  *l(tr  Versuche  und  ist  um  so  größer,  je  kleiner  das  Produkt  pq^ 

|{i  midir  p  und  q  von  abweichen.  In  letzterem  Sinne  haben  also 
V*M(iiu**ln%  welche  sich  mit  dem  Aufwerfen  einer  Münze  vergleichen 
bimiitn,  die  kleinste  Präzision,  h  --  Y2  s  =^  1,414  -  }/a  ;  dem  gegenüber 
litt    (iiinjnidsweise  die  Präzision  für  das  Erscheinen  einer  bestimmten 

NintifiMir  in  s  Ziehungen:  ^''  =  1/       **--  =  2,850 )/,s'j  also  zweimal  so 

riiv  ^18*  m 

Ijti    Laufe    der    vorangegangenen    Untersuchungen    sind    für   die  ™ 
wnlirurbf'iulirhe^    für    dif   mittlere   und   für  die  dnrchsclmittliche  Ab- 

W*^i**hijng   der  relativen  Häufigkeit     *   von  der  Wahrscheinlichkeit 

ilin  A  und  rücke 


»VT. 


P9 


\h.    dir  Anmtze    (13)^   (l^)j   (1^)]    gefunden   worden;    dieselben  «indj 
fbirrbwi^g  der  Präzision  h  nmgekehri  proportional;  demnach  kann  die 
IVn/jMion  nurh  nach  diesen  Größen  beurteilt  werden. 

80.  Wiederholte  VersttchBrellien.  So  lange  nur  eine  Versuchs-' 
reihe  vorliegt,  laBt  sich  über  ihr  Ergebnis  vom  Standpunkte  der  Wahr- 
nchuinlii'Ijkeitstheorie  keine  andere  Aussage  machen  als  die^  dali  es 
»nne  bestimmte  oder  eine  innerhalb  vorgegebener  Grenzen  liegende 
Abwciehuüg  vom  wahrscheinlichsten  Ergebnis  mit  dieser  oder  jener 
Wahrscheinlichkeit  erwarten  lasse. 

Zu  weitergehenden  Schlüssen  und  Betrachtungen  gibt  der  Fall 
AnlaB^  dfiB  über  zwei  Ergebnisse  £,  F  mit  festen  Wahrscheinlich* 
keiten  pf  q  mehrere,  sagen  wir  i^  Beobaehtungsreihen  gleichen  üm^ 
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faugüs^  also  auch  gleicher  Präzision  angestellt  worden  aincL  Jede 
Reihe  bestehe  aus  ii  Versuchen,  und  es  habe  die  erate  m^^j  die 
zweite  m^j  *  —  die  letzte  m,  als  Wiederholungszahl  Ton  E  ergeben. 
Dann  kann  von  einer  tmthr.schdnlichj-iten  Gruppierung,  Verteilung  oder 
L   Dhimmn  der  Quotienten 

■  um  den  Wert  ;>  gesprochen  werden. 

K  Da  nach  dem  approximativen  WahrscheinUchkeitagesetz 

^^  T^  ^ — e"^^^ 

^^^p  ytnspq 

eine    positive  Abweichung  dieselbe   Wahrscheinlichkeit  hat  wie  eine 
gleich   große  negative,    so    ist   es    am    wahrscheinlichsten,    daU    sich 


I 
I 


I 


ebenso  viele  der  Werte     '  unter  p  wie  über  p  stellen  werden. 

Nach  dem  Berno  o  11  i sehen  Theorem  besteht  femer  eine  be- 
stimmte   Wahrscheinlichkeit    P  —  ^{y)    dafür,    daß    die  Abweichung 

J  ^P  dem  Betrage  nach  nicht  größer  sei  als  y]/  "^'"^j  daraus  folgt, 
daß    z  P    die    wahrscheinlichste    Zahl    derjenigen    Quotienten     -    ist, 

weiche  sich  in  das  Intervail  zwischen  p  —  Yy^*^  und  p  +  yy  ^ 
einstellen. 

Dazu  ist  aber  zu  bemerken  ^  daß  es,  je  größer  ij  um  so  weniger 
wahrscheinlich  ist,  es  werde  sich  genau  diese  wahrscheinlichste 
Zahl  mP  ergeben;  vielmehr  muß  eine  Abweichung  von  dieser  Zahl 
erwartet  werden,  und  fiber  diese  Abweichung  kann  auf  Grund  des 
Bernonllischea  Theorems  wieder  eine  Walirscheinlichkeitsaussage 
gemacht  werden.     Es  ist  nämlich  mit  der  Wahrscheinlichkeit 

a 

zu  erwarten,  daß  die  wirklich  zur  Beobachtnng  kommende  Amcahl  der 
Quotienten  \  welche  zwischen  die  oben  angefiihrten  tirenzen  fallen, 
liegen  werde  zwischen 


MP^dy2sP(l-^F)    und    sP  +  äy2gP{l^  P). 

Zur  Erläuterung  diene  folgendes  BeispieL    Die  wahrscheinlichste 
Wiederholungazahl  der  Nummer  l  in  .v  =  2854  Lotterieziehungen  ist 

~  ^  2858,  d,  i.  158.     Die  gleiche  Zahl  gilt  für  jede  der  89  Übrigen 
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Nummern^  und  man  kann  die  Ziehungen  wie  z  ^  90  gleich  umfiguig- 
reiche  Beobachtungsreihen  aufpassen ,  indem  man  sie  einmal  auf  das 
Erscheinen  der  Nummer  1,  ein  zweites  Mal  auf  das  Erscheinen  der 
Nummer  2  u.  s.  w.  hin  prüft. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Wiederholungszahl  einer  be- 
stimmten Nummer  zwischen  die  Grenzen  156  und  160  (mit  Einschluß 
derselben)  falle,  ist 

mit 

2 

r  ==  =0,11557, 

also 

P=a>(0,11557)  =  0,1298; 

daraus  ergibt  sich  die  wahrscheinlichste  Anzahl  derjenigen  Nummern, 
welche  diese  Grenzen  einhalten, 

^P  =  90.  0,1298  =  11,...; 

die  Walirseheinlichkeit,  daß  von  den  90  Nummern  nicht  weniger 
als  10  und  nicht  mehr  als  12  die  erwähnten  Grenzen  einhalten 
werden,  ist 

77  =  a>  (d) 

mit 

*=   /—      }  _  =0,219, 

>/2  .  IK)  .  0,1298  •  0,8702 

also 

77  =  0,24321. 

81.  ErfahrungBdateu.  Weim  unser  Wissen  über  eine  dem  Zufall 
unterworfene  Urteilsmaterie  objektiv  begründet  ist,  so  dürfen  wir  er- 
warten, daß  das  Ergebnis  einer  großen  Reihe  von  Realisierungen  eine 
Struktur  aufweisen  werde,  welche  den  rein  reclmungsmäßigen  Resul- 
taten der  Wahrscheinlichkeitstheorie  nahezu  entspricht.  Das  heißt 
so  viel:  Wenn  wir  die  einzelnen  Ergebnisse  der  Realisierungsfalle 
von  irgend  einem  Gesichtspunkte  aus  in  Kategorien  einteilen,  so  ist 
zu  erwarten,  daß  die  Zusammensetzung  des  Gesamtergebnisses  aus 
diesen  Kategorien  angenähert  das  Verhältnis  der  diesen  Kategorien 
zukommenden  Wahrscheinlichkeiten  aufweisen  Averde.  Diese  Erwartung 
gründet  sich  auf  die  innere  Bedeutung  der  Wahrscheinlichkeitsbrüche, 
wonach  sie  das  Verhältnis  der  Umfange  der  VerwirklichungsmSglich- 
keiten  der  einzelnen  Kategorien  zu  zahlenmäßigem  Ausdruck  bringen; 
jenes  Verhältnis  ist  aber  nach  dem  Stande  unseres  Wissens  das  einzig 
Bestimmende  für  das  wirkliche  Geschehen  in  einer  großen  Zahl  von 
Fällen. 
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Wiederholt  ßind  Beobachtungsreilien  daraul^hm  geprötl;  worden, 
wie  weit  gie  mit  den  Ergebnissen  der  Wahrscheinlich keitstlieorie  über- 
^iB&tunmeB;  es  sind  auch  umfuiigreiche  Versiic  ha  reihen  eigens  zu  diesem 
Zwecke  ausgeführt  worden.  So  oft  die  Bedingangeiij  an  welche  über- 
haupt die  Aufötelltmg  einer  numerischen  Wahrscheinlichkeit  geknüpft 
istj  hinreichend  erfüllt  waren,  hat  das  Beobachtungsmaterjal  in  seiner 
Stmktur  die  der  WiibrBcheinlichkeitstheorie  entsprechenden  Verhält- 
nisse  unverkennbar  hervortreten  lassen, 

Wilrde  eine  Eeobachtungsreihe  auffalJ ige  Abweichungen  von  diesen 
Verbältnisaen  aufweisen^  so  könnten  über  die  Ursache  dieser  Erschein 
ntmg  verschiedene  N'crmuttmgen  aufgestellt  werden.  Die  Berechtigung 
tines  VVahrscheinüfhkeitsan Satzes  hängt  nämlich  nicht  allein  von 
bleibenden  Umständen^  sondern  auch  von  dem  Vorgange  bei  der  Ver- 
wirklichung der  einzelnen  Fälle  ab.  Es  liege  ss.  B.  eine  Reihe  von 
WüTfelversuchen  vor^  welche  atifnUlige  Abweichungen  von  der  Theorie 
erkennen  läßt.  So  lange  über  die  verwendeten  Würfel  und  den  Modus 
der  Auaführuug  der  Versuche  nichts  bekannt  ist,  läßt  sich  keine  be- 
gründete Vermutung  über  die  Ursache  jener  Abweichungen  aufstellen. 
Kennte  man  jedoch  den  Hergang  bei  den  Versnchen  und  schlösse 
dieser  jede  Begünstigung  dieser  oder  jener  Würfelaeiten  aus,  so  wäre 
es  begründet,  die  Ursach©  in  Unregelmäßigkeiten  der  Würfel  zu 
suchen.  In  einem  andern  Falle,  wo  die  bleibenden  Umstände  den 
Voraussetzungen  zweifeUoä  entsprechen,  wäre  mit  Hecht  der  Hergang 
der  Verwirklichung  für  die  Unregelmäßigkeiten  veranwortüch  ssu 
niacben.  Ein  Mal5  der  Abweichungen  anzugeben,  bei  welchem  die 
Berechtigung  für  derlei  Vermutungen  beginnt,  ist  durch  die  Natur 
der  Sache  ausgeschlossen.  Der  Weg,  um  bei  dem  Auftauchen  von 
Vermutungen  äu  einer  sicheren  Kenntnis  zu  kommen^  liegt  allein  in 
der  Wiederholung  der  Versuche  unter  möglichst  gleichbleibenden  Um- 
standen. 

Die  nachfolgend  mitgeteilten  Erfahnmgsdaten  dürften  geeignet 
sein,  die  vorstehenden  Ausführungen  zu  illustrieren  und  zu  begründen. 

L  Die  Untersuchung  der  Ergebnisse  der  Ziehungen  in  der  Prager 
und  Brünncr  Lotterie ,  welche  der  Verfasser  durchgeführt  hat')  und 
die  sich  auf  den  Zeitraum  1754 — IHHü,  beziehungsweise  1771  —  1886 
erstrecken,  hat  nach  jeder  Richtung  gute  Übereinstimmung  mit  der 
Theorie  ergeben. 

Wenn  man  die  Ziehungen  nach  Ihrer  Zusammensetzung  aus  ein- 
nnd  zweiziÖrigen  Nummern  sondert^  so  zerfallen  sie  in  sechs  Kategorien, 
je  nachdem  keine,  eine,  zwei,  ■  ■  -  Mnf  eiuKiflrige  Nummern  auftreten^ 
die  Wahrücheinlichkeiten  dieser  Kategorien  sind  in  Nr.  Bö  gerechnet 
worden.    Bezeichnet  mau  mit  6'  die  Anzahl  der  Ziehimgen,  mit  m^  die 


l)  Eom  Ge#et2  der  großen  Zahlen.    Prag  188t. 
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der  ZiehuDgen  einer  Kategorie,  so  zeigen  die  Quotienten  --  den  Wahr- 
scheinlichkeiten j^i  gegenüber  folgenden  Verlauf: 


Kategorie 


Prag:«  =  2854     !    Brunn :  s  =  2703 


8 


m. 

s 


1 

0    i 

0,68298 

0,58655 

0,57899 

1 

0,34070 

1     0,32656 

0,34591 

2 

0,06989 

0,07919 

0,06881 

a 

0,00619 

0,00735 

0,00629 

4 

0,00023 

1     0,00035 

0,00000 

') 

0,00000 

,      0,00000 

0,00000 

1 

1,00000 

j      1,00000 

1,00000 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Nummern  einer  Ziehung  in  der 
natürlichen  oder  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  erscheinen,  ist 


/)  = 


'.-.-:.  =  ri- 0,01667; 


1    2.3-4-5 


die  relative  Häufigkeit        derartiger  Ziehungen  war  in 

Prag:  0,01612,      Brunn:  0,01739, 

bei  Vereinigung  der  Ergebnisse  beider  Orte 

0,01674. 

üie  Wahrscheinlichkeit  des  Erscheinens  einer  einzifPrigen  Nummer 
ist  für  jeden  Zug 

P  =  0,1; 

die  relative  Häufigkeit  einziflfriger  Nummern  betrug  in 

Prag:  0,1016«,      Brunn:  0,10048, 

in  beiden  Orten  zusammen 

0,10109. 

Zu  einer  eingehenderen  Untersuchung  gibt  die  Tabelle  der  Er- 
scheinungshäufigkeit  der  einzelnen  Nummern  Anlaß.  Man  kann 
nämlich  das  ganze  Ziehimgsmaterial  —  hier  soll  es  für  die  Prager 
Ziehung  geschehen  —  als  eine  Folge  von  90  gleich  umfiEmgreielien 
Beobachtungsreihen  ansehen,  angestellt  über  ein  Ereignis  der  Wahr- 
scheinlichkeit 
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und  kann  nun  die  Verhältniszahlen  —  (/=i,2,...90)  auf  ihre  Verteilung 

um  den  Wert  p  prüfen;  wir  nehmen  statt  dessen  die  Prüfung  an  der 
Verteilung   der  Wiederholungszahlen   m,.   gegenüber   der   wahrschein- 


lichsten: sp  •• 


,  2854  .  -^  ==  158   selbst   vor. 


Die  Ergebnisse  und  die 


für  die  Rechnung  erforderlichen  Ghrößen  sind  aus  nachstehender  Tabelle 
zu  entnehmen: 


mit  der 

Nummern 

in  der 
Anzahl 

Wiederholungs- 
zahl m 

Abweichung 
m  —  sp 

{m^spy 

6 

1 

138 

—  20 

400 

39,  65 

2 

139 

—  19 

361 

16,  41,  76,  87 

4 

142 

—  16 

256 

2,  14,  56,  79,  86 

5 

143 

—  15 

225 

18,  44,  47 

3 

144 

—  14 

196 

72,  80 

2 

145 

—  13 

169 

12 

1 

146 

—  12 

144 

21,  53 

2 

147 

—  11 

121 

70 

1 

149 

—    9 

81 

24,  32,  65,  69 

4 

150 

—    8 

64 

27,  64,  75 

3 

151 

—    7 

49 

81 

1 

152 

-    6 

36 

23,  29,  85 

3 

153 

—    5 

25 

19,  35,  42,  74 

4 

154 

—    4 

16 

7,  20,  59 

3 

155 

—    3 

9 

13,  34,  40,  67,  88 

5 

156 

—    2 

4 

19,  52,  68 

3 

157 

-    1 

1 

17,  82 

2 

158 

0 

0 

15,  90 

2 

159 

1 

1 

58 

1 

160 

2 

4 

8,  25,  36 

3 

161 

3 

9 

22 

1 

162 

4 

16 

33,  57 

2 

163 

5 

25 

51 

1 

164 

6 

36 

3,  43,  45,  48 

4 

165 

7 

49 

10,  26,  66 

3 

166 

8 

64 

1,     5,  60,  84 

4 

167 

9 

81 

50,  62 

2 

168 

10 

100 

9,  61,  63 

3 

170 

12 

144 

54,  73 

2 

171 

13 

169 

49,  71,  78 

3 

172 

14 

196 

28 

1 

173 

15 

225 

37 

1 

176 

18 

324 

30,  46 

2 

177 

19 

361 

89 

1 

178 

20 

400 

31 

1 

179 

21 

441 

38 

1 

184 

26 

676 

4 

1 

185 

27 

729 

77 

1 

186 

28 

784 

83 

1 

189 

31 

961 

90 

14270 

13059 
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In  Nr.  77  siud  150^  IHG  ak  wahrschemliche  Greazi^u  für  tUt* 
WiederhoUmgszahl  einer  Kuumitr  in  2H54  Ziehungen  berechnet 
worden;  in  Wirklichkeit  ist  hei 

also  genau  bei  der  Hälfte  der  Nummern  eine  zwischen  den  genannten 
Grenzen  (diese  mit  eingeschlossen)  liegende  Wiederholungsi^ihl  ein- 
getroffen. 

Für  die  mittlere  und  dnrchst*hnittliehe  Abweichung  ergeben  sich 
nach  den  Formeln  (14),  (17)  die  theoretischen  Werte; 


y98h4  .  ^  ,  —  =  19  '>H 


9,7*;; 


andererseits    berechnet    sich    aus    der  Snrarae   der  (jn  —  spY,    welchei 
13059  betrügt,  und  aus  der  Summe  der  absoluten  Werte  der  (m  --sp), 
welche    HH9    ausmacht,   die    mittlere   und    die    durchschnittliche   Ab* 
weichung: 

also  in  sehr  naher  Übereinstimmung  mit  den  theoretischen  Werten, 

IL  G.  Tk  Fechner*)  hat  die  Listen  von  zehn  sächsischen  Staate- 
lotterien aus  der  Zeit  too  1B43— 1H52,  je  32000  bis  34000  Nummern 
umfassend,  in  folgender  Weise  einer  Prütnng  unterzogen.  Er  teilte 
die  gezogenen  Nummern  in  der  Reihenfolge,  in  der  sie  erschienen 
waren,  in  Serien  zu  je  3^  dann  zu  je  10,  50^  100  Nummern  und 
schied  diese  Serien  nach  dem  absoluten  Werte  des  Unterschiedes  tt 
zwischen  den  geraden  und  den  ungeraden  Nummern  in  Kategorien, 
bestimmte  nach  den  Regeln  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  die 
wahrscheinlichste  Anzahl  der  in  jede  Kategorie  fallenden  Serien  und 
Terglich  sie  mit  der  wirklich  beobachteten.  i 

Im  Sinne  der  in  Nr*  80  eingeführten  Bezeichnung  bedeute  ä  die 
Zahl  der  Nummern  in  einer  Serie,  s  die  Anzahl  der  Serien. 


1)  Kollektivmaßlehre.     HerauHgegel>en  von  G.  F,  Lippe  (18Ö7),  p,  899ft 
Wiewokl   die   gezogenen   NumDiem    nicht   Euriickgelegt   werden  und  dalier  dls^ 
Zusammen setsung  dt^r  Urne  im  Laufe  der  Ziehungen  sich  lindert,  &o  ist  doch  Toa 
vornherein   die  WahrBcheinlichkeit  für  das  Erscheinen  einer  geraden  und  einer 

ungeraden   Nummer     -   für  jede  einiehie  Ziehung. 


j 


;tiioA,  ^_ 
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Für  5  =  3  Sinti  1  und  3  die  möglichen  Werte  von  j«  ;  der 
erstere  stellt  sich  ein,  wenn  eine  gerade  und  zwei  ungerade  Nummern, 
oder  umgekehrt,  gezogen  werden;  die  Wahrscheinlichkeit  hierfür  ist 


^Oi 


3 

4  ' 


der  zweite  Wert  tritt  ein,  wenn  drei  gerade  oder  drei  ungerade  Nummern 
erscheinen,  wofür 

2.i  -  ^ 

die  Wahrscheinlichkeit  ist.  Da  nun  solcher  Serien  jg  =»  2000  gebildet 
wurden,  so  wäre  die  wahrscheinlichste  Verteilung  auf  die  beiden 
Kategorien: 

1500,     500; 
wirklich  gezählt  wurden 

1494,     506. 

Bei  s  =  10   sind  0,   2,   4,   6,    8,    10   die  möglichen  Werte  von 
n    und 

10!      1  101      1  2^)!    _1_        o    101      1  9iO!_    1_        ^1 

5!  51  2**"  4!  6!  2*^'  3!  7!  2*®'  2!  8!  2^*"  1!9!2*®'  2*° 

die  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten;  durch  ihre  Multiplikation  mit  z 
ergibt  sich  die  wahrscheinlichste  Verteilung  auf  die  einzelnen  Kate- 
gorien. 

Bei  ,s-  =  50  gehen  die  Werte  von  |  u  \  von  0  bis  50,  bei  8  =  100 
von  0  bis  100;  die  Wahrscheinlichkeiten  können  bei  dieser  Größe 
von  6*  nach  der  Näherungsformel 

p_ 


y2nspq 

gerechnet  werden,  in  welcher  p  =  q  =  ^    ^^d    Z  =  —  -  zu  setzen  ist; 

durch  Multiplikation  mit  z  ergibt  sich  wieder  die  wahrscheinlichste 
Verteilung  der  Serien  auf  die  verschiedenen  Werte  von  |  w  ,  die  nun 
mit  der  wirklich  eingetroffenen  zu  vergleichen  ist.  Die  Resultate 
sind  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammengestellt. 
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#=10:     r  =  5000 

.s  =  50;     r  =  1000 

8=100;     jr  =  600 

M 

wahrscbeinlidiste   beobMhtete 

wahrscheinlichste   beobachtete 

Verteilung 

Verteilmig 

Yerteilang 

0 

1230                 1201 

112            i       110 

48 

46 

2 

2051                 2027 

216                   217 

93,5 

104 

4 

1172                  1225 

192             1       194 

88 

85 

6 

439                   442 

158             !       154 

80 

67 

8 

98                     97 

119,5                  120 

69,5 

68 

10 

10                       8 

84                       65 

58 

63 

12 

— 

54                       62 

47 

51 

14 

\ 

32                       41 

36 

31 

16 

! 

17                       21 

27 

34 

18 

! 

9                       10 

19 

13 

20 

4                         3 

13 

14 

22 

2                         2 

8,5 

8 

24 

0,5          1            1 

5,5 

7 

26 

i 

3 

4 

28 

i           

2 

2 

30 

1 

1 

1 

32 

; 

0,5 

0 

34 

; 

0,3 

1 

36 

' 

0,1 

1 

38 

0,1 

0 

biMX)                 bOOO 

UXH>                   1000 

600 

600 

IIL  Ein  wesentlich  anderes  Bild  bietet  die  Versnchsreihe  dar^  die 
wir  mm  vorführen  wollen;  sie  ist  den  Würfelversuchen  entnommen ^)y 
welche  K.  Wolf  in  sehr  ^^ßem  Umfimge  in  verschiedenen  Modi- 
fikationen wieilerhoU  ausgeführt  hat*\  Mit  zwei  Würfeln,  deren 
einer  n>t  gebeizt  war,  so  daß  alle  möglichen  36  Verbindungen  der 
Würfelseiten  leicht  unterschieden  werden  konnten,  sind  20000  Würfe 
ginuai'ht  und  die  erschienenen  Ki^mbinationen  verzeichnet  wordeiL  Das 
Kesultat  der  Zählung  war  folgendes: 


Wwßer  Würfel 


^ 


.^ 


Nr. 

l 

2 

3 

4 

ö 

6 

1 

.N47 

C*5.N 

497 

462 
.\3^ 

621 
6M 

690 
684 

:i 

M4 

MO 

46x< 

438 

.v>: 

629 

4 

4f^2 

.NOT 
Mi2 

49l> 

413 

vV>9 
6^8 

611 
672 

t» 

M13 

M>S 

M*,> 

4S7 

<^t>^ 

646 

Zünoh»  ^a.  VT  v*H8l      IS?43^ 

^^  \  K*l    MUlÜtHxIotii  Uio  SolintWh  U«^r  N«tuvtor^  h  i^^^H$%:h  in  Ben  1S49  bis 
18M.   IS^Vi;  Nwtuvtouoh   WoüolUoh    n\  /rtrioh,  *8  ^1893\ 
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Gleiche   Möglichkeit   der  Fälle    vorausgesetzt,    ist  -  -  die  Wahr- 

cheinlichkeit  jeder  einzelnen  Kombination  und  —^  •  20000  =  556  ihre 

wahrscheinlichste  Wiederholungszahl.  Die  Abweichungen  von  dieser 
iahl  und  ihre  Quadrate  sind  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  zu 
rsehen. 


20000 


8 

=  20000;  p 

1 
—  36 

VI 

\m-8p 

{m  -  spy 

413 

143 

20449 

414 

142 

19884 

438 

118 

13924 

462 

94 

8836 

462 

94 

8836 

468 

88 

7744 

487 

69 

4761 

497 

59 

3481 

499 

57 

3249 

600 

56 

3136 

506 

60 

2600 

607 

49 

2401 

509 

47 

2209 

514 

42 

1764 

519 

37 

1369 

535 

21 

441 

540 

16 

266 

547 

9 

81 

561 

5 

25 

562 

6 

36 

563 

7 

49 

587 

31 

961 

587 

31 

961 

598 

42 

1764 

609 

53 

2809 

609 

53 

2809 

611 

56 

3025 

621 

65 

4225 

629 

73 

5329 

646 

90 

8100 

651 

95 

9026 

655 

99 

9801 

668 

102 

10404 

672 

116 

13456 

684 

128 

16384 

690 

134 

17956 

2376 


212440 


Die  wahrscheinliche  Abweichung 


0,476936  ]/2^^0000 .  3^  .  g  ===  13, .. . 
ührt  zu  den  Grenzen  543,  569,   zwischen  welchen  am  wahrschoin- 
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lichsten  die  Hälfte  der  m,  d.  i.  18  derselben  zu  erwarten  wären;  in 
Wirklichkeit  liegen  aber  nur  4  zwischen  diesen  Grenzen  (547,  551, 
5(>1>,  5(13). 

Der  theoretische  Wert  der  mittleren  Abweichung: 


V-- 


-''«»»  ■  i  ■  S  -  23^ 


ergibt  sich   wesentlich  verschieden  von  dem  aus  den  wirklichen  Ab- 
weichungen berechneten: 


l/'T -'«.«• 


Ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  durchschnittlichen  Abweichung,  deren 
theoretischer  Wert  sich  mit  18,54  ergibt,  während  sie  sich  aus  der 
Summe  der  Ini  —  sj)'  mit  (WJ  berechnet. 

Die  Beobachtungsreihe  zeigt  also  in  jeder  Beziehung  so  erheb- 
liche Widersprüche  gegenüber  der  Theorie,  daß  man  mit  Sicherheit 
den  Schluß  ziehen  darf,  es  seien  die  Bedingungen,  welche  der  wahr- 
scheinlichkeitstheoretischen Behandlung  zugrunde  liegen,  bei  den  Ver- 
suchen nicht  erfüllt  gewesen.    Da  nun  die  Art  ihrer  Ausführui^  eine 
Begünstigung  einzelner  Fälle  ausschließt,  so  kann  der  Grund  nur  in 
Unregelmäßigkeiten    der    Würfel   liegen,    welche   bewirkten,    daß    die 
Würfelseiten   nicht  als  gleichmögliche  Fälle  sich  darstellen.      Dieser 
Umstand  veiTÜt  sich  schon  durch  den  systematischen  Charakter  der 
Abweichungen,  den  ein   Blick  auf  die  erste  Tafel  deutlich  erkennen 
läßt:  die  Kombinationen,  welche  die  Seite  4  des  einen  wie  des  andern 
Würfels    enthalten,    sind   weniger   zahlreich   vertreten,    während    die 
Kombinationen  mit  <>  auffällig  häufig  erschienen  sind^). 

§  2.  Das  Theorem  von  Poisson. 
82.  Eutwioklung  der  FrageBtellung.  Einen  wichtigen  Ge- 
danken hat  Poisson-)  in  jenen  Teil  der  Wahrscheinlichkeitstheorie 
eingelilhrt,  welcher  sich  mit  der  Erwartungsbilduug  in  bezug  auf  die 
Ergebnisst»  wiederholter  Versuche  beschäftigt,  indem  er  von  der  Voraus- 
setzung konstant  bit'ibendcr  Wahrscheinlichkeiten  abgehend   annahm 

1^  K.  Wolf  hat  nutor  llinzuziohuiijf  einer  Hypothese  über  die  Abhängig- 
keit der  \Vahr8cluMnlii-hkeit  dt»r  Würfelgpiton  von  der  L;ijje  des  Schwerpanktet 
und  weiterer  VerHuehsreihen  foI^rtMide  Wahrscheinlirlikeiten  ermittelt: 

Nr.        I  1»  a  1  :,  Q 

\Veit5er  Würfel  o.ir.ü.to     OJiiMf»     o.!i4s:,     0J420:,     O.lSITö     0,19660 

Koter  Würfel  «M7o:»:>    o^H\:^:^    o.i:»sso    oj4:»so    o,i7240    o'itho 

2i  Hecherehet«  nur  \\\  prolMil)iIitf  etr  Paris  IsaT;  doutsrh  von  H.  SchnuBe 
IJrttuusehweiK    l^U ,     I     Kapitel  Auüerdom    Abhandlungen    in    den    Compt 

rend.  1,  2  ^^^ö,  1830V 
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daß  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  der  in  Frage  kommenden  Ereig- 
nisse Ey  F  im  Laufe  der  Versuche  ändern.  Es  lassen  sich  in  der  Tat 
leicht  Vorgänge  konstruieren,  bei  welchen  dies  zutrifft;  sobald  man 
den  Boden  der  Anwendimgen  betritt,  scheint  die  Variabilität  der  Wahr- 
scheinlichkeiten die  Regel  zu  bilden. 

Das  Problem,  mit  dem  wir  uns  hier  zunächst  beschäftigen,  be- 
steht in  folgendem:  Es  werden  .s  Versuche  oder  Beobachtungen  über 
die  beiden  entgegengesetzten  Ereignisse  JE,  F  angestellt,  denen  im  A-ten 
Versuche  (A  =  1,  2,  •  •  •  s)  die  Wahrscheinlichkeiten  p^,  3;^  =  1  —2h 
zukommen.  Gefragt  wird  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  daß  sich  die 
Ereignisse  in  einer  bestimmten  Anzahl  von  Malen  wiederholen;  nach 
derjenigen  Kombination,  welche  unter  allen  die  größte  Wahrscheinlich- 
keit besitzt;  endlich  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Wieder- 
holungszahlen m,  n  von  E,  F,  oder  die  Verhältnisse  -   ,       ,  welche 

die  relative  Häufigkeit  des  Erscheinens  ausdrücken,  vorgegebene 
Grenzen  nicht  überschreiten. 

Zur  schematischeii  Darstellung  der  Sachlage  denke  man  sich 
s  Urnen  U^  (A  =  1, 2,  •  •  •  s),  welche  mit  weißen  und  schwarzen 
Kugeln  in  solchem  Mengenverhältnis  gefüllt  sind,  daß  die  Urne  U^ 
dem  Erscheinen  einer  weißen  Kugel  die  Wahrscheinlichkeit  j)^,  dem 
Erscheinen  einer  schwarzen  Kugel  die  Wahrscheinlichkeit  q^^  verleiht; 
aus  jeder  Urne  wird  eine  Kugel  gezogen.  Wiewohl  die  Reihenfolge, 
in  welcher  die  Urnen  darankommen,  für  den  Erfolg  gleichgiltig  ist, 
stelle  man  sich,  um  mit  der  obigen  Formulierung  im  Einklänge  zu 
bleiben,  vor,  daß  die  Ate  Ziehung  aus  der  Urne  U^  geschehe. 

Bei  kleinem  s  kann  die  Beantwortung  der  oben  gekennzeichneten 
Fragen  auf  dem  Wege  der  direkten  Rechnung  geschehen.  Beschwerlich 
wird  dieser  Weg  aber  schon  bei  einigermaßen  großem  ,s  (etwa  von 
der  Ordnung  einiger  Zehner),  und  ganz  unverwendbar  bei  sehr  großem  s. 
Für  diesen  Fall  hat  nun  Poisson  Näherungsformeln  entwickelt  mit 
Hilfe  einer  Analyse,  welche  in  ihrer  Grundlage  auf  Laplace^) 
zurückführt. 

83.  Ableitung  des  Theorems.  Die  Entwicklung  des  Pro- 
duktes 


77  (^/"  +  ^^^) 


nach  Potenzen  von  /(  und  v  befolgt  solche  arithmetische  Regeln,  daß 
der  Koeffizient  von  «'"t"  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  m- malige 
Eintreffen  von  E  und  das  «-malige  Eintreffen  von  F  bedeutet.     Be- 


1)  Theorie  analyt.,  ari.  8. 
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zeichnet  man  diese  Wahrscheinlichkeit  mit  U^^„  und  ersetzt  u  durch 
(f'j  V  durch  c"-",  unter  i  die  imaginäre  Einheit  verstanden,  so  wird 

1 
Durch  Multiplikation  mit  (»- ("*-»)««  entfällt  der  exponentielle 
Faktor  bei  r„,  „  und  nur  bei  diesem  Gliede.  Integriert  man  hierauf 
in  bezug  auf  x  zwischen  den  Grenzen  —  tc,  n,  so  fallen  rechter  Hand 
alle  Glieder  bis  auf  das  mit  ?",„,,  behaftete  aus,  weil  fOr  jedes  ganz- 
zahlige r  (mit  Ausschluß  der  Null) 

71 
—  TT 

ist,  und  es  ergibt  sich  tiir  U^^^  die  Darstellung: 

n 

Nun  ist 

X  =  JJ{(;>^  4-  qi)  cos  x  +  i  (jh  -  Ux)  sin  a;} 
1 

=  JJ  { cos  o;  +  /  (/)^  -  ^J  sin  x  \ 
=  JJ  {^'i  (<^08  g)^  +  i  sin  ff,)}, 


wenn 
und 


Qä  =V(^o8^  X  +  {2h  ~  Qk)^  sin^o;  =  )/l  —  4^)^^^  sin*  a;  (1) 

tg  «Tx  =  (i>>i  -  qx)  tg  -^  (2) 

gesetzt  wird;  mit  den  Abkürzungen 

JJq,  =  B,      ^<p,  =  0  (3) 

1  1 

wird  also 

X  '-^  H  (cos  0  +  /  sin  0) 
und 


[7^^^^  =   y    I  H  [  cos  (0  —  m      ux)  +  { sin  (0  —  w    -  nx) } 

—  n 
n 

=  —  /  JR  cos  (0  -  m      nx\  dx, 
"Inj 


dx 
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wenn  man  beachtet,  daß  R  vermöge  (1)  eine  gerade,  ä>  hingegen 
wegen  (2)  eine  ungerade  Funktion  von  x  ist.  Aus  denselben  Gründen 
kann  auch 

7t 

[■^^^  =       /  ü  cos  (a>  -—  m-  nx) dx 
6 
geschrieben  werden. 

Zerlegt  man  das  Integrationsgebiet  in  die  Teile  (O,  g ) '  ( 2 '  ^) 
und  substituiert  in  dem  zweiten  Teile  a:  =  »  —  |,  so  geht  ä>  über  in 
(m  +  n)  7t  —  O,  während  R  keine  Änderung  erfahrt;  das  zweite  Teil- 
integral lautet  dann 

I  R  cos  (m  +  nit'-0  +  m^n^  —  m  —  nn:)d^, 
0 

und  dies  ist  gleich 

2  2 

/  Jicos(2nÄ  —  a>  +  m--  w|)d|=  /  Ji cos (ä>  —  m  —  n|) dl , 
0  0 

stimmt  also  dem  Werte  nach  mit  dem  ersten  Teilintegral  überein, 
so  daß 


z 
2      /•  

^  m  n  =        f  JB  COS  (^  —  m      nx)  dx 


(4) 


ist. 

Vorausgesetzt,   daß   kein  p^^  und  ^^  der  Null  oder  der  Einheit 
sehr  nahe  liegt,  kommt  kein  Faktor  von 


Ii  =  JjYÜ^\'q,  sin' X 


der  Einheit  nahe,  und  es  wird  R  um  so  kleiner,  je  weiter  sich  x  von 
der  unteren  Integralgrenze  0  entfernt;  belangreiche  Werte  nimmt  es 
nur  in  der  Nähe  dieser  Grenze  an  und  kann  hier  annähernd  durch 


]J[{l-2p,q,x^, 


der  Logarithmus  von  R  durch 
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ersetzt  werden;  mit  der  abkürzenden  Bezeichnung 

,=/^''  (5) 

wird  also  nähemngsweise 

]{  =  e-'^^'\  (6) 

Weiter  folgt  aus 

Qi  ßi»  9x  =-  (Pi  -  (li)  sin  X 
mit  Benützung  des  Wertes  von  p^  aus  ( 1)  und  bei  Beschrankung  auf 
kleine  Werte  von  x 

sin  if.  =  ( yi^  -  /y^»  (1  +  ''^p-^q-^x^s  (^  ~   6   +  *    ') 

daraus  durch  Inversion 

^i  =  {Pi  -  üi)  -^  +  Y  (Px  -  'h)  PAi^""', 
demzufolge  ist,  wenn  man  die  abkürzenden  Bezeichnungen: 
2:Pi.  __Px+Pt  +  ''-\-P, 


eini'ührt, 


Mit  diesen  Näherungswerten  von  B  und  O  stellt  sich  jetzt  V^^ 
wie  folgt  dar: 

n 
2 

U^^^  ^-  f  e-'*'''co8  [{s(2)  —  q)-(m  —  n)}x  +  shx^]dx. 

0 

Der  Koeffizient  von  x  kann  umgeformt  werden  in 

>^{p-:-i^-")]=^9,  (10) 

1)  Für  den  numerischen  Wert  von  k  läßt  sich  eine  obere  Grenze  angeben. 
Da  nämlich  der    größtmögliche    Wert    des    Produktes  p  q     ist,    so  kann 

^p.fj.  den  Wert   '     nicht  überschreiten;  infolge  dessen  ist 


IS     1 

8 

''•  =  «    (7) 

4    ^(Px-'^.JP,^,         j 
3                          8 

(8) 

0  =  s  (p  —  q)  X  +  shx^. 

(9) 

/  1 


k  ^y  -^«0,7071- •. 
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wobei,  vermöge  ^)  +  (^  =  1  und  m  +  m  =  5,  y  den  doppelten  Unter- 
schied p  —       (oder  auch  den  doppelten  Unterschied q\  bedeutet. 

Wird  hierauf  der  Cosinus  entwickelt,  hierbei  aber  über  die  dritte 
Potenz  von  x  nicht  hinausgegangen,  so  verwandelt  sich  der  obige 
Ausdruck  in: 

n 

S 

^4»,n  =       /  e"**^**{co8  {agx)  —  sha^  sin  (sgx)]  dx 

0 

und  durch  die  Substitution 


weiter  in: 

71 


«►" 


0 

Wegen  der  mit  wachsendem  z  außerordentlich  rasch  fallenden 
Exponentialfunktion  wird  der  Wert  der  Funktion  unter  dem  Integral- 
zeichen schon  innerhalb  des  Integrationsintervalls  sehr  klein  und 
außerhalb  desselben  so  geringfügig,  daß  es  auf  den  Wert  von  l\^  „ 
keinen  merkbaren  Einfluß  übt,  wenn  man  die  obere  Gh-enze  durch  cxj 
ersetzt. 

Nun  ist^) 

1/ "       '-t. 


0 


daraus  ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  (j\ 

e-^"'';?V,ssin(//^V5)(/^  =  -|J-"ß    4*% 


S' 


ü 
weiter  durch  Differentiation  in  bezug  auf  /r: 

Ü 

woraus  sich 


7 


1)  Man  kommt  zu  dem  Werte  J  dieses  Integrals,   indem  man  es  nach  // 

differenziert,  das  Integral  -^  durch  partielle  Integration  entwickelt  und  die  so 

entstandene  Differentialgleichung  integriert;  zu  dem  Werte  der  Integrationskon- 
Btanten  führt  die  Annahme  ^  =  0. 
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4A» 


yV.-'^l.i.(,.V»),;.-'»^Sl(8-|-g)e 

0 

berechnet. 

Nach  Einfahrung  dieser  Integralwerte  in  den  letzten  Ausdmck 
für  f^,„  „  wird,  wenn  man  noch 

'^  =  0  (11) 

setzt, 

Wenn  man  auf  die  Bedeutung  von  g  zurückgeht,  so  drückt  ü^^ 
die  Wahrscheinlichkeit  aus,  daß  die  Ereignisse  E,  F  in  den  Wieder- 
holungszahlen 

m  =  sp  —  kOYs,     n  =  sq  +  kOYs 
erscheinen. 

Für  die  Wiederholungszahlen 

m'  ^sp  +  kOYs,     7i'  ^s(i  —  heyi 

besteht  dementsprechend  die  Wahrscheinlichkeit 

Hiernach  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sich  die  Wiederholungs- 
zahl des  Ereignisses  E  von  der  Zahl  .s^;  um  A:ö]/.s  nach  auf-  oder 
abwärts  unterscheide, 


/>-©' 


kYTts 

und  dies  ist  am  größten  für  0  =  0. 

Daraus  ergibt  sich  als  erstes  Resultat: 

,Mie  li'ahrscheinlichde  unter  allen  Kombinationen  ist  di^enige,  in 
welcher  sidi  die  Wicderholumjszahlen  der  Ereignisse  E  und  F  so  ver- 
halten tvie  ihre  durchschnittlichen  Wahrscheinlichkeiten  p,  q  im  Laufe 
der  Versuche'' 

Denn  nach  den  Formeln  (7)  sind  p,  q  die  arithmetischen  Mittel 
der  Wahrscheinlichkeiten  p^,  q^  und  ergänzen  sich  so  wie  diese  zur 
Einheit. 

Setzt  man 

keys  =  i 

und  denkt  sich  unter  g  eine  ganze  Zahl,  so  wird  die  Wahrscheinlich- 
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keit  P,  daß  die  Wiederholungszahl  m  von  E  zwischen  die  Grenzen 
sj)  —  l  und  sp  +  l  falle,  ausgedrückt  sein  durch 

der  negative  Teil  rührt  daher,  weil  in  der  Summe  die  Wahrschein- 
lichkeit der  Abweichung  0  doppelt  gezählt  ist.  Verwandelt  man  die 
Summe  nach  der  in  Nr.  70  angegebenen  Methode  in  ein  Integral, 
so  wird 

2   /-,?.  .rÄ 


0 


P  =  -f-.      e    ^"'  + 


kynsj  k}/ns^ 


oder  einfacher,  wenn  man 


setzt. 


e-^ 


*dt  +  —^^  (14) 


Die    zweite   Aussage,   die   mit   der   vorigen   zusammen  Poissons 
Thforem  ausmacht,  lautet  demnach  wie  folgt: 
,Jis  ist  mit  der  Wahrscheinlichkeit 


kyns 


ZU  erwarten^  daß  die  Wiederholun{fszahl  m  des  Ereignisses  E  zwischen 
die  Grenzen 


die  relative  Häufigleit    ^    diesem  Ereignisses  also  z irischen  die  Grmzen 

P 


m 

a 

ys 

faVen  werde:' 

Die  wichtigste  Folgerung  aus  diesem  Satze  geht  dahin,  daß  durch 
entsprechende  Vermehrung  der  Versuche  die  Grenzen,  innerhalb  welcher 

das  Verhältnis  mit  einer  der  Einheit  beliebig  nahen  Wahrschein- 
lichkeit zu  erwarten  ist,  beliebig  eng  gezogen  werden  können.  Bei 
der  Begründung  dieser  Schlußfolgerung  ist  auf  den  im  Gange  des 
Beweises  hervorgehobenen  Umstand  Rücksicht  zu  nehmen,  daß  Ic  un- 
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abhängig    von    der    Größe   der   Versuchszahl   an   ^ine   obere    Grenze 
(l/yj  gebunden  ist. 

Das  Bernoullische  Theorem  ist  als  besonderer  Fall  in  dem 
Poissonschen  enthalten;  denn,  werden  die  Wahrscheinlichkeiten  jt)^ 
unter  einander  gleich  und  gleich  2>}  so  sind  auch  die  q^^  einander 
gleich  und  gleich  $; 


.->/' 


geht  über  in  y2pq  ^  und  die  Ausdrücke  für  P,   die  Grenzen  von  m 

und         verwandeln    sich    in   diejenigen,   welche    das   Bernoullische 

Theorem  anführt. 

Eine  Bemerkung  möge  schon   an  dieser  Stelle  Platz  finden.     In 

bezug  auf  das  wahrscheinlichste  Ergebnis  der  s  Versuche  ist  es  ebenso, 

"^ 

als  ob  dieselben  bei  konstant  bleibender  Wahrscheinlichkeit  7>  =         ^ 

ausgeführt  worden  wären;  auf  andere  Beziehungen  darf  aber  diese 
Analogie  nicht  übertragen  werden. 

84.   Beispiel  XLVII.     Es  liegen  drei  Urnen  A^,  A^,  A^   vor; 

die  erste  enthält  2  wei/je  und  3  schivarze,  die  jsweiir  3  weiße  und 
2  schwarze^  die  dritte  1  weiße  und  4  schivarze  Kugeln,  Man  macht 
aus  A^  200,  aus  A^  400,  aus  A^  600  Ziehungen,  wobei  die  gezogene 
Kugel  jedesmal  ivieder  zurüekgelegt  wird.  Welches  ist  das  walirsdiein- 
scheinlichste  Besuliat  dieser  Ziehungen  und  welches  die  wahrscheinliclw 
Ahweichiing  von  diesem? 

Die    durchschnittlichen  Wahrscheinlichkeiten   für  die   weiße  und 
schwarze  Kugel  sind 

^^  G       '  30'  ^^  (5  ~        80 ' 

Mit  diesen  berechnen  sich  die  wahrscheinlichsten  Wiederholui^szahlen 


sj)  =  1200  .  II  =  440 ,        sq  =  1200  •  ^  =  7()0. 


Ferner  ist 


1/1 


-   '^:'  --    ''^  =  0,63245; 


die  wahrscheinliche  Abweichung,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  fÖr  P 
das  zweite  Glied  unbeachtet  läßt,  beträgt  also 

Qk  |/.s  =  0,470936  •  0,63245  •  )/l200  =  10,3  •  ■  •, 
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so  daß  die  Wiederholungszahl  der  weißen  Kugel  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit       zwischen  den  Grenzen  430  und  450  zu  erwarten  ist. 

Anders  ergeben  sich  diese  Grenzen,  wenn  die  1200  Ziehungen 
aus  einer  Urne  gemacht  werden,  welche  der  weißen  Kugel  die  Wahr- 
scheinlichkeit _-    verleiht,    also    beispielsweise    aus    einer   Urne    mit 

11    weißen   und   19  schwarzen  Kugeln;   dann  ist  nämlich  die  wahr- 
scheinliche Abweichung 


0,476936  ]/2  •  1200  •  JJ  •  J~  «  11,1 


die  wahrscheinlichen  Grenzen  für  die  Wiederholungszahl  der  weißen 
Kugel  sind  also  439  und  451,  weiter  als  im  andern  Falle. 

85.  Mittlere  Abweichung.  Für  die  Wahrscheinlichkeit  einer 
Abweichung  vom  absoluten  Betrage  |  ergab  sich  der  Näherungs- 
ausdruck: 


—  e 


*«« 


ky/Tts 


Multipliziert  man  diesen  Ausdruck  mit  i^  und  integriert,  §  als  stetige 
Variable  auffassend,  zwischen  den  Grenzen  0  und  cx>,  so  ergibt  sich 
das  mittlere  Quadrat  der  Abweichung  /,  nämlich: 


'^('^=.kA^~^''^^ 


e-''(U 

0 


A's 


weil  das  Integral  (s.  Nr.  11)  den  Wert  ^  hat.     Mit   Rficksicht   auf 
den  Wert  von  k,  Gleichung  (5),  ist  also 

t^in^^lhQx-,  (15) 

die  Quadratwurzel  hieraus  ist  die  mittlere  Abweichung  von  der  wahr- 
scheinlichsten Wiederholungszahl. 

Bestünde  hingegen  durch  die  ganze  Dauer  der  Versuche  dieselbe 
Wahrscheinlichkeit  für  E  und  so  auch  für  F,  nämlich  die  durch- 
schnittliche Wahrscheinlichkeit  2h  beziehungsweise  ^,  so  ergäbe  sich 
nach  Nr.  74  als  mittleres  Quadrat  der  Abweichung: 

Csnber,  WahncheinlichkoitsrpcfanunjGr.  ^ 
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Um  diese  beiden  Werte  mit  einander  vergleichen  zu  können^ 
bringen  wir  sie  auf  folgende  Gestalt: 

^(l')  =i>,(l  -iO  +p,{l  -p,)  +  . . .  +^,  (1  -I,,) 

n    (/8X   _   ,.  Pl  +_Pt  +_•  •  •  +2>M  (l_Pi  +Pi  +  -"+PM\ 

mithin  ist 

=  (1  •  ±1'+ - + il(ft  !+i'.i+ •  ■■+p.*)-  (Px + ft + •  11+  p.)' 

8 

also  ' 

Daraus  ergibt  sich  der  Satz: 

fj)i<i  mittlere  Ahueichung  vom  ivahrscheinlichsten  Resultate  ist 
Meiner,  die  Präzision  also  gröfJir,  wenn  die  Zietmngen  in  der  he- 
schriebenen  Weise  atts  verschied one^i  Urnen  vorgownimen  werden,  als 
wetm  sie  aus  einer  Urne  erfolgten,  die  dem  Ersclieinen  von  E  die  durch- 
scJmittliehe  Wahrscheinlichkeit  verleiht.'' 

Würden  z  Reihen  von  je  s  Versuchen  auf  die  erste  Art  aus- 
geführt werden,  so  wäre  für  die  dabei  zum  Vorschein  kommenden 
Quotienten 

s  '        s  ^     '"     ~'  W 

welche  die  relative  Häufigkeit  des  Erscheinens  von  E  in  den  einzelnen 
Reihen  darstellen,  eine  andere  wahrscheinlichste  Verteilung  oder  Dis- 
persion um  den  Wert  p  zu  erwarten  als  für  die  Quotienten 

welche  sich  ergäben,  wenn  die  z  Ziehungsreihen  aus  einer  und  der- 
selben Urne  vorgenommen  worden  wären,  welche  dem  E  die  durch- 
schnittliche Wahrscheinlichkeit  2>  verleiht.  Der  Unterschied  bestünde 
darin,  daß  sich  die  Reihe  (R)  enger  um  den  Wert  p  zusammendrängte 
als  die  Reihe  (R').  Bezeichnet  man  die  wahrscheinlichste  Dispersion 
der  Ergebnisse  von  Reihen,  welche  nach  Art  der  Reihen  (R'),  also 
unter  bestandig  gleichbleibenden  Umständen  ausgeführt   werden,   ab 


I 
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nornmh  Dhpersmt^  .so  gebührt,  der  Verfeeiluug  der  Ergebnisse  der 
iteibe  (H)  die  Bezeichnung  unknwrmnh  Dispersiim^). 

86.  Beispiel  XIjTIII.  Eine  ürtw  vnihäit  6  Kutjcln,  thivon 
shi<i  0p  tmiJ,  0ij  svhwars.  Man  mmM  s  {<  &)  Zh'humjim^  ohtt^'  ffir 
(fe^ogenrn  Ktigän  zurüekmU'ff^fi.  Wie  groß  ist  mikr  ihr  VorausHvUung^ 
daß  6y  s  und  6  —  s  große  Zahlen  seien,  die  Wfihrscfu'iniirkkelt,  daß 
sp  +  l  wdßv  und  ^q  —  l  schwarze  Kutfdn  ^nm  Vorsehem  kommen? 

Der  Fall  ist  dadurch  bemerkenswert^  daß  sich  die  Wahrscheinlieb- 
ketten  für  das  Ziehen  einer  weißen^  resp»  sehwuTzen  Kugel ^  die  vor 
Beginn  der  Ziehungen  p,  q  aind^  im  Laufe  derselben  auf  unhekaunte 
Art  äudem. 

Der  strenge  Auadnick  für  die  verlangte  Wahracheinlichkeit  ist; 

T  —  ** 


ff(ff— l)*-^(ir  — «"+ 1)  ' 

der  erste  Faktor  gibt  die  Anzahl  der  Arten  an,  auf  welche  das  be- 
zeichnete Ereignis  eintreten  fcann^  der  zweite  gibt  die  Wahrscheinlich- 
keit bei  einer  bestimmten  Anordnung  der  Kugehi,  die  aber  fiir  alle 
Anordnungen  die  gleiche  ist  Nun  läßt  sich  T,  wie  folgt  durch  lauter 
Fakultäten  ausdrücken: 

^i-(^p  +  T)\{,q^t)\[{t,^,)p^l]l[it,-,)q+qiel* 

Unter  den  über  <t,  a  und  0  —  s  gemachten  VoranfifietzLmgen  kami 
näherungsweise  gesetzt  werden  (ygL  Nr.  69): 

(ip  +  T)Hsq-JyJ        ^  yTnJfq 

(tf  — /t)S  ^(ti-t\p-Uitf-*U  +  t  ^  '^_ 


daraus  ergibt  sich  durch  Multiplikation  r 


2Äpgyg(ff— s) 


1)  Der  Begriif  der  Dispersion  und  ihre  Untericlieidung  in  normale »  unter- 
iiortnale  und  iibemoriwale  rübrt  von  W.  Leiit  her:  Zur  Theorie  der  Masaen- 
erBeheinungeit  in  der  menschüehen  Gesellschaft  (1ÖT7),  p.  22.  —  Yg\.  auch 
i  V-  Krie»^  Die  PrinKipien  der  Wahracbeinbchkeitsrechnung  (1S8G),  p.  103 ff,  — 
Kin  Beispiel  abeniormaler  Dispersion  folgt  in  der  nacbateu  Kumtaex. 


^ 
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Ferner  ist  nach  Nr.  f)8 

Durch  Division  der  vorletzten  Gleichung  durch  die  letzte  erhält  man: 


•   T,=     ,^ 


O  —  s 


27t8 


pq 


Dies    ist   aber   derselbe  Ausdruck,   welcher   sich   ergeben   hätte, 
wenn  die  Wahrscheinlichkeiten  p^  q  im  ganzen  Verlaufe  der  Ziehungen 

konstant  blieben,  wenn  jedoch  statt  s  Versuchen  deren  blos     -^-  $ 

gemacht  würden.     Je  größer  ö  gegenüber  s  ist,  desto  geringer  der 
Einfluß,  den  das  Nichtzurücklegen  der  Kugeln  ausübt;  für  lim  6^^x> 

wird  '  =  1 ,    d.  h.  bei  einer  unbegrenzten  Menge  von  Kugeln  in 

der  Urne  hört  jener  Einfluß  völlig  auf. 

Würde  man  z  Beobachtungsreihen  gleichen  ümfanges  in  der  be- 
schriebenen Weise  ausführen  und  die  Quotienten 


ni,  »u  m. 


} 


8    '  S 


bilden,  welche  die  relative  Häufigkeit  des  Erscheinens  einer  weißen 
Kugel  in  den  einzelnen  Reihen  ausdrücken,  so  wäre  gegenüber  dem 
Falle,  wo  die  Wahrscheinlichkeiten  p^  q  im  Verlauf  der  Versuche 
konstant  bleiben,  eine  iihernorwalc  Dispersion  dieser  Quotienten  zu 
erwarten,  d.  h.  eine  Verteilung  derselben,  bei  welcher  sie  sich  weniger 
dicht  um  den  Wert  p  zusammendrängen  als  in  dem  entgegengestellten 
Falle.  Denn  die  Präzision  einer  Beobachtungsreihe  der  oben  be- 
schriebenen Art  ist 


Vi 


G  —  a 
s 

6 

^>pq     ' 


die  einer  Beobachtungsreihe  mit  konstant  bleibenden  Wahrscheinlich- 
keiten 


f    "Ipq' 


ipq' 

die  letztere  also  größer  als  die  erstere. 
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§  3.     Das  Gesetz  der  großen  ZatüdB. 

87.  Elementare  WabrBCheinlichkeiteii  und  BurchflChnitts- 
wahxsclieüLlichJceiten.     Die  mihere  Vergleichung  des  Berooullt- 

srhen  Thearenm  mit  dem  Poissonscheo  gibt  Anlaß  ku  tblgendfn 
Bemerkungen. 

In  dem  typiselien  Falle,  auf  welchen  sich  das  Bernoullische 
*riie<>rem  bezieht^  sind  die  konstant  bleibenden  Wahricheinlieh- 
keitea  p,  q  der  Ereignisse  Jv,  F  maßgebend  sowohl  für  die  B^- 
stimmnng  der  wahrstt^heiulinhiten  Komiiination  von  E^  F  in  ^  Ver- 
sachenf  wie  auch  filr  die  Präzision  der  Versuchsreihe  und  daher  anch 
für  die  Dispersion  der  Ergebninse  wiederholter  derartiger  Versuchs* 
reiheu  gleichen  Umfauges, 

Anders  verhält  es  sich  in  dtnn  Falle,  welcher  dem  Poissonschen 
Theorem  zu  Grunde  liegt-  liier  gibt  es  wohl  zwei  Größen  p^  q^ 
nämlich  die  arithmetischen  Mittel  der  p-  und  q.^  welche  für  die  w^ahr- 
scheinlichste  Kombination  von  K  und  F  bestimmend  sind  in  derselben 
Weise  wie  in  dem  ersten  Falle;  sie  sind  aber  nicht  maßgebend  flir 
4ie  Beurteilung  der  Präzision  und  Dispersion;  diese  lirtngen  vielmehr 
von  den  einzelnen  p^,  q,  ab  und  können  sieh  daher  bei  demselben 
p  und  q  sehr  verschieden  gestalten. 

Wir  wollen  diesen  Unt^jrschied  vorlaufig  dadurch  7,um  Ausdruck 
bringen j  daß  wir  /),  q  im  ersten  Falle  als  Etffmmfanrahri^chmdieh- 
keiien,  im  zweiten  Falle  als  Durekschiittswahrst'heinhchkeifen  bezeichnen. 
Das  verschiedene  Verhalten  beider  veranlaßt  uus,  dem  Wesen  der 
Durchschnitts wahrschetnlii'hkeiteu  näher  zu  treten.  Die  folgende  Be- 
trachtung dürfte  einen  hierzu  geeigneten  Ausgangspunkt  darbieten. 

Eine  Urne  U  enthalte  N  Kugeln,  wovon  G  weiß,  die  übrigen 
schwarz  sein  mögen;  die  Wahrscheinlichkeit  filr  daa  Ziehen  einer 
weißen  Kugel  (Ereignis  E)  ist 

G 

Nun  stelle  man  sich  vor,  daß  die  Kugeln  durch  irgend  ein  Merk- 
mal*) in  I'  Kategorien  unterschieden  seien,  welche  der  Reihe  nach  aus 
,Vj,  y^i  ^  * '  *V,  Kugebi  bestehen,  worunter  sich  f/j,  fr^,  -(w^  weiße  be- 
enden mögen;  dann  ist  A'^  +  A^^  +  " *  +  A\  —  N  xmd  0^-^-0^  + -*-^G^^ G^ 
und  die  Wabieeheinlichkeit  von  E  läßt  sich  in  der  Fonn 


^+G, 


N  X 


^   X  .\  ^ 


darstellen.     Dieser  Ausdruck  gestattet  folgende  Deutung^  Man  kann 


1}  Z.  B.  duTi'h  aufg^chriebene  NumiiieTu. 
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jetzt  von  V  ModaIit.'iteu  des  Ereignisses  E  (und  seines  Gegensatzes  F) 
reden;  -^^(»i  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  erste  Modalität  »ich 

einsteUe;   J  ^  Pi  die  Wahrseheinüchkeit,  daß  dann  das  Ea^ignis  E 
eintreffe^).     Mit  diesen  Bezeichnungen  schreibt  sich  p  entweder 


oder 


„      ^\Pt  +  ^,P,-i--+KP. 
P  ^ jv"  f 


luid  erscheint  bei  der  letzteren  Schreibweise  als  arithmetisches  Mittt*! 
der  den  emzelnen  Modali  täten  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten, 
jede  Wahrscheinlichkeit  mit  dem  der  Modalität  entsprechenden  Ge- 
wichte genommen,  also  in  der  Form  einer  Darchschnitts Wahrschein- 
lichkeit* 

Man  kann,  um  das  Verhältnis  der  p^^  p^^  *  ■  ■  /?,  zn  dem  ;/  zn 
kennzeichnen,  die  ersten  Spejsial-  oder  Prir^ViJwahrscheinlichkeiten, 
/;  dagegen  eine  Gemrtd-  oder  To/a/ Wahrscheinlichkeit  nennen^). 

Wie  auch  die  Zerlegung  in  Kategorien  erfolgen  möge,  an  dem 
Wesen  der  Frage  nach  der  WtihrscheinJichkeit  des  Erscheinens  einer 
weilien  Kugel  wird  nichts  geändert,  und  gerade  hierin  ist  das  charakte- 
ristische Merkmal   einer  elementaren  W^ahrseheinlichkeit  zu  erblicken. 

Nnn  aber  denke  man  sich  die  Kugelkategorien  von  einander  ge* 
trennt,  indem  man  jede  in  eine  besondere  Urne  legt;  an  die  Stelle 
der  einen  Urne  (^  treten  nun  p  Urnen  fy,  Fg,  ■  ■  fJ^j  welche  dem 
Ereignis  E  der  R^ihe  nach  die  Wahrscheinlichkeit  p^,  p^^  *  -  •  p^ 
verleihen. 

Die  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  E  kann 
jetzt  verschiedene  Beantwortung  erfahren  je  nach  den  Bestini  mnngen, 
welche  über  die  Ausführung  der  Ziehungen  getroffen  werden. 

a)  Setzt  man  fest,  daß  ans  einer  hesttmmtai  Urne,  z.  B.  aus  fTj, 
gezogen  werden  soll,  so  hat  E  die  Walirscheinlichkeit  |?^. 

b)  Bestimmt  man,  daß  einer  beliehigen  Urne  eine  Kugel  ent- 
nommen werden  soUp  so  ist 


I 


1         ,1         . 

P  --Pt+-7P^^ 


,    1  Pi+Pt  +  - 


'+Pr 


die  W^ahrscheinlichkeit,  daß  sie  weiB  sein  werde. 


1)  PoiBion,  Eecherches  ek.,  deutsclie  Übersetz,,  p.  Iü9  und  115,  bexeichJiH 
ilio  Modalitäten    ab  ^.üraachen'*    de«  Kreigiiiese«  E   (oder  F)   und    belegt    die 
Zahleiureilie  0j ,  <»| ,       -  ^v  mi*  dem  Namen  ..WakricbeinlicbkeitageBetÄ  der  ür-  ^ 
Bachen*'.  V 

2)  .Lv.  Krieß*    Frinj.   d.  Wabrscb.-R,    p.  im.    -    L,  v.  Bortkewitscb, 
Krit,  Betracht.  ■&.  theoret.  StÄtiet,,  Jabrb.  f.  National<U.  u.  Stat.  (3;  8  (1894),  p.  642, 
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c)  Man  kann  die  BestiiBtnutigen  auch  bo  treffen,  daß  bezüglich 
der  Erwartiatigsbildung  wieder  die  ürsiirüngliehen  Verhältnisse  ein- 
treten. Man  lege  in  eine  Hilfgnme  N^l  Zettel  mit  der  Ntimmer  1^ 
N^l  Zettel  mit  der  Nummer  2,  -  ■  -,  N^X  Zettel  mit  der  Nummer  v 
(A  bedeutet  eine  beliebige  ganze  Zahl)  und  ziehe  zuerst  aas  dieser 
Urne  einen  Zettel;  die  Nummer  desselben  bezeichnet  die  Urne,  aus 
welcher  die  Kugel  zu  ziehen  ist.  Unter  diesen  Umständen  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Erscheinen  einer  weiBai  Kugel  wieder 


^  ~  N  N,   "•"  iV  iV,  '^ 


^  N  N 


Auch  dadurch  würde  dieses  Ziel  erreicht,  daß  man,  statt  einer, 
y\k  Urnen  von  der  Sorte  U^^  N^k  Urnen  von  der  Sorte  U^,  *  * -, 
N^l  Urnen  von  der  Sorte  T/,,  im  Ganzen  Nl  Urnen  aufstellt  und 
aus  einer  beliebigen  die  Kugel  zieht. 

Nun  handle  ea  sich  nicht  um  die  einzelne  Ziehung,  sondern  um 
eine  Reihe,  sagen  wir  von  s  =  Nl  Ziehungen.  Wir  wollen  zwei  Ans- 
fühningsmodalitäten  einander  gegenüberstellen. 

a)  Man  benütze  das  k!iystem  f\  ^  U^j  *  - '  J^^  ^^^  *'  Urnen,  mache 
N^X  Ziehungen  aus  U^,  N^k  Ziehungen  aus  f-^,  ■ —,  schließlich 
X^l  Ziehungen  ans  f"^,  die  gezogene  Kugel  Jedesmal  zurücklegend 
und  unter  die  andern  mischend.  Die  Durchschnitts wahrseheinlichkeit^ 
welche  bei  diesem  Vorgange  der  weißen  Kugel  entspricht,  ist 

P  N  ' 

/Ü)  Man  benütze  das  unter  cj  erwälmte  System  von  NX  Urnen, 
worunter  sich  X^k  von  der  Borte  U^  beünden  u.  s.  w,,  und  mache 
jede  der  n  Ziehungen  aus  einer  beliebigen  Urne  des  Systems^  die  Kugel 
jedesmal  zurücklegend;  dabei  wird  zugleich  vorausgesetzt,  daß  die 
Cmen  bestandig  durcheinander  gemengt  werden,  daß  man  also  nicht 
wisse,  aus  welchen  bereits  gezogen  worden  ist.  Auch  bei  diesem  Vor- 
gänge ist  die  DujThschnittswahrscheinlichkeit  für  eine  weiße  Kugel 

Zwischen  diesen  au  Wert  gleichen  Durchschnitts  Wahrscheinlich- 
keiten besteht  aber  ein  fundamentaler  Unterschied. 

Während  uian  im  Falle  a)  mit  Bieherheit  weiß,  daß  genau  N^jj^- 
mal  die  ^pezialwuhrscheinlichkeit  p^,  genau  ^V^^l-mal  die  Spezialwahr- 
scheinlich k  ei  t  p^,  u.  s,  f.  zur  Geltung  kam,  läßt  sich  im  Falle  ß)  keine 
bestimmte  Aussage  hiertiber  machen.  Zwar  ist,  sofern  s  eine  sehr 
H  große  Zahl  vorstellt,  dem  Be rn ou  11  i sehen  Theorem  zufolge  mit  großer 
■    Walirscheinlichkeit    xn    erwarteUj    daß    die    relative   Häufigkeit,    mit 


( 

I 

I 
I 


welcher   die   Urnen    der    eins&elnen   GattungeiL    daran    kommeii^    nicht 

aUziiviel  von  den  VerhältnisseH  ^,  w**'  abweichen  werde;  es  liegen 

aber  auch  erhebliche  Abweichungen  von  diesen  Verhältuissen  im  Be- 
reiche der  Möglichkeit. 

Im  Falle  a)  kann  von  einer  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  E 
suhlechtwegy  d.  i.  für  die  ganze  Dauer  der  Verfluche^  nicht  gesprochen 
werden;  sie  ist  eben  A^A-mat  p^,  JV,A-mal  p^  u,  s.  f.  Im  Falle  ß) 
aber  gibt  p  die  Wahrscheinlichkeit  von  E  für  die  gan?^^  Versuchs 
dauer  an;  damit  steht  keineswegs  im  Widerspruche,  daß  bei  der  Aus 
fthnmg  des  einzelnen  Versuches  ^  nachdem  man  sieb  bereits  för  die 
Urne  entschieden  hat^  aus  welcher  der  nächste  Zug  geschehen  soll, 
eine  der  SpezialwahrscheinlichkeiteB  wirksam  wird;  bei  der  völligen 
Unwissenheit  über  die  Anordnung  der  Urnen  besteht  doch  immer  nur 
die  Generalwiibrscheinlichkeit  dafür,  daß  man  eine  weiße  Kugel  ziehen 
werde. 

Der  Fall  ß)  ist  also  völlig  äquivalent  der  Ausfährung  von  s  Ziehungen 
ans  der  einen  ursprünglichen  Urne  Uj  welche  dem  Erscheinen  einer 
weißen  Kugel  die  Elementarwahröchehilichkeit  p  gab.  Der  Fall  a) 
aber  läßt  sich  in  keiner  Weise  durch  Ziehungen  aus  einer  einzigen 
Urne  von  gleichbleibender  Füllung  ersetzen. 

Mau  hiit,  um  das  Ergebnis  der  Betrachtung  zusiimnienznfassen,  M 
zwei  Arten  von  Durchschnitt swabrscheinlichkeiten  zu  unterscheiden:  ■ 
solche  von  hcstlmmkr  und  solclie  von  tviUkiirlkhtr  Zusammensetzung^ 
öder  tn  anderer  Terminologie*):  konstant  zusammengesetzte  Dnrch-  J 
schnittswahrscheinlichkeiten  und  Durchschnitts  Wahrscheinlichkeiten  im  " 
eigentlichen  Sinne*  Die  letzteren  sind  analog  den  elementaren  Wahr- 
scheinlichkeiten. M 

Daraus  ergibt  sich  als  naturgemäße  Folgerung,  daß  itnf  \'ersuch8-  " 
reihen,  welchen  eine  elementare  oder  eine  DurchschnittswahrsebeinJich* 
keit  im  eigentlichen  Sinne  zugrunde  liegt,  das  B  e  r  n  n  u  1 1  i  sehe 
Theorem  zur  Anwendung  zu  kommen  hat,  daß  also,  was  den  letzteren 
Fall  betrifft^  die  Präzision  lediglich  nach  der  Durchschnittswahrscheia-  ■ 
lichkeit  zu  beui-teilen  ist.  Bei  Versuchsreihen  hingegen^  welchen  eine 
Durchschnittswahrscheinlichkeit  von  bestimmter  Zusammensetzung 
xi^runde  liegt,  kommt  das  Theorem  von  Poisson  zur  Geltung;  hier 
richtet  sich  die  Präzision  nach  der  Zusammensetzung  der  Durch- 
schnitts Wahrscheinlichkeit. 

88.  DaB  Gesetz  der  groBen  Zahlen.  Das  Hauptergebnis 
der  Untersuchungen  dieses  Äbschnitteü  läßt  sich  in  folgendem  zu- 
sammenfassen. 

,,Wenji  zwei  einander  ausschließenden  Ereignissen  E^  F  gewisse 
unveränderlich  bleibende,  der  numerischen  Reclinung  zugängliche  Um* 

l)  L.  V.  Bortkewitfich.  t  c,  p.  (iöü— 6öl. 
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stände  zugrunde  liegen^   so  läßt  sieh  eine  Zahl  p  angeben  derart,  daß 

die  Differenz  zwischen  p   und   dem  Verliältnis        der  Wiederholungä- 

zahl  m  des  Ereignisses  E  in  einer  sehi^  großen  Zahl  s  von  Realisie- 
rimgen  zu  dieser  Zahl  selbst  mit  angebbarer  Wahrscheinlichkeit  F 
über  gewisse  enge  ^Irenzen  nicht  hinausfällt.  Der  Zusammenhang 
zirischeii  P  und  den  Grenzen  ist  ein  solcher,  daß  mit  wachsendem  s 
bei  festem  P  die  Grenzen  sich  yerengen,  und  bei  festen  Grenzen  P 
der  Einheit  sich  nähert.    Dies  hat  weiter  zur  Folge,  daß  die  Verhält- 

nisae       ,     ^  die  sich  aus  xwei  Realisieningsreihen  gleichen  Umfanges 

ergeben,  mit  angebburer  Wahrscheinlichkeit  eine  Diiferenz  erwarten 
lassen^  die  über  bestimmte  enge  Grenzen  nicht  hinausfällt.** 

Den  Inhalt  dieser  Aussage  bezeichnet  man  als  „Gesetz  der  großen 
Zahlen". 

Was  die  ziffermäßige  Bestimmung  der  Grenzen  und  der  ihnen 
entsprechenden  WahrscheinÜehkeit  P  betrifft,  so  ist  in  der  vorigen 
Nummer  auseinandergesetzt  worden,  wann  hierzu  die  Formeln  des 
Bernoul tischen  und  wann  jene  des  Po isson sehen  Theorems  zu  ver- 
wenden sind. 

Das  Gesetz  der  großen  Zahlen  ist  ein  Wahrscheinlichkeitssatz, 
der  wie  jeder  andere,  gleiehgiltig  ob  es  sich  um  eine  einmalige  oder 
eine  wiederholte  Realisierung  handelt,  nur  das  Maß  einer  Erwartung 
bestimmt;  über  den  Verlauf  des  wirklichen  Geschehens  vermag  kein 
Satz  der  Wahrscheinliehkeitslehre  eine  Auskunft  zu  geben.  Wenn 
das  Gesetz  der  gi^oßen  Zahlen  häufig  als  eine  Vorhersage  über  das 
künftige  Geschehen  formuliert  wird,  so  muß  eine  solche  Auslegung 
vom  Standpunkte  der  Theorie  als  unlogisch  bezeichnet  werden^  nur 
als  Ergebnis  der  vielfach  gemachten  Erfahrung,  daß  sich  zufällige  Er- 
eignisse in  ausgedehnten  Versuehsreiheii  nahe  im  Verhältnis  ihrer 
Wahrscheinlichkeiten  zutragen^  hat  sie  eine  gewisse  Berechtigung. 

Po  isson,  von  dem  che  Bezeichnimg  „Gesetz  der  großen  Zahlen" 
herrührt*),  hat  selbst  cHese  Auslegung  vor  Augen  gehabt  und  unter 
jener  Bezeichnung  ein  Gesetz  verstanden,  welches  die  physischen  und 
moralischen  Vorgänge  beherrscht.  Auch  das  Bernoullische  Theorem 
faßt  er  als  eine  Aussage  über  das  -wirkliche  Geschehen  auf*}.  Jene 
Bezeichntmg  will  er  aber  im  Gegensatze  zu  diesem  Theorem  nur  auf 
solche  Ereignisse  angewandt  wissen,  deren  Wahrscheinlichkeit  im 
Laufe  der  Versuche  oder  Beobachtungen  sich  ändert,  und  er  erblickt 
in  dem,  was  er  Gesetz  der  großen  Zahlen  nennt,  eine  weittragende 
Verallgemeinerung  des  Berno uliischen  Theorems*  Wenn  man  jedoch 
seiae   mathematische  Deduktion   und   die   zu  ihr  beigebrachten  Illu- 

1)  CompteB  rend,  1  (1836),  p,  478  ff. 

%  Comptea  reniL  2  (1836),  p.  377  ff.  : 
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strationiibeiapiele  näher   prüfte  so   kommt  man  zu  der  fiiimclity  daß 
es  sieh  uia  Ereignisse  handelt,  deren  WahrscheinKchteit  in  der  Fori 
einer  Durchsrhnitts Wahrscheinlichkeit  im  eigentlichen  Sinne  erschein! 
Ktif  welche  Ans  Bernoullisehe  Theorem  genau  mit  demselben  Reebti 
iingo wandt  werden  darf  wie  auf  Ereignisse ^  für  die  sich  aus  den  be- 
kannten Umständen  eine  Elementarwahrscheinlichkeit  ergibt*). 


^ß     1 

I 


IIL  Ahsciliiiitr,     Wahrsrheinliilikerteii  auf  iirniid  der  Erfahrung 

§  L    Wahrscheinlichkeit 
der  möglichen  Ursachen  eines  heohachteten  Ereignisses. 

89,  Sntwicklung^  dar  FrageBtellimg.  Wenn  über  zwei  Er- 
eignisse (Tatbestände i  E  imd  F,  die  einander  gegenseitig  ausschließeDy 
ein  solches  Wissen  zn  Gebote  steht,  welches  gestattet^  die  Umfange 
der  Realisierungsmöglichkeiten,  die  mit  Notwendigkeit  das  eine  oder 
das  andere  Ereignis  herbeiführen,  gegen  einander  abzugrenzen  und 
mit  einander  quantitativ  zu  vergleichen,  so  lassen  sieh  auf  Grund 
dieses  Wissens  allein  die  für  die  Er  wartun  gsbildimg  maügebendeu 
Walirscheiuliehkeiteo  berechnen,  sei  es,  dali  es  sich  nur  um  eine^ 
einzelne  Uealisierung  oder  um  eine  Folge  von  solchen  handelt.  V 

Die  hierdui^ch  gekennzeichnete  allgemeine  Methode  wird  als 
lt>A/ArsrAf/?*//cA/iY^/A!*lw'jf/rmwi*j^.f/  ri  priori,  eine  nach  dieser  Methode  be* 
stimmte  Walirscheinlicbkeit  am-b  als  apriorische  Wahrscheinlichkeit 
bezoichnet.  Bisher  w^aren  es  nur  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Art^  die 
uns  beschäftigt  habeiL  ^ 

Es  bedeutet  nun  einen  wichtigen  Schritt  in  der  Entwicklung  der^ 
Wahrscheinlichkeitstheorie,    daß    man    sie   auch    anf   Ereignisse    aus- 
zudehnen sucJit,  bezüglich  welcher  ein  so  geartetes  Wissen  nicht  vor- 
liegt, wo  jeJotdi   der  beobachtete  Erfolg  einer  oder  mehrerer  Realisie- 
rungen  zu  (lebote  steht.    Denn  tÜe  Anwendungen  der  Wahrscheinlich-Ä 
keitstheorie    anf  Naturerai^heinungen    und    Vorgänge    des    praktischen™ 
Lebens  bieten  fast  ausscblieüliih  Fälle  dieser  Art  dar. 

Bevor  ew  hier  zu  Ki*^'artongsbildungen  in  bezug  auf  künftige 
Erfolge  kommen  kann,  muli  ein  RücksclUuß  von  dem  beobachteten 
Erfolge  anf  die  ilm  bedingenden  Umstände  gemacht  werden,  und 
dieser  beruht  wieder  auf  einem  Wahrscheinlich kcitsurteih  Wir  nehmen 
an,  das  vorhandene,  aber  unzureichende  Wissen  in  Verbindung  mit 
dem  beobachteten  Ereignin  gestatte  die  Aufstellung  emer  begrenzten 
oder  auch  nnl>eschriinkteri    Menge   von   Annahmen  über- .die  dem  be-J 

1}  Vgl.  die  äingt4ii^ndi'  HiO^JUühtuuK  lirL^ut*«  Ckigon^tande»  bei  L,  v.  Hortke 
witBch,  1.  €.,  p.  ösaff. 
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ohachteten  Ereignis  zugmude  liegenden  rmstände  odt-r  Becliogmigen. 
Sowie  nun  ein  bestimmter,  bezeichneter  Erfolg  aus  verschiedenen  Be- 
tliBgmigakompleien  mit  Terschiedenem  Grade  der  Wahrscheinlichkeit 
%n  erwarten  ist,  so  kommt  auch  den  verschiedenen  möglichen  Be*- 
dingungskomplexeii,  aus  welchen  ein  wirklich  beobachteter  Erfolg 
hervorgegangen  sein  kann,  verschiedene  Wahrschüiulichkeit  der  ExiBtenz 
zu.  Erst  wenn  die  Messung  dieser  gelungen  i&t,  kann  eine  Berechnung 
über  die  Wahrscheinlichkeit  erst  zu  beobachtender  Erfolge  angestellt 
werden. 

Die  Methode,  welche  ein  zur  apriorischen  VVahrscheinlichkeita- 
bestimmung  unzureichendes  Weissen  und  die  Ergebnisse  der  Ertahrung, 
der  Beobaehtnng^  zur  Löwung  von  Aufgaben  verwendet,  wird  als  Waltr- 
.^rlmnlicMiitihrsiimmun^f  a  posifriori  bezeichnet*  Unter  einer  aposterio- 
ri»chen  Wahrscheinlichkeit  ist  daher  eine  solche  au  verstehen^  bei 
deren  Berechnung  auch  die  Erf abrang  mitgewirkt  hat. 

Es  ist  in  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  übhch  geworden,  die  für 
die  Erwartuiigsbildung  m abgebenden  umstände  im  Hinblick  auf  ein 
Ungewisses  Ereignis  »eine  i'^rsarhe  zu  nennen.  In  diesem  Sinne  spricht 
man  anch  von  den  möglichen  Ursachen  eines  heobai^hteten  Ereignisses 
und  meint  darunter  die  verschiedenen  Bedingungskomplexe,  aus  welchen 
das  Ereignis  hervorgegangen  sein  kaim.  Es  besteht  hier  ein  Wider- 
spruch mit  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch,  indem  unter  Ursache 
nicht  das  verstanden  wird^  was  dem  Ereignis  das  Eintreffen,  die 
Existen^j  mit  Notwendigkeit  verleiht,  sondern  etwas,  was  sie  ihm  ver- 
leihen kattn.  Am  zutrefiendsten  wäre  es  wohl,  von  Annahmen  oder 
Hypothesen  über  die  dem  beül)ftchteten  Ereignis  zugrunde  liegenden 
Umstände  zu  sprechen;  in  vielen  Fällen  erweist  sich  die  Bezeichnung 
„Entstehungsniodi"  des  beobachteten  Ereignisses  als  zutreffend*). 

W^ir  gehen  nun  daran,  dasjenige  Theorem  in  seinen  verschiedenen 
Formen  abzuleiten,  auf  welchem  die  Beurteilung  der  Wahrscheinlich- 
keit der  verschiedenen  Ursachen  beruht,  welchen  ein  beobachtetes  Er- 
eignis zugeschrieben  werden  kann.  Die  Ableitung  soll  an  schematischen 
Problemen  vorgenommen  werden,  um  deutlich  erkeimen  zu  lassen,  daß 
sie  keiner  neuen  Prinzipe  bedarf  und  lediglieh  auf  der  Wahrseheinlich- 
keitedefinition  beruht,  mit  andern  Worten,  daß  die  aposteriorische 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  mit  denselben  logischen  Schlüssen  operiert 
wie  die  apriorische  und  nur  in  den  Grundlagen  der  Rechnung  von 
dieser  sich  unterscheidet.  Einer  späteren  Stelle  bleibt  es  dann  vor- 
behalten ^  die  Voraussetzungen j  welche  gemacht  werden,  auf  ihren 
wesentlichen  Inhalt  zu  prüfen  und  zu  untersuchen^  wie  weit  sie  in 
besonderen  Fällen  erfüllt  sind, 

li  Vgl.  hierKii  J.  t.  Kriea,  Prinz,  d.  Wahr«cheiiilichkeitsrecbnEng,  p,  122, 
[und  K.  Stiimpf»  C^ber  don  Begriff  il,  matbem.  VV^abrsch.  Sitzungsber.  d.  Münch. 
lÄk.  xm2,  p.  *iöff. 
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©0,  Theorem  von  Bayee*)  für  den  Fall,  daß  die  Vrmch^^ 
a  priori  gleiclmiögiich  sind. 

Wir  stellen  folgendes  Problem  Kur  Loanng; 

,jEs  liegen  n  iinÖerlich  gleiehe  Urnen  l\,  T^,,  —  ■  ü„  von  folgen- 
der Füllung  vor: 

f'i  enthält  c^  Kugeln,  darunter  a^  weiße; 


U 


c^ 


man  bat  ans  einer  der  Urnen  eine  Kugel  gezogen  und  sie  weiß  g^-H 
funden.  Wie  groß  ist  die  Wahra("]ieiiilirhkeit,  daß  die  Kugel  aus  def  ~ 
Urne   T,  stamme?'* 

Für  daa  beobachtete  Ereignis  gibt  es  n  mögliche  Entötehungs- 
modi  oder  Ursachen,  dargestellt  durrh  die  n  Urnen;  die  Ursachen 
sind  a  priori^  d.  h*  vor  der  Ziehung^  glekknülgUch,  weil  für  jede  Urne 

die  Wahrscheinlichkeit        besteht,  daß  man  sie  wählen  werde. 

Um  die  Losung  der  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  einer  Wahl 
scheinlLchkeit  im  bisher  geläufigen  Siuue  zurückzufilhren^  gestalten  wi 
die  Bedingiingeu  folgendermaßen  um. 

Zuoä(.*hst  bringen  wir  die  Urnen  auf  gleiche  Kugekahl^  ohne  d 
Mi!äckung*yer^ä///nV  in  Ansehung  der  weißen  Kugeln  zu  ändern.  Ist 
da^  kleinste  gemeinst^haftliche  V^ielfache  (oder  ein  \*ielfachesj  d* 
Zahlen  (\y  €^^  *  *  ■  f\^  und  ist 


m  enthalten  die  Urnen  je  r  Kugeln  und  darunter 


(1 


weiße. 


ri^h?   n^^y 


V   fl 

f  U       H 


Nun  dürten,  ohne  daß  die  ursprüngliche  Uleichinöglichkeit  de 
Einzelfälle   gestört   würde ^   die  Inhalte  der  Urnen  in  eimr  Urne 
vereinigt  werden;  vorher  jedoch  sollen  die  Kugeln  jeder  Urne  mit  der' 
gleichen  Nummer  versehen  werden,    welche  die  Urne   trügt ^   um   sie 
auch  jetzt  noch  nach  ihrer  Abstammung  unterscheiden  zu  können*     ■ 

Die  ursprünglifdi  gestellte  Frage  ist  jetzt  identisch  mit  der  folgen- 
den;  Eine  aus  der  Urne  U  gezogene  Kugel  war  weiß;  wie  groß  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  mit  der  Nummer  /  bezeichnet  sei?'  J 
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Aber  auch  diese  Frage  kanü  vermöge  des  UniataDdes,  daß  die 

l^^arbe   der    gezogenen   Kugel  bekaruit   iat,    durch   eine   andere  ersetzt 

werdea:  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einer  Urne  U\  in 

^He  man   aus   U  nur  die  weißen  Kugebi   gelegt   hat»   eine  Kugel  mit 

^Wr  Nummer  i  7ai  zieheuV 

Und  die  Antwort  hierauf  ist  axjf  Grund  der  Wahrscheinlichkeits- 
Definition  gegeben  durch; 


P.- 


Ersetzt  man  die  y  durch  ihre  Werte  aus  der  Relatian  (1),  so  wird 


p,' 


,+  .1- 


'^t 


I 

I 


nun  ist  aber     '  =p,.  die  Wahrscheinlichkeit,    aus  der  Urne    U^  eine 

weiße  Kngel  zu  ziehen;  demnach  ist  schlieülicb  die  Lösung  für  das 
ureprüngUcb  gestellte  Problem: 


P.= 


Pi+Pt-\ hP, 


(2) 


Durch  Abstraktion  ergibt  sich  hieraus  das  Theorem: 

„Wenn  ein  beobachtetes  Ereignis  E  mehreren  a  priori  gleich- 
mugliclien  Ursachen  zugeschrieben  werden  kann,  jedoch  so,  daß  eine 
von  ihnen  notwendig  wirksam  war,  so  ist  die  W^ahrscheinlichkeit,  daß 
die  Ursache  U^  es  war,  gleich  der  Wahrscheinlichkeit,  mit  welcher 
das  Ereignis  ans  ihr  zu  erwaiten  ist^  geteilt  durch  die  Summe  der 
aaf  alle  Ursachen  bezogenen  Wahrscheinlichkeiten  dieses  Ereignisse^/* 

Hieraus  ergibt  sich  die  Benierkuog,  daß  die  Wahrscheinlichkeit 
einer  Ursache  proportional  ist  der  Wahrscheinlichkeit,  welche  sie  dem 
beobachteten  Ereignis  verleiht;  daraus  folgt  weiter^  daü  die  größte 
Wahrscheinlichkeit  jener  Ursache  zukommt,  aus  welcher  unter  allen 
das  beobachtete  Ereignis  mit  der  größten  Wahrscheinliehkeit  zu  er- 
warten ist.  Die  Grenze  dieses  ZuBanimcnhanges  ist  der  Kausainej:^is: 
Wo  Ereignig  und  Ursache  durch  das  Prädikat  der  (gegenseitigen) 
Notwendigkeit  mit  einander  verknüpft  sind,  ist  aus  der  Existenz  des 
Ereignisses  auch  aul'  die  Existenz  der  Ursache  mit  Sicherheit  zu 
schließen. 

91.  Tlieordm  von  Bayes  für  deo  Fall^  daß  die  Ursachen 
a  priori  verschiedene  Wahrscheinlichkeit  besitzen. 

Es  sei  das  folgende  Problem  zu  lösen:  ^^Eine  Urne  enthält 
e  Kugeln;  davon  sind  r^  mit  der  Nummer  l  bezeichnet  und  a^  davon 


142  Erster  Teil.    WahrseheinlichkeitHtheorie. 

weiß;  e^  mit  der  Nummer  2  bezeichnet  und  (u  davon  weiß  u.  s.  f. 
bis  zur  Nummer  w.  Es  ist  eine  Ziehung  gemacht  und  konstatiert 
worden,  daß  die  gezogene  Kugel  weiß  ist.  Wie  groß  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  sie  die  Nummer  i  trage?^^ 

Für  das  beobachtete  Ereignis  gibt  es  n  Entstehungsmodi,  dar- 
gestellt durch  die  Gruppen  gleichbezeichneter  Kugebi;  weil  diese  Gruppen 
ungleich  zahlreich  sind,  so  bestehen  a  priori  verschiedene  Wahrschein- 
lichkeit sgrade  der  Ursachen. 

Mit  Rücksicht  darauf,  daß  die  Farbe  der  gezogenen  Kugel  be- 
kannt ist,  kann  die  Aufgabe  in  eine  andere  umgewandelt  werden, 
indem  man  die  weißen  Kugeln,  in  der  Anzahl 

a  =  «1  4-  aj  -f \-a„ 

vorhanden,  in  eine  andere  Urne  legt  und  nun  die  Frage  nach  der 
Wahrscheinlichkeit  stellt,  daß  ein  Zug  eine  mit  der  Nummer  i  be- 
zeichnete Kugel  bringe. 

Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  aber 

p^"'^  ..  .  ^  - 

'         a         «1  +  "s  H h  <'^ 

und  läßt  sich  wie  folgt  umstellen: 


0,    a         c^  a.    Cn  «- 


c    <•„ 


nun  ist     '  =  w,  die  Wahrscheinlichkeit,  eine  Kugel  aus  der  mit  der 

Nummer  /  versehenen  Gruppe  zu  ergreifen,  also  die  apriorische  Wahr- 
sclieinlichkcit  der  Ursache,  um  deren  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori 

(I. 
gefragt  wird,  und     '  —  />.  ilic  Wahrscheinlichkeit,  welche  diese  Ursache 

dem  beobachteten  KrtMgnis  verleiht.  Die  Lösung  des  gestellten  Problems 
ist  also  duri'li 

«•».  /'i    f- w, /».  -I h  w,^;)„  V  / 

gegeben. 

Das  in  Aw  V(»rigcn  Nununer  formulierte  Theorem  erfahrt  also 
eine  MotUtikation  dahin,  (hiß  dii»  \Vulirscheii\lichkeit  des  beobachteten 
Ereignisses  nacli  einer  rrsaclu»  jetlcsnml  mit  der  apriorischen  Wahr- 
scheinlichkeit der  Irsaclic  multipliziert  in  ilie  Formel  eingeht*). 

l^  K.  Stumpt'.  1  r  .  p  im;,  liat  t'iir  «ho  vorsohiotloneu  hier  auftretenden 
\VahrsrluMnli<'hkoittMi    «'inr    Noiut«inhitur    vor^iwrhhiiroii :    Kr  nennt   m.   die    vor- 
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I 


Man  kann  die  Fonnel  (3)  aiirh  m  begrüüden.  Es  JiauileU  sieli 
liim  tlaa  Zusammentreffen  des  beobafhteton  Ereignisses  and  derjenigen 
[TJrsa^vhe,  deren  Wahrscheiiilichkeitagrad  man  bestimmen  wilh  Falit 
linan  dieses  zui^ammengesetzte  Ereignis  zueilt  so  auf,  daß  die  Urwaehe 
[  existent  wird  und  durcli  t^iie  dan  beobaehtete  Ereigüis  äu  stände 
^  kommt,  so  schreibt  sieh  seine  Wahrsrheinlirhkeit: 

Tor  dem  Versneh  ist  ö-  die  Wahrseheinliebkeit  der  Ursache, 
jlche  dem  beobachteten  Ereignis  die  Wahrsfheinlicbkeit  p-  erteilt 
StiiUt  man  sieh  dann  anf  den  Standpunkt,  daß^  wenn  daa  beol»aeht«te 
Ereignis  eintrat,  dies  infolge  der  Wirkung  der  betreffenden  Ursache 
geschah,  so  ergibt  sieh  für  dasselbe  zusamraengeBetzte  Ereignis  die 
Wahrscbeinlirhkeit: 


I 


denn  io^p^  +  m^p^  +  •  -  *  +  qj^jj^  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  welche 
dem  beobachteten  Ereignis  überhaupt,  ohne  Kenntnis  der  aktiven 
Ursache,  eigen  ist,  und  P,  die  Wahrscheinlichkeit,  daÜ  dieses  Ereigni^i^ 
nachdem  ea  eingetreten ,  der  bezeiehneten  Ursache  zuzuschreiben  sei* 
Aus  der  GleiehsetÄung  der  beiden  Ausdrücke  ergibt  sieh  wieder  die 
Formel  (3). 

92>  Bie  verschiedenartige  Katur  der  UrBachei^ip  In  den 
Problemen,  auf  welche  die  Ableitung  der  Bayesschen  Kegel  ge- 
gründet wurden  istj  waren  die  möglichen  Ursaehtm  materiell  existent, 
d&B  eine  Mal  vertreten  durch  die  verschieden  gefüllten  Urnen  j  das 
andere  Mal  durch  die  vers<diieden  bezifferten  Kugelgruppen  in  einer 
Urne,  Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache  bedeutete  hier  nicht  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  existent  sei,  sondern  daß  tlas  beobachtete 
Ereignis  aus  ihr  hervorgegangen  war. 

Anders  liegen  die  Dinge  in  dem  iblgenden  Proldem^  das  für 
viele  Fälle  der  Anwendung  typisch  ist:  „Eine  Urne  enthält  c  Kugeln, 
die  nur  weiß  oder  schwarz  si^in  können;  über  den  Hergang  der  Füllung 
der  Urne  ist  nichts  bekannt,  Dagegen  weiß  mau,  daß  in  s  Ziehungen, 
wobei  die  gezogene  Kugel  jedessmal  zurückgelegt  und  unter  die  andern 
gemengt  worden  Ist^  immer  eine  weiße  Kugel  erechienen  ist.  Wie 
groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  a)  die  Unie  nur  weiße^  b)  uiehr 
weiße  als  schwarze  Kugeln  enthalte?*^ 

Hier  sind  es  die  verschiedenen  Aufmhnwth  welche  über  das  Ver- 
hältüis  der  weißeu   und  schwarzen   Kugeln  in  der  Urne  gemacht  wer- 


t 


gingige  Wahrst!hcü)lit:hkeil,  p.  den  KrküLmngsweri*  daa  Protiukt  &ijt-  «he  ab- 
iiitmkt€  (i.  e.  von  den  übrigen  Ursachen  absehende)  utut  I\  drp  koukrete  W  ahr- 
»cheiiilifhkeifc  der  Uf^trettViJilen  Ursache. 
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den  köuuBB,  die  man  ab  die  moglielieii  TJisachen   des  beobaehtet^a^ 
Ereignisses  bezeichnet.  ■ 

Der  hypothetische  Charakter  der  Ursachen  tritt  hier  deutlich 
zutage:  nur  ehre  der  Ursachen,  d,  h.  nur  ein  bestimmtes  Füllungs- 
Terhältnis  kann  existent  sein;  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache 
kann  hier  als  Wahrscheinlichkeit  ihrer  Existenz  ausgelegt  werden. 

In  deu  Beispielen  der  Nm,  90  und  91  konnte  die  Ursache  als  ein 
EreigniSj  als  ein  Gesehehen  aufgefaßt  werden:  Greifen  in  die  betreffende 
Umej  Treflfen  der  mit  einer  bestimmten  Nummer  versehenen  Kngel- 
gruppe.  , 

In   dem    Yorliegenden  Falle   haben   die  Ursachen   nicht  die  Be^fl 
deutnng  Ton  Ereignissen,  sondern  die  toü  hypothetischen  TatbestandeiL 

Wenn  hier  aus  dem  Tolbtandigen  Nichtwissen  über  die  Ent- 
stehungsweise der  Urne  die  Gleichmögliehkeit  aUer  Annahmen  abei*^! 
das  F'ällungsverhältais  deduziert  wird,  so  ruht  die  gleiche  Wahrsehein- 
Uchkeit  aller  Ursachen  auf  einer  andern  Grundlage,  als  in  dem  Bei- 
spiel der  Nr,  90:  dort  war  sie  durch  die  Existenz  und  die  äoBerliche 
Gleichheit  der  verschieden  gefüllten  Urnen  objektiv  begründet;  hier 
hat  es  nur  eine  logische  Berechtigung  ^  wenn  aus  dem  Tolligen 
Nichtwissen  auf  die  gleiche  Zulasmgkeit  der  mogiiehen  FüUungsver- 
haltnisse  geschloBsen  wird,  ^ 

Bei  der  Lösung  selbst  ist  zu   beachten^  daß   mit  Rücksicht  aulB 
die  vorliegende  Erfahrung  c  Annahmen    über  die  Füllung  der    Urne 
gemacht  werden  könneUj  welche  enthalten  sind  in  dem  Schema: 

l  weiße,         €  —  l  schwarze  Kugeln 

diesen  Annahmen  entsprechen  die  Wahrscheinlichkeiten 


K^^i,% 


"-cy 


(Ä  =  !.t. 


des  beobachteten  Ereignisses. 

Die  Frage  a)  ist  nach  der  Wahrscheinlichkeit  der  Existenz  der 
letzten  Füllung  gerichtet  und  hat 


r.- 


a)'+(:r+-  +(f)"  '•+'■++'' 

^ur  Lösung. 

Die  Frage  b)  ist  nach  einer  voUstlindigen  Wahrscheinlichkeit 
gerichtet  und  daher  durch  die  Summe  der  P^^  beantwortet^  in  weh^hen 
A  größer  als  v  ~  k  ist;  daher  hat  man: 

für  ein  gerades  r: 
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für  ein  ungerades  c: 


P= 


/c+3 


C4^)-+('|5)-+ ..+. 


So  wäre  beispielsweise  för  c  =  5  und  s  =  4: 

p        6^^ 626 ^  fQQJ. 

^r,=  14  ^  2^  4-  8*  +  4*  +  6*  ~"  979  ~"  ^^^^^4, 


P  - 


8«-f  4* +  6* 


l4-(.  2^4-  3*4.4*+  6* 


962 
979 


0,9826. 


Während  nach  der  obigen  Fassung  Ton  dem  Inhalte  der  Urne 
außer  der  Gesamtzahl  der  Kugeln  nichts  bekannt  war,  nehmen  wir 
jetet  an,  derselbe  sei  so  entstanden,  daß  man  aus  einer  Hilfsume  mit 
a  weißen  und  ß  schwarzen  Kugeln  c-mal  zog  (die  Kugel  zurücklegend) 
and  in  die  zu  bildende  Urne  jedesmal  eine  Kugel  yon  der  Farbe  der 
gezogenen  einlegte. 

Die  c  Füllungsmodi  haben  nun  a  priori  yerschiedene  Wahrschein- 
lichkeit; allgemein  kommt  der  Annahme,  daß  X  weiße  und  c—  X 
schwarze  Kugeln  vorhanden  sind,  die  Wahrscheinlichkeit 


»'-(n(y)'(r' 


zn,  mit  welcher  zu  erwarten  war,  daß  aus  der  Hilfsume  A-mal  weiß 
und  c  —  il-mal  schwarz  gezogen  werde. 

Hiemach  ist  bei  diesem  Stande  des  Wissens 


P.= 


^cPc 


c 

2^xPx 


P  = 


^^xPx 


wo  X  =  Y  +  1   ^^®^      2" '  jeiiachdem  c  gerad  oder  ungerad  ist. 

Der  Erkenntniswert  dieser  Wahrscheinlichkeiten  ist  größer  als  im 
vorigen  Falle,  weil  sie  sich  auf  ein  umfangreicheres  Wissen  gründen. 

Mit  den  firüheren  Werten  c  =  5  und  s  =•  4  und  mit  a  =  2,  j3  =  1 
findet  man: 

p ^ll^ =  ???2«04201 

^5        6-2.1*4-10.2«.2*4.10.2».3*4.6.2*.4*4.2*.6*       4761       ^^^^^^ 


4761 
Oinber,  "TfaAaBoheinlicbkeitirechnjuig. 


p-.l!||  =  0,9863. 


\<J 
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93.  Theorem  von  Bajes  bei  unbegrenzter  Meöge  möglicher 
Urs  ach  en. 

Diejenige  ForiUj  in  welcher  die  Frage  nacli  der  Wahrschemlich- 
keit  einer  speziellen  Ursache  oder  eines  Ursachen  komplexes  für  ein 
beobachtetes  Ereignis  in  den  Anwendongeii  am  häufigsten  sich  ein- 
ßtßlltj  lllßt  sich  aus  dem  folgenden  Schema  entnehmen. 

^jDer  beobachtete  Erfolg  bestehe  in  dem  ??? -maligen  Eintreffen 
lind  dem  ?i- maligen  Ausbleiben  eines  Ereignisses  E  in  s  ^  m  -f  n 
Versuchen,  dem  von  vornherein  jede  Wahrscheinlichkeit  zwiscLen  Ü 
und  1  zugeschrieben  werden  kann.  Über  die  Umstände^  welche  auf 
diese  Wahrscheinlichkeit  Eintluß  haben,  sei  enti^eder  gar  nichts  be- 
kannt, so  dali  man  genötigt  ist,  allen  Werten  aus  dem  bezeichneten 
Intervall  gleichen  Mriglichkeitsgi-ad  beizulegen,  oder  aber  es  bestehe 
nach  dieser  Richtung  ein  solches  Wissen,  daß  man  den  Wahrschein- 
lichkeitagrud  a  priori  jedes  Wertes  anzugeben  imstande  ist." 

Die  Annahme  eines  Wertes  x  für  die  Wahrscheinlichkeit  TOn  E 
ist  hier  als  eine  Ursache  des  beobachteten  Ereignisses  aufzufassen; 
es  gibt  also  der  Ursachen  eine  unendliche ^  unzählbare  Menge,  weil 
die  Menge  der  reellen  Werte  in  einem  Intervall  nnzählbar  ist.  Mit 
der  Supponierung  eines  Wertes  x  ist  aber  eine  Hypothese  über  die  fl 
Natur  der  zugrunde  liegenden  Umstände  iu  der  Kegel  nicht  gemacht: 
nur  ein  allgemeines  Bild  ist  hierfür  geschaffen,  indem  man  sagen  kann, 
es  verhalte  sich  mit  dem  Ereignis  in  bczug  auf  seine  Verwirklichung 
30^  wie  mit  dem  Ziehen  einer  %veiÜen  Kugel ^ aus  einer  Urne,  welche 
mit  einer  unendlichen  Menge  weißer  und  schwarzer  Kugeln  in  dem 
durch  die  Zahl  x  gekennzeichneten  Mischungsverhältnis  gefüllt  ist. 
Die  Menge  der  Kugeln  muß  als  unendlich  vorausgesetzt  werden,  damit 
das  Mischungsverhältnis  jedes  Wertes  fähig  sei. 

Für  das  beobachtete  Ereignis  entspringt  aus  ^  die  Wahrschein- 
lichkeit 

mithin  wäre  bei  gleicher  apriorischer  Wahrscheinlichkeit  aller  Wert© 
von  X  die  aposteriorische  Wahrscheinlichkeit  des  besonderen  Wertes 
X  gleich 

U 


2y 


Aber  ein  solcher  Ausdruck  ist  unausführbar,  da  die  Summe  im  Nenner 
sich  über  ttUr  Werte  des  Litervalles  (^\  1)  zu  erstrecken  hatte;  er 
zeigt  nur  die  von  vornherein  erkennbare  Tatsache  an^  daß  die  Wakr- 
scheinJicbkeit  eines  individuellen  Wertes  jc  von  Null  nicht  zu  unter* 
scheiden  ist. 
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Hier  ist  also  eine  Modifikation  der  Fragestellung  notwendig  und 
diese  soll  darin  bestehen,  daß  man  um  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Wertes  aus  dem  Intervall  {x,  x  +  dx)  fragt;  diese  wird  der  Größe 
dx  des  Intervalls  und  dem  zugehörigen  Werte  von  yy  der  in  dem 
Intervall  als  konstant  erachtet  werden  kann,  proportional^  also  durch 

yiydx 

darstellbar  sein;  bemerkt  man^  daß  die  auf  alle  Intervalle  bezogene 
Summe  dieser  Ausdrücke  den  Wert  1  haben  muß^  so  folgt  aus  der 
Gleichung 


für  X  die  Bestimmung: 


iiydx^ 


fydx 


und  hiermit  ergibt  sich  für  die  beschriebene  Wahrscheinlichkeit  der 
Ausdruck: 

P.-^-  (4) 


Jydx 


Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  x  in  ein  endliches  Intervall  (ö,  ö') 
falle,  ist  daraus 


Jydx 

e 

1 

Jydx 


(5) 


In  dem  Falle,  daß  man  die  Wahrscheinlichkeit   a    priori   eines 

Wertes   x   anzugeben   imstande   ist    —    sie    heiße  tv   und  wird   eine 

Funktion  von  x  sein  —  erfahren  die  Formeln  (4),  (5)  eine  ähnliche 

Änderung,  wie  sie  sich  bei  dem  Übergange  von  (1)  zu  (2)  ergeben 

hat,  und  gehen  über  in: 

wydx 


i>x  = 


beziehungsweise 


hcydx 

0 

e' 
Jtvydx 

e         _^ 

j  wydx 


(6) 


(7) 


Vi* 
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94.  Die  wahrscheinlichste  Hypethese.  Die  wahrschein- 
lichste Hypothese  über  die  bedingenden  Umstände  des  beobachteten 
Ereignisses  ist  durch  jenen  Wert  von  x  gekennzeichnet,  welcher  p^, 
d.  h.  welcher  y^  beziehungsweise  wy  zum  Maximum  macht.  Man 
nennt  diesen  Wert  —  er  heiße  a  —  die  Wahrscheinlichkeit  von  E  nacli 
der  wahrscheinlichsten  Hypothese. 

Aus  y  =  rr'"  (1  —  xY  ergibt  sich  durch  Nullsetzen  des  Differential- 
quotienten die  Bestimmung 


w  -f-  n        s  ' 
hiermit  berechnet  sich  der  maximale  Wert  von  y: 


Wir  wollen  nun  das  Verhalten  von  y  in  der  Umgebung  des 
Maximums  unter  der  Voraussetzung  prüfen,  daß  s  eine  große  Zahl  ist, 
und  setzen  zu  diesem  Ende 

in    , 
s         ' 
wodurch 

1  —  X  = IS 

8 

und 

wird.     Je  kleiner  z,  um  so  genauer  darf  die  Entwicklung 

bei  der  zweiten  Potenz  dieses  Arguments  abgebrochen  werden;  es  wird 
dann 

2m  n 
und  somit 

Z=^e    -"''^; 
bei  Berücksichtigung   der  Glieder  mit   z^   träte   im  Exponenten  ein 
Glied,  *   a»t»n»"    ^^^   hinzu,  das  bei  großem  s  (und  m,  n)    auf  den 
Wert  der  Exponentialgröße  nur  unerheblichen  Einfluß  nimmt. 
Der  Ansatz 


Me   '"•"  (8) 
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ligt  null,  daü  y  in  der  rDigebanj;^  von  a  anfangs  langsaiii,  bald  aber 
ihr    rasch    abnimmt    und   Werte   erJaogt,    die    im    Vergleich   zu   31 
auBerordeotlich  gering  sind-     Zur  Erläuterung  dieser  Angaben  möge 

folgendes  dienen:  Für  m  =  300,  n  =  200,  (s  =  500),  ist  a  ^  -r  |  und 

es  findet  sich,  daß 


filrz  =  ± 


1 

100 

_       ^ 
^>~  ^  im 

"         —    10 

..=±1 


y  =  0,90107  Jf, 


Wann  aucli  die  Rechnung  Ijei  so  großem  z  nieht  mehr  scharf  genug 
ist,  so  zeigt  sie  doch,  daß  Annahmen  über  .t,  die  nur  einigermaßen 
von  der  wahrscJieinliehsteu  Annahme  u  abweichen  *  im  Vergleich  %vl 
dieser  eine  überaus  geringe  Wahrscheinlichkeit  für  sich  haben. 

Was  den  Maximalwert  M  von  y  selbst  betrifft,  so  ist  er  außer- 
ordentlich klein  und  im  vorliegenden  Falle  erst  an  der  147»  Dezimal' 
stelle  mit  einer  bedeutsamen  Zifffr  besetzt. 

Mit  diesem  Verhalten  steht  die  Funktion  y  in  einem  gewissen 
Gegensatze  zu  der  Funktion  ^e-\  welche  wir  in  Nr,  11  unter  Vor- 
aussetzung eines  großen  n  Ijetrachtet  haben, 

95.  Beispiel  ZIiXX.  In  mie  Vrm  wunttm  *'  Kugeln,  weiße 
IHK?  sckwftrgf^f  durvh  Amhming  mit  einer  ßlilnze  eirnjeh^arkt:  $0  oft 
Wapjmt  fiel,  wurde  eine  tceifJe,  so  oft  ScJirift  ßrl^  eim  sehwargfi  Auffel  mi- 
gdefjt.  Eine  ihrmiffofgemk  Aui<führttfig  vtm  a  Ziehungen^  ivolm  die  geMmjene 
Kugel  mniclcgdegt  worden,  ergab  m  weiße  und  n  sehwarze  Kugeln,  W^ekhes 
ist  die  wahrscheinliciiHfö  Hy^mlhvÄe  über  die  Zusammensei^umf  der  Urne? 

Vorausgesetzt  wird,  daß  c  und  s  große  Zahlen  bedeuten. 

Unabhängig  von  jeder  Rechnung  können  hier  gewisse  Erwägungen 
angestellt  werden.  Auf  Grund  des  Entstehungsmodus  der  Urne,  welcher 

das  vorgängige  Wissen  darstellt,  wäre  die  wahrscheinlichste  An- 
nahme über  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Erscheinen  einer  weißen 
Kugei.    Aus  der  gemachten  Erfahrung  ergäbe  sich  hierfür  "*  *    Sollen 

beide  Momente  bei  der  Feststellung  der  wahrscheinlichsten  Hypothese 
zusammenwirken,  wie  das  die  Natur  der  Sache  fordert,  so  wird  ein 

Wert    zwischen   --    untl         zu    nehmen   sein,    falls    nicht    vielleicht 


--  ^  —  ist.   Bei  der  Entscheidung  der  Frage,  welchem  von  den  beiden 
Werten  mau  näherrücken   soU,  wäre  auf  die  Umfange  der  Versmcha' 
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reihen  Rücksicht  zu  nehmen,  durch  welche  einerseits  die  Füllung  der 
Urne,  andrerseits  die  Beobachtungsreihe  zustande  kam.  Niemand  würde 
Anstand  nehmen,  wenn  beide  Reihen  gleich  umfangreich  waren  (<*  =  *), 

den  wahrscheinlichsten  Wert  in  die  Mitte  zwischen  ■ ,    und  —   zu  ver- 

2  8 

legen;  ein  Überwiegen  des  c  würde  das  Vertrauen  zu  — ,  ein  Über- 
wiegen des  s  das  Vertrauen  zu        erhöhen   und    ein  Näherrücken    an 

diesen  Wert  rechtfertigen. 

Sehen  wir  nun  zu,  welche  Antwort  die  Rechnung  gibt. 

Die  W^ahrscheinlichkeit,  daß  in  die  Urne  statt    ^-  weiße  Kugeln 
deren  -,  +  /  kommen,  ist  (s.  Nr.  69)  proportional 


c 


ist  dem  so,  dann  ist     -  +  —  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen 

einer  weißen,    ,,  —  -    die  Wahrscheinlichkeit   für   das  Ziehen   einer 
'2  c 

schwarzen  Kugel  und 

(:-ir(i+-:r 

die    Wahrscheinlichkeit    des     beobachteten    Ereignisses.      Setzt    man 

—  =  z  j  so  ist 

1 

die  wahrscheinlichste  Hypothese,  wenn  für  z  derjenige  Wert  gesetzt 
wird,  der 

ZU  einem  Maximum  macht.     Die  Bedingung  dafür  ist: 

sie  kann,  da  2  nur  als  ein  kleiner  echter  Bruch  zu  vermuten  ist,  an- 
genähert durch  die  folgende  ersetzt  werden: 

-  4c2  -  :>m(l  +  2z)  +  '2n{l  -  2z)  ==  0; 

daraus  berechnet  sich 

V  —  m 

^  ""  2  (^  's) 
und 

1  __  ^        c  +  2  m 

2  '^  ~"  2(c"+  «)* 
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it  aber  das  arithmetische  Mittel  aus    „  nnd  — ,  wenn  man  diesen  j 
Zahlen  die  Gewichte  €  und  s  beilegt;  denn 

1     .  m 

c  * \-  ^  ■  — 

c  +  if  ä  I  e  -j-  *  I ' 

Die  Rechnung  bestätigt  also  die  allgemeinen  Erwägungen  voll- 
iuhaltlick 

96.  Umkehrung  des  BernonlUschen  Th6oram&.  AVährend 
das  Beruüullische  Tiieorem  die  Erwartun^abildung  für  eine  große 
Anzahl  vorzunehmender  Beobachtungen  oder  Versuche  regelt,  wenn 
die  Wahrscheinlichkeiten  für  die  dabei  in  Betracht  kommenden,  ein* 
ander  ausachli tuenden  Ereignisse  /.',  F  bekannt  sind  und  durch  die 
Daner  der  Vei-suche  unverändei-t  bleiben;  so  geatattt*t  umgekehrt  das 
Theorem  von  Bayes  unter  gewissen  Voraussetzungen ,  aus  dem  Er- 
gebnis einer  ausgedehnten  Beobachtungar eihe  einen  Schluß  zu  ziehen 
anf  die  unbekannten  Wahrscheinlichkeiten  der  beteiligten  Ereignissa; 
selbstverständlich  kann  dieser  Schluß  nur  in  einem  Wahrscheinlich- 
keitsurteil  bestehen.  Vorausgesetzt  wird  dabei  die  Unveränderlichkeit 
der  bedingenden  Timstäude  während  der  Beobachtungen  und  gleiche 
apriorische  Wahröcheiiilichkeit  der  möglichen  Hypothesen. 

Der  beobachtete  Erfolg  bestehe  in  dem  m-nialigen  Eintreffen 
eines  Ereignisses  E  und  in  dem  f*-mahgen  Eintreffen  des  entgegen- 
gesetzten Ereignisses  F  in  m  -f  n  =  ^  Versuchen ;  die  unbekannten, 
zur    Einheit   sich    ergänzenden    Wahrscheinlichkeiten    der   Ereignisse 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  p  zwischen  die  Grenzen  —  —  Ö  und 

—  +  ö  falle,  von  seinem  wahrscheinlichsten  Werte  —   also  höchstens 

um  6  nach  der  einen  oder  andern  Seite  abweiche,  ist  nach  Formel  (5), 
Nr,  Oa  gleich 


ßda 


« 


P  = 

0 

darin  tj  =  3t'"{l  —  x)"  gesetzt  | 

Für  das  Integral  im  Nenner  ergibt  sich  durch  Anwendung  pai^ 
tieller  Integration  leicht 


/ 


*«(1  ~xyds- 


ml  n\ 
\m  +  «  +  1)1 


(9) 
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In  dem  Zählerintegral  setze  man 

m   , 

H  ' 

es  geht  dadurch  über  in 


Si"^ ')•(-. -')-<"■ 


woför  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Grenzen  des  Integrals  eng* 
seien,  nach  den  Entwicklungen  der  Nr.  94  mit  großer  Annahenmg 


•:?■/' 


e         a^i^ 


e    ""''dz 


geschrieben  werden  kann. 

Mit  dieser  Umgestaltung  und  Approximation  wird 


p_   rs+_l)!    m"*!!"      A      i^nn^j 

ml  n\        /    J 


^Z . 


—e 


Wendet  man  auf  die  Fakultäten  die  Stirlingsche  Formel  an,  so 
ergibt  sich: 

>•  +  lÜ  _  /  .    ,    1  s'e''^y27rs        _     (s  +  Ds'Ys 

wofür,  je  größer  s^  mit  um  so  größerer  Annäherung 

substituiert  werden  kann. 

Dann  aber  lautet  P  wie  folgt: 

V  2nmnj  ' 

—  e 

führt  man  hierin  die  neue  Variable  t  ein, 

t 


V   2wiw 


setzend,   imd   bezeichnet   öl/,^*       mit  j',  so  gelangt  man   zu  dem 
Satze: 

„Es  ist  mit  der  WahrscheinUchkeit 
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iH  emtirfmL  daf^  die  iwbekannte  WahrsrheinlkJdceii  p  des  Ereignisses  E 
iwiscften  den   GrmiBen 


(11) 


Da  das  Intervall  der  Grenzen,  2y\^—^^  von  der  Ordnung 

ist,  weil  Wj  n  im  allgememen  von  der  Ordnimg  der  Zahl  s  sind,  so 
konvergiert  es,  wie  groß  auch  y^  d.  L  wie  nahe  aneh  P  der  Einheit 
angenommen  wird,  mit  wachsendem  s  gegen  Null.  Mau  kann  ulsn 
flie  Zahl  s  der  Beobachtungen  ao  groß  wählen,  daü  mit  einer  der 
Einheit  beliebig  uaheu  Wahrscheinlichkeit  erwartet  w^erden  darf,  die 
Uübekannte  Wahrscheinlichkeit  j)^)  liege  innerhalb  beliebig  eng  fest- 
geaet^ier  Grenzen.  In  diesem  Ausspruche  liegt  die  rmletimn{f  der 
tmimi  Zahlen, 

Sowie  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Wahrscheinlichkeit  p 
''on  E  helannf  sei,  von  wahrscheinlichen  Grenzen  der  relativen  Häufig- 
keit       von  £  in  s  Versu<^hen  und  von  einer  Präzision  der  Versuehs- 

n 

ft^ihe  gesprochen  wurde,  so  kann  such  hier  von  wahracheinlichen 
"renken  der  nnhekannten  Wahrscheinlitrhkeit  p  von  E  und  von  der 
PiSzision  ihrer  Bestimmtjng  durch  die  ^Versuchsreihe  die  Rede  sein. 
^    Bind  nämlich  \m  Sinne  der  Ausführungen  von  Nr,  73 

;;>- 0,476936  l/?5^      und     '^  +  0,476936  ^^ 

***®  wahrscheinlichen  Grenzen  von  p^  d.  h,  die  Gi-enzen,  innerhalb 
*^®i"en  sein  Wert  mit  der  Wahrscheinlichkeit  P  ^  ^  zu  erwarten  ist, 
^^a  nach  Nr,  79  ist 

^ie   Präzision    der    durch    die    Erfahrung    gewonnenen    Bestimmung 

-  für  p. 

Zur  Ausführung  der  hier  auftretenden  Eechnungen  bedient  man 
L     Sich  der  Tafel  L 

■  Es  handle  sich  beispielsweise  um  die  folgende  Frage:  Aus  einer  Urne, 

"  welche  1  CHX)  000  Kugeln  enthält,  weiße  und  schwarze  in  unbekanntem 
Mischungsverhältnis,  sind  800  Kugeln  gezogen  worden*);  davon  waren 
320  weiß  und  480  schwarz;  wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß 

1)  Gieichgiltig^  ob  es  eine  elementare  oder  eine  DurcliBchnjttBwaliraGlieia- 
liebkeit  im  eigentlichen  Siniie  iat.     (Vgl.  Nr.  87.J 

S)  Für  das  nunLeriäche  Eudrestiltat  wird  es  hier  gleichgiltig  iein^  ob  man 
lieb  die  Kugeln  xurückgelegt  denkt  oder  nicht. 
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dfis  Verhältnis   der  Anzahl  der  weißen  Kugeln  zu  ihrer  Gresamtzalml, 

2 

dessen    wahrscheinlichster  Wert   auf  Grund    der  Beobachtung  -^  ist, 

zwischen   die  Grenzen    *    und     -  falle? 

Wiewohl  hier  x,   die  hypothetische  Wahrscheinlichkeit  für  üäs 
Ziehen  einer  weißen  Kugel,  nicht  aller  Werte  zwischen  0  und  1  fahi^ 
ist,   so    sind  die  möglichen  Werte  doch  so  dicht,    daß  man  bei  der 
Fiktion,  x  sei  eine  stetige  Variable,  verbleiben  darf. 

Aus  dem  Ansatz 

''  I  ^m^^         ""  40 

berechnet  sich  ;'  =  l,02t>5;  somit  ist 

P=a>  (^1,0205)  =  0,85104. 

Mit  dieser  Wahrscheinlichkeit  ist  anzunehmen,  daß  die  Anzahl  der 
weißen  Kugeln  in  der  Urne  nicht  unter  375  OOT)  und  nicht  über 
425  (XX>  betrage. 

97.  Allgemeine  Bemerkungen  über  die  Wahrscheinlioh- 
keiten  von  Ursachen.  Man  kann  die  Bedeutung  einer  a  priori 
bestimmten  Wahrscheinlichkeit  mittels  des  Gesetzes  der  großen  Zahlen 
illustrieren,  indem  man  sagt,  in  einer  großen  Anzahl  von  Versuchen 
werde  sich  das  Ereignis  höchstwahrscheinlich  nahezu  in  der  dnrch 
seine  Wahrscheinlichkeit  ausgedrückten  relativen  Häufigkeit  zutragen. 
Diese  Deutung  haben  einige  Philosophen^)  geradezu  als  Grandlage 
tilr  die  Detinitiou  der  Wahrscheinlichkeit  genommen,  mitunter  aller- 
dings von  einer  prinzipiell  mißverständlichen  Auffassung  des  Ber- 
nouUi sehen  'rh«M)n»ni8  ausglühend.  Zu  einer  gemeinverständlichen 
Krklärung  i»iner  imnierischtui  Wahrscheinlichkeit  ist  diese  Deutung 
um  besten  giMMgni»t. 

Ks  iMiisl«»hl  nun  tlie  Krage:  Lassen  die  Wahrscheinlichkeiten  der 
ri^achen  eine  solclu»  Deutung  immer  zu,  nicht  etwa  bloß  formell, 
sondt»rn  in   ben»chtigi!»r  Weise? 

Wir  woUen  «lit»Ni*  l'^rage  an  Heispielen  erörtern. 

.\ns  ein(«r  Vv\u\  von  der  man  bloß  weiß,  daß  sie  vier  Kugeln, 
tlie  schwur/  imIim  >mmI.\  Nintl.  enthält,  sind  vier  Ziehungen  (mit  jedes- 
nuiligeni  /.nrüikh^^ru  der  Ktigt^H  gemacht  wonlen  und  ergaben  drei- 
nuil  weiU  und  eunnul  Nch\>ur/  Nuch  der  Uayessohen  Regel  ist  die 
WahrscheinlichktMt ,  duÜ  <he  l  rne  zwei  weißt'  und  zwei  achwarse 
Kui;eli\  enthultt\ 

\  ^  st   Mill.  \  s>-»liMuol  l.i»m»  V»    Vuü  isiii\.l  N  or.n.  Logic of Chance (1866). 


\ 
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Mßt  cHesr's  K^^sultat  in  hmchinft^r  Weise  eine  Deutung  nach  dem 
Gresetz  der  groüen  Zahlen  zu?  Darf  man  sagen;  Wenn  man  fiehr 
Tii^Je  Urnea  nimmt,  deren  jede  yier  Kugeln  enthält,  die  nur  weiß  oder 
*f'hwarz  sein  können:  wenn  man  aus  jeder  vier  Ziehungen  in  der  be- 
»"^briebenen  Weise   nmeht   und   dabei  jene  Urnen   auseheidet^    welche 

^l^eiinal  weiß  und   einmal   schwarz  ergaben,  so  werden  nahe  ^^   von 

diesen    Urnen    mit    zwei    weißen    und    zwei    schwarzen    Kugeln    ge 

fiillt  sein? 

Für    diesen   Sebliiß    besteht  kein  innerer   Grund,    da  man  nirht 

^'eiü,    wie   die  Urnen    entstanden^    i  h,   wie   sie  gefüllt  worden  sind. 

Er  hätte    Berechtigung  nur  dann,    wenn    man    wüßte,   daß    bei   der 

Füllung  alle  möglichen  Kombinationen,  immlicb  drei  weiß,  eine  schwarz; 

Äwei  weiß,  zwei  schwarz;  eine  weiß,  drei  schwarz^  gleichmäßig  berück- 

§ichtigt  worden  sind.     Ist  dieses  Wissen  nicht  vorhanden,  dann  kann 

der  Schluß  ifTeführeu. 

W^ir  lindern  nun  dasselbe  Beispiel  dahin  ab^  daß  wir  ak  test- 
stehend voraussetzen^  die  Urne  sei  durch  Auslosimg  mit  einer  Münze 
entstanden  derart^  daß  für  Wappen  weiß  und  für  Bchrift  schwarz  ein- 
gelegt wurde.  Jetzt  gibt  die  Bayessche  Regel  für  dieselbe  Füllung 
bei  demselben  beobachteten  Ereignis  die  Wahrscheinlichkeit 


{i)'-i 


'(4)T+-(Tr-^+«a)'f 


ReBultat  läßt  eine  objektiv  begründete  Deutnng  in  dem  obigen 
EU  wie  folgt:  Wenn  man  eine  sehr  grüße  Anzahl  von  Urnen 
in  der  beschrieheneu  Weise  füUt;  wenn  man  aus  jeder  vier  Ziehungen 
macht  und  diejenigen  Urnen  bei  Seite  stell t^  aus  w^elchen  dreimal 
weiß  und  einmal  schwarz  zum  Vorschein  kam;  so  ist  es  sehr  wahr- 
scheinlich^ daß  nahe  -  dieser  Urnen  mit  zwei  weißen  und  zwei 
schwarzen  Kugeln  gefüllt  sein  werdeji. 

In  den  Fällen,  wo  das  apriorische  WahrBcheinlichkeitsgesetz  der 
Ursachen  bekannt  ist,  haben  die  nach  der  Bay esschen  Regel  er- 
mittelten \\^ahrÄcheinlichkeiten  dieselbe  Berechtigung  und  Bedeutung, 
wie  a  priori  bestimmte  W^ahrscheinlichkeiten, 

Wo  jedoch  die  Kenntnis  dieses  Gesetzes  mangelt  und  man  ge- 
nötigt iatj  den  Hypothesen  gleiche  apriorische  Wahrscheinlichkeit  zu- 
zuschreiben, sind  tlie  Resultate  nicht  kritiklos  hinzunehmen*  Die 
Schablonen  hafte  Anwendung  der  Bay  esschen  Regel  kann  hier  zu 
ErgebnisBen  iiihren,  die  keinen  inneren  Wert  besitzen  und  gegen 
■    deren  Anerkennung  sich  der  gemeine  Verstand  atraabt. 


15i) 
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liidesseii  kann  die  ra  ehrer  wähnte  Kegel  auch  dann  zu  hraiichbareij 
Resultaten  führen,  wenn  die  Annahme  gleicher  apriorischer  Mög- 
lichkeit der  Hypothesen  zweifellos  unbep^rnndet  ist;  dies  trifft  ^^hM 
wenn  der  Rechnung  arhr  umfangreiche  Eri'ahrun^daten  zugrunde^ 
gelegt  werden  können^  und  erklärt  sich  aus  dem  Yerhalten  der 
^\'ahrsc heinlich keit  eines  aus  vielen  Ereignissen  zusammeogesetzteii 
tjrfolges,  in  ihrer  außerordentlich  raschen  Abnahme^  sobald  man  sich 
von  ihrem  Ma:iimuin  nach  der  einen  oder  andern  Seite  entfernt,  aber 
auch  durch  den  Umstandj  daß  in  den  meisten  Fallen  innerhalb  nicht 
SU  weiter  Grenzen  eine  Abstufung  des  Wahrächeinlichkeitsgrades  der 
Ursachen  a  priori  wirklich  untunlich  ist.  Hier  bildet  die  ausgebreitete 
Ertahrung  trot?:  des  Mangels  Torgängiger  Kenntnisae  eine  zureichend 
feste  Gnmdlage  für  die  Beurteilung  des  Wahrscheinliehkeitsgrades. 

Als  Beispiel  einer  mißverständlichen  Anwendung  der  Bayes sehen 
Regel  kann  die  folgende  Frage  gelten:  Mit  einer  Münze  ist  einmal 
geworfen  worden  und  es  erschien  Wappen;  wie  groß  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit^ daß  die  Wappenseite  gegenüber  der  Schrift seite  he- 
günstigt  sei? 

Hat  man  niimlieh  keinen  Grund,  aus  der  Beschaffenheit  der 
Münze  eine  Ungleichheit  der  beiden  Münzseiten  betreffs  ihrer  Reali- 
sierungsmoglichkeit  zu   vermuten,    dann   ist  der  Wahrscheinliehkeits- 

ansatz    -   ülr  beide   innerlich,  objektiv,   so   stark  motiviert,  daß  die 

gemachte  „Erfahrung**  gar  keinen  Einfluß  üben  kann.  Ist  aber  Grund 
ui  einer  solchen  Vermutimg  vorhanden^  so  wird  die  eine  Erfahmng 
gewiß  nicht  für  Kureichend  betiinden  werden^  das  Maß  der  Vermutung 
m  bestimmen. 

Stellte    man   sich    atif  den  Standpunkt,    daß   mangels  einer  ge-l 
naueren  Einsicht  alle  Werte  von  0  bis  1  für  die  Wahrscheinlichkeit  ar] 
der  Wappeuseite   als    gleichniöglich    anzusehen   seien^   so  ergäbe  die 
Bayessche  Regel  als  Wahrscheinlichkeit  für  die  Begünstigung  diessri 

HüDBaeite 

t 


1 


3 


JCf^r 


ein  Resultat,  das  durch   «ich  aolbat  die  Unzulässigkeit  einer  solchen 
Retduumgs weise  verrät.     Sollte  die  eine   Heol»achtung  eine  so  große  ^ 
Wahrscheinlichkeit  für  die  erwIÜmte  Hypothese  begründen?  ■ 

In  der  Tat  ents[nicht  die  Itecliuung  keineewegs  dem  Stande  des 
vorhandenen   Wissens.     Wenn    auch    die    Gestaltung    der   Milniseiten 
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(das  ungleiche  Relief)  die  Vermutung  nahelegt^  daß  ihnen  verschiedene 
Wahrscheinlichkeitsgrade  zukommen  dürften,  so  wird  man  doch  keines- 
wegs zugeben,  es  könnte  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Seite  ebenso 

leicht  —  wie  -     oder  —  oder  -  -  u.  s.  w.  betragen,  wie  das  die  Rech- 

nung  annimmt.  Yielmelir  wird  der  Sachverhalt  der  sein,  daß  man 
eine  Abweichung  innerhalb  gewisser  enger  Grenzen  für  möglich, 
außerhalb  derselben  aber  für  ausgeschlossen  hält;  daß  man  femer 
innerhalb  dieser  Grenzen  eine  Abstufung  des  Möglichkeitsgrades  vor- 
zunehmen sich  außer  stände  fühlt.  Zu  einer  begründeten  Feststellung 
des  Grenzintervalls  fehlt  es  aber  an  jeglichem  Behelf.  Indessen  zeigt 
die  Probe  mit  einer  annehmbaren  Hypothese,  wie  erheblich  sich  das 
Resultat  der  Rechnung  durch  diese  Auffassung  ändert.  Angenommen, 
man  würde  nach  einer  Besichtigung  der  Münze  eine  Abweichung  bis 

zu  —  für  möglich  halten,  dann  wäre  das  Intervall,  innerhalb  dessen  x 

7  9 

sich  bewegen  kann,  durch  -  und  -  begrenzt,  und  die  Wahrschein- 
lichkeit der  Begünstigung  der  Wappenseite,  erschlossen  aus  dem  an- 
gestellten Versuch,  betrüge 


/ 


16 

xdx 

16 

xdx 


7 
16 

In  diesem  Resultate  wird  man  nichts  Befremdliches  mehr  erblicken 
können,  wenn  überhaupt  eine  so  geringe  Erfahrung  als  zureichende 
Grundlage  für  eine  Rechnung  erachtet  wird. 

Wären  neun  Versuche  gemacht  worden  und  hätten  alle  das  Re- 
sultat „Wappen"  ergeben,  so  wäre  dies  schon  ein  erheblicher  Grund, 
zu  vermuten,  die  Wappenseite  sei  begünstigt;  die  erste  Rechnungs- 
weise gibt  als  Maß  dieser  Vermutung 


/' 


1 
"^dx 


^  ''''      0,99903..., 


f  x^dx 


1024 


nach  der  zweiten  ist  es  bloß 
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f^^dx 


IG 


^  0JÖ3 


lü 


/ 


1(1 


st^ffx 


Niclv 


öonder 


dorn 


geBieinen  Verstände 
liarinomereDdeii  Tatjsache  liegt  der  GrkeBntnisthoort4isclie  Wert  diesor 
Res*uJtate,  daß  die  erweiterte  Erfahrung  deu  Wahrscheiulichkeitsgrad 
der  Vi^rnmtiing  erlieblirb   venuelirt  hat. 

98*   BeurteUung   einer  Abweichung  eines  beobachteten 
Erfolges    vom   erwartungsmäßigen.     Der   Erkeontniswert    einerfl 
a  priuri   iiiigeset?ieii  niuiierischen  WahrscheiuUdikeit  bringt  von  dem 
Grade   tler  Sicherheit   uby   njit   welcheui    mun   von  der  GleichmiSglich* 
keit  der  Einzellalle   überzengt   ist.     Der  ideale  Fall   einer  absoluten 
Sicbisrheit  hierüber  %vird  dort;,  wo  es  sich  um  eine  physische  Urteils- 
materie   handelt ^   kann  jemals  eintreten.     Wäre  er  vorhanden,  so  be- 
stünde   auch    kein    Zweii'el    darüber,    daß    eine   Abweichung,    die    eii||S 
beobachteter  Erfolg  dem   erwartiiugsmäßigen ,  d,  h.  dem  wahrscbein-^ 
lii^hsten    gegenüber   zeigt ^    und   wäre   sie   noch   so    groß,    dem   Zufall, 
also  den  während  der  Beobachtimg  beständig  variierenden  Umständen 
zuzuschreiben  ist.  _ 

Besteht   jene    absolute  Sicherheit    nicht,    ist   vielmehr  für  etneW^ 
Zweifel  an  der  Gleichmöglichkeit  der  Fälle  Raum  vorhanden,  so  über- 
trägt   sich    dieser    Zweifel    auch    auf    den    Ursprung    einer    wahr- 
genommenen  Abweichung^    und  es   tritt  die   Frage   auf:    Ist  die 
wei<'hung    ein   Werk   des   Zufalls    oder  ist   sie   in   der   Urteilsmaterie 
seli>st  begründet'? 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daß  auf  eine  solche  Fr 
niemals  eine  dezidierte  Antwort  wird  zu  geben  sein.  Sie  kaim  nur" 
zu  Vermutungen  Anlaß  geben,  und  auch  diese  werden  mit  Vorsieht 
stu  ftssen  sein.  Wie  weit  kann  hier  die  Rechnung  zu  Hilfe  genommen 
werden?  fl 

Vor  allem  ist  zu  bemerken,  daß  die  beiden  Sachverhalte,  die  iiiS 
der  gestelltcD  Frage  einander  entgegengehalten  sind^  sich  nicht  gegen- 
seitig ausschließen;  man  kami  nicht  sagen^  entaeder  ist  die  heolmchtete 
Abweichung  ein  Werk  des  ZnfaUs  oder  sie  rührt,  von  einem  Verlmlten^ 
der  Materie  her,  das  von  dem  vorausgesetzten  abweichend  ist;  vieW 
mehr  wird  sie  fast  ausnahmslos   das  Resultat  des  Znsummeuwirkei 
beider  Veranlassungen    sein.      Die    Antwort    wird    daher    auch    nicl 
dahin  lauten  können^  daß  das  eine  von  beiden  eher  anzunehmen  se 
als  das  andere. 


uufr- 
ivahr-_ 

iteri^l 
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Jede   Abwetditmg,    mag   nie   iioeli   so  f^roß  inul  ihiT  Wjihrschein- 

fclikeit    im  Vorgleicli    zur  Walirst^iieiiilirlikeit  der  Abweichung  Null 

Booh  80  klein  smn,  liegt  im  Bereich  der  Möglifihkeit  und  hat  daher 

an    sich  nichts  Bef'remdendeB.     Aus  elmr  Abw<^ichuBg  allein  Schlüsie 

m    ziehen,    wenn  nicht  bcHou   a  priori  zu  Vermutungen  eijie  Veran- 

Ussung    vorlag,    hat   logisch    keine    Berechtigung.      Für   eine    wohl* 

Wgründete  Rechnung  fehlt  es  an  den  erforderlichen  Daten. 

Wenn  trotzdem  Rechnungeu  in  solchen  Fragen  ausgeführt  worden 
rind,  so  konnte  ihren  Resultaten  eine  entscheidende  Bedeutung  nicht 
beigemessen  werden;  es  konnte  sich  vielmehr  dabei  nur  darum  handeln, 
der  schätzungs weisen  Vermutung  einigen  Halt  zu  gewahren. 

Zur  Erläuterung  nehmen  wir  die  von  Poisson*)  untersuchten 
Müiizversuche  Bnffons  auf. 

Mit  einer  Münze  sind  4040  Wurfe  gemacht  worden;  2048-mal  — 
itfttt  2020-mal,  wie  es  dem  wahrscheinlichsten  Falle  entsiäiprecheii 
würde  —  ist  Wappen  erschienen.  Was  kann  dnraiis  für  die  Beschaffen- 
heit der  Münze  vermutet  werden? 

Zunächst  könnte  man  sich  die  Frage  vorlegen,  ob  denn  die  be- 
obaclitete  Abweichung  2H  im  Zusammenhalt  mit  der  Versuchsizahi 
«lorbitant  zu  nennen  sei;  imd  um  hierfür  einen  Anhalt  zu  haben, 
könnte  man  die  Wahrsicheinlicbkeit  rechnen,  mit  welcher  eine  Ab- 
'reichung  von  ^H  oder  darüber  zu  erwarten  ist. 
Aus  dem  Ansätze 


let  sich 
mithin  ist 


>^=]/2    4040    {  4  =  2^ 

j,^  0,623; 

p^  0((V>23)  =  0,6217 


die  Wahrscheinlichkeit  einer  Abweichung  bis  zum  Betrage  28, 

1  -  P  ^  0,3783 

Wahrscheinlichkeit  einer  Abweichung  von  28  aufwärts.    Man  kann 

eine  Abweichung  von  2H  und  darüber  nicht  als  etwas  außergewohn- 

iches,  höchst  unwahrscheinliches  bezeichnen.  Unter  1  (KM)  Versuchsreihen 

von  je  4040  Würfen^  ausgeführt  mit  avalien  Münzen,  hatte  man  gegen 

378-mal  eine  Abweichimg  zu  gewärtigen,  die  über  28  hinausgeht. 

Man  könnte  sieh  ferner  auf  den  Standpunkt  stellen,  daß  man 
über  die  j^Münze^^  gar  nichts  wisscj  und  nun  auf  Grund  der  gemachten 
Beobachtung  allein  die  Wahrscheinlichkeit  suchen,  welche  der  Hypo- 
these 5Cukf>ranit,  die  Wappenseite  sei  gegenüber  der  Schriftseite  be- 
günstigt.    Dies  führt  zu  folgender  Rechnung. 

El)  Becher*lieft  etc  ,  deutsche  Bearbeitung  p.  lUSff,    Vgl.  auch  J,  Bertrand, 
,  d.  prob.,  p.  i 57 Sil. 
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Bezeichnet    man    die    Walirscheinlichkeit    der   Wappenseite    mit 
Y  +  ^y  die  der  Schriftseite  demgemäß  mit  -  -  —  Zj  so  handelt  es  sich 

um  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  1>2  +'^>~2  """^^  ^^^  ^  zwischen 
den  Grenzen  0  und  enthalten  sei;  für  diese  ergibt  sich  auf  (Jrund 
der  vorliegenden  Beobachtung  der  Ausdruck: 


/( 

0 
2 

/( 


1  \8048  /  1  \1992 

1  \  9048  /  1  \  1992 

-2-  +  ^)        (-2-')        ^' 


Die  strenge  Auswertung  desselben  ist  wegen  der  großen  Expo- 
nenten undurchführbar.  Wir  suchen  daher  einen  Näherungswert  für 
die  Funktion  Z  unter  den  beiden  Integralzeichen,  indem  wir  ihren 
Logarithmus  wie  folgt  entwickeln: 

l'Z=l^  ^i,  +  2048? .  (1  +  2z)  +  191)2/ .  (1  -  2z) 

Die  Natur  von  Z  bringt  es  mit  sich,  daß  es  zu  beiden  Seiten  seines 
Maximums,  das  sich  für  z  =  0,00693  ergibt,  sehr  bald  außerordentlich 
rasch  abnimmt,  so  daß  nur  ein  enges  Intervall  um  diesen  besonderen 
Wert  von  z  auf  den  numerischen  Betrag  von  P,  soweit  er  von  Inter- 
esse ist,  Einfluß  hat;  dies  ist  auch  der  Grund,  warum  man  die  Ent- 
wicklung mit  der  zweiten  Potenz  abbrechen  kann.  Durch  den  Über- 
gang zur  Zahl  selbst  erhält  man 


und  daraus 


7 ^_  ^112i-8080*« 


1 
'2 

P="- 


1 
2 

-8080*'^^ 

1 
2 


/«""- 


Während    nun    der  Exponent    an    der   Stelle   z  =  0,00693,    wo    die 
Funktion  ihren  größten  Wert  einnimmt,   1,164  •  •  •  beträgt,   sinkt  er 
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bis  zur  oberen  Grenze  auf  den  Betrag  ~  1964  herab;  infolge  dessen 
hat  es  keinen  Einfluß  auf  die  maßgebenden  Ziffern  von  P,  wenn  man 
das  Integral  bis  oo  erstreckt;  ähnliches  gilt  bezüglich  der  unteren 
Grrenze  des  Nennerintegrals ^  so  daß  man  schreiben  kann: 

OD 

p  =  « 

X 

OCf 


0  0 

Allgemein  ist 


dt 


6*    I  *  * 

'ü  Ü 

Und  analog  ergibt  sich 

0 

Durch  Anwendung  dieser  Formeln  auf  den  obigen  Ausdruck  er- 
hält man  mittels  der  Tafel  I 

p  _  1  +  ^(0,6229)  _  M2J162  _  ^  g^^g 

Diesem  Resultate  gegenüber  hat  der  Einwand^  daß  es  unter  der 
Annahme  entstanden  ist,  als  seien  alle  Werte  zwischen  0  und  1  für 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  Münzseite  gleich  zulässig,  keine  Bedeu- 
tung; in  Wirklichkeit  haben  nämlich  auf  die  abgeleiteten  Ziffern  nur 
die  Werte  eines  engen  Intervalls  um  z  =  0,00693  Einfluß. 

Wie  kann  das  Resultat  im  Sinne  des  Gesetzes  der  großen  Zahlen 
gedeutet  werden? 

Wenn  man  mit  einer  ungeheuren  Zahl  von  Münzen  verschiedensten 
Gepräges  Versuche  machte,  mit  jeder  4040;  wenn  man  diejenigen  aus* 

Csnbar,  Wahncbeinlichlceittrechnang.  V\ 
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schiede,  bei  welchen  sich  2048-mal  Wappen  ergab,   so  Tvare  mau    "fc-^- 
reehtigt  lu  er^-arten,  daß  auf  je  KK^M)  dieser  Münzen  nahe  810  soklner 
Exemplare  kämen,  bei  denen  die  Wappenseite  bej^ünetigt  ist;  bei  Aen 
übrigen  190  ifäre  jenes  Resultat  eingetroften,   obwohl  sie  exakt  odc^r 
zu  Gunsten  der  Schrißsetk  unregelmäßig  sind. 

Eine  Verifikation  dieses  Schlusses  aber  ist,  auch  wenn  es  moglicJi 
wärej  die  hinreichende  Menge  von  Versuchreihen  anzustellen^  untunhcb; 
denn  es  gibt  kein  Mittel,  dte  Wahrscheinlichkeit  der  beiden  Selten 
einer  Mnnse  durch  ein  phjsikalisches  Verfahren  äu  bestimmen. 

Man  kann  das  Ergebnis  der  Rechnungen  wohl  nicht  andere  als 
dahin  zusammenfassen,  daß  die  beobachtete  Abweichung  auch  bei 
einer  exakten  Münze  nichts  Ungewöhnliches  bedeuten  würde,  daß  m 
aber  auch  der  Vermutung  einer  Unregelmäßigkeit  der  Münze  zu 
Gunsten  der  Wappenseite  ^men  erbeblicheu  Wahrscheinlichkeitsgrad 
verleiht. 

§  2.    Wahrscheinlichkeit 
künftiger  Ereignisse  auf  Grund  von  Beobachtungen, 

00.    Apoateriorißclie    Wahrschdinlichkeit    einem    2U    ge^ 
wärtigenden   Ereigmlsses«      Eine    aus  Versuchen    oder    Beoback 
tongen  für  ein  zufalliges  Ereignis  abgeleitete  Wahrscheinlichkeit  wird 
als  entpiriiicJiv  oder  als   Erfahningstmhrscheinlkhkeii   bezeichnet*      Die 
Theorie  bietet  zwei  Methoden  ihrer  Bestimmung  dar. 

Die  eine  Methode  besteht  darin,  daß  man  dem  Ereignis  diejenige 
Wahrseheudichkeit  zuschreibt,  welche  sich  aus  der  wahrscheinlichsten 
Hypothese  über  das  beobachtete  Ereignis  dafür  ergibt.  Man  nenntfl 
diese  Wahrscheinlichkeit  die  tuich  ihr  inihrHrheinUchsien  Ursadie  be- 
stimmte. Ihre  Berechnung  erfordert  die  Anwendung  der  Bayesschen 
R'egeh  ■ 

Die  andere  Methode  l)esteht  darin,  daß  man  alle  Hypothesen,  die 
mit  dem  beobachteten  Ereignis  vereinbar  sind,  bei  der  Bestimmung 
der  Wahrscheinlichkeit  des  künftigen  Ereignisses  mitwirken  laßt^  jede 
entsprechend  dem  Grade  ihrer  eigenen  Wahrschebilichkedt.  In  diesem 
Falle  spricht  man  von  einer  WaiirscheiftikhkeU  n  iM^erion  im  be- 
sonderen. 

Vom  theoretischen  Standpunkte  wäre  die  zweite  Methode  vorzu- 
ziehen^ weil  sie  auf  aüe  möglichen  Ursachen  Rücksicht  nimmt^  während 
die  erste  sich  auf  eine  bestimmte  unter  ihnen  allein  stutzt.  Bei  um- 
fangreichen Erfahnmgsreihen,  wie  solche  in  den  praktischen  Anwen- 
dungen zumeist  vorliegen,  liegen  die  Resultate  beider  Methoden  so 
nahe  aneinander,  daß  es  wohl  gleichgiltig  bleibt,  welches  von  beiden 
man  wählt.  Zumeist  wird  hier  unter  der  empirischen  Wahrschein- 
Ucbkeit  die  nach  der  wahrscheinlichsten  Hypothese  gerechnete  ver 
»iden* 


1 


I 


* 


m.  Abschnitt.    Wahrscheinlichkeiten  auf  Grand  der  Erfahrung.        163 

Das  erste  > Verfahren  bedarf  keiner  Erlautemng  mehr. 

Die  Bestimmung  der  aposteriorischen  Wahrscheinlichkeit  besteht 
in  einer  Anwendung  der  Sätze  von  der  zusammengesetzten  und  der 
vollständigen  Wahrscheinlichkeit. 

Sei  B  das  beobachtete  Ereignis,  das  sich  aus  den  einfachen,  ein- 
ander entgegengesetzten  Ereignissen  E,  F  irgendwie  zusammensetzt; 
dasselbe  lasse  die  Ursachen  11^  {i  =  1,  2,  •  •  •  w)  zu,  deren  apriorische 
Wahrscheinlichkeiten  co,.  (i  =  1,  2,  •  •  •  n)  sei  mögen;  p-  sei  die  Wahr- 
scheinlichkeit, mit  welcher  B  aus  der  Ursache  U^  zu  erwarten  ist, 
und  Pf  die  aposteriorische  Wahrscheinlichkeit  dieser  Ursache;  endlich 
bezeichne  p^  die  Wahrscheinlichkeit,  welche  die  Ursache  U^  dem 
künftigen  (ebenfalls  aus  E  und  F  zusammengesetzten)  Ereignisse  K 
verleiht. 

Dann  ist 

n^p,p,  +  p,p,  +  .-.  +  p„p„  (12) 

die  vollständige,  aus  der  Erfahrung  gefolgerte,  also  die  Wahrschein- 
lichkeit a  posteriori  von  K-^  denn  Pj  ist  die  aus  der  Beobachtung  B 
abgeleitete  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Ursache  U^  vorlag,  und  wenn 
sie  vorlag  und  wenn  bei  dem  künftigen  Ereignis  die  nämliche  Ursache 
aktiv  ist  wie  bei  dem  beobachteten,  so  ist  K  mit  der  Wahrscheinlich- 
keit pi  zu  erwarten;  folglich  ist  PiPi  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  K 
durch  die  Ursache  U^  zustande  kommt  u.  s.  w. 
Nach  dem  Theorem  von  Bayes  (Nr.  91)  ist 

CO.V- 


1 

folglich  ist,  durch  die  einfachsten  Rechenelemente  ausgedrückt: 

^  =  -„-        -•  (13) 

1 

Waren  die  Ursachen  von  vornherein  gleichmöglich,  also  Wj  =  «g  = 
"'=(o„,  so  vereinfacht  sich  die  Formel  und  lautet: 

i7  =  -V--  (14) 

1 

Ist  die  Wahrscheinlichkeit  x  von  E  aller  Werte  des  stetigen  Be- 
reiches (0,  1)  fähig,  so  stellen  sich   die  früher  mit  o,  />,  p  bezeich- 
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netea  Wahrecheinlichkeiten  insgesamt  als  Funktionen  von  m  dar  uh 
aoUen  nunmehr  mit  tv,  t/,  z  bezeicknet  werden ^  sü  daB  w  die  aprio- 
rische Wahrscheinlichkeit  von  a^,  j^  die  auf  x  basierende  WahrBchein- 
lichkeit  von  B  und  z  die  aus  x  gefolgerte  Wahrscheinlichkeit  von  A' 
bedeutet.  Die  apuBteriorische  Wahrscheinlichkeit  von  K  stellt  sict 
dann  in  der  Oestalt 


/7- 


m 


und  wenn  w  konstant  ist,  in  der  Form 


n  = 


ffdx 


(16) 


dar. 

Die  Bemerkungen^  welche  in  Nn  97  über  die  Walirscheinlichkeit 
der  Ursachen  gemacht  worden  sind,  übertragen  sich  notwendig  auch 
auf  IL 

Lediglich,    um    den    prinzipiellen    Unterschied    der    beiden    Be- 
stini niungs  weisen   der  empirischen  Wahrscheinlichkeit  hervoTZAiheben, ' 
diene  das  folgende  einfache  Beispiel  (vgl  Nr.  97). 

Aus  einer  Urne,  die  nur  weiße  und  schwarze  Kugeln,  im  gauzen] 
vierj  enthält,  sind  vier  Ziehungen  (mit  Zurücklegimg  der  Kugel)  ge- 1 
macht    worden;    dreimal    erschien    eine   weiße,    einmal   eine  achwarzej 
KngeL     Welche  empirische  Wahrscheinlichkeit  folgt  aus  diesen  Tafc 
Sachen  für  das  Ziehen  einer  weißen  Kugel  aus  der  Urne? 

Dem   beobachteten  Ereignis  B  (3  weiß^  1  schwarz)  können 
Ursachen  zugrunde  gelegt  werden,  nämlich: 

U^:  3  weiße^  1  schwarze  Kugel, 
tV  2      „       2         „         Kugeln, 

die  Wahrscheinlichkeiten  von  B  nach  diesen  drei  Ursachen  sind; 
_  /  Ä  \ 3  1   _  27  / 1  \*_  16  _  / 1 Y  3        3 

Pl~  \  4  ;     4    ^  26*5  '     -^'^  ^  l,  2  i  ~  266  '     ^^«  ~  U  i     4  ^  260  ' 

die  Wahrscheinlichkeiten  der  Uiisachen  selbst: 
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Das  künftige  Ereigniü^  A'  ist  dm  Ziehen   einer  weißen  Kugel,     Seine 
Wahrseheinliehkeit  nach  der  walirscheinlichsteu  Ursache  { f/^)  ist 

Bf'ine  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  dagegen 

//=!!■  ?  +  !!i+.t;=:j==  0,630.... 


46 


100*  Hauptaufgalbe  über  die  aposterlorisolie  Wahrschelu- 
liolLkeit.  Das  beobuehtete  Ereignis  B  bestehe  in  dem  >«-maligon 
Bint reffen  und  dem  t^-maligen  Ausbleiben  eines  Ereignisses  E  von 
unbekannter,  a  priori  aller  Werte  gleichfähiger  Wahrscheinlichkeit  x. 
Das  künftige  Ereignis  K  bedeute  das  w'*raaUge  Eintreffen  und  das 
n'-malige  Auebleiben  von  E  in  ni-^-  n    weiteren  Beobachtungen. 

Die  Bestimmung  der  aposteriorischen  Wahrscheinlichkeit  U  Ton 
K  hat  nach  der  Fonnel  (16)  zu  erfnlgenj  und  zwar  ist  darin: 

y  =  ^'^'(1  -  xf,      z  =  ("*'  J  "')  af' (1  -  xf 

zu  setzen;  denn  das  beobachtete  Ereignis  zeigt  eine  bestimnita  R-eihen- 
folge  des  Eintreffens  und  Ausbleibens  von  Ej  während  bezüglich  des 
künftigen  diese  Reihenfolge  unbestimmt  und  gleichgiltig  ist  Hier- 
nach hat  man 

1 


ni  -\-  n'\  0 


"=("?") 


m) 


/■ 


i^(l  —äfdj: 


Werden  die  Integrale  nach  der  Formel  (9),  Nr.  96^  ausgeführt,  so 
«rgibt  sich  für  17  der  nur  aus  Fftkultäten  zusammengesetzte  Ausdruck: 


n  = 


im  +  «')!  (m  +  M^)V(w  +  n)l  (m  +n+l)I 


(17*) 


/i  «'I  (m  +  m'+n  +  n  +  1)!  ml  n\       ' 

der  hei  großen  Werten  von   m,  n,  m\  n    mittels   der  Stirlingschen 
Formel  auszuwerten  wäre. 

Durch  die  Annahme  tu=  1,  »  =  0  geht  U  in  die  npostenorische 
WalitscJißifdkhkeit  tks  Ermjnisses  E  Belbst  über;  diese  beträgt  also: 


/V^  +  ^i  -  mfdx 


n  ^  "  -r 


m  +  1 


(1^) 


Sie  unterscheidet  sich  um  so  weniger  von  der  Wahrscheinlichkeit  nach 


16H 
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der  wahrschemliclisteü  Hypothese^  deren  Wert  — ^^  ist;,  je  nrnfaug- 
reicher  die  Beobachtung  B  ist 

Unter  der  Voniussetziing,  daß  m  +  n  eine   sehr  große  Zahl  ist, 
hat    das   Resultat    (1^)    auch    dann    eine    wohlhegründet«   Beden tiing,  h 
wenn  die  Voraussetzung  der  gleichen  apriorisehen  Wahrscheinlichkeit  S 
aller  Werte  toh  x  nicht  zutrifft;   wegen  der  außerordentlich  raschen 
Abnahme  der  Funktionen  unter  den  Integral  zeiche Uj  sobald  man  sich 

von  den  einander  naheliegenden  Stellen        "       ,    .    und        ,        ihrer 

^  wi  4-  fi  -f-  1  fit  -j-  n 

Maiima  entfernt^  wirken  nämlich  nur  enge  Inten^alle  uin  die^e  Werte 
auf  den  Batrag  von  IJ  ein,  und  innerhalb  dieser  Intervalle  wird  es 
zumeist  untunlich  sein,  eine  Abstufung  im  Mag  lieh  keitsgrade  der  Werte 
von  a?  voramiehmen. 

Setzt  man  in  der  Formel  (17)  m  =  fn\  n  =  n\  [m  +  n  ^  sj,  so 
kommt  man  zu  der  Wahrscheinlichkeit  eines  künftigen  Erfolgs,  der 
mit  dem  beobachteten,  was  die  Wiederholnngszahlen  des  Eintreffens 
und  Ausbleibens  anlangt,  volls tändig  übereinstimmt;  ist  s  sehr  groß, 
so  ergibt  sich  für  diese  Wahrscheinlichkeit  der  Näherungswert 


I 


(19) 


bei  demselben  s  ist  dieses  //  um  so  größer,  je  mehr  die  Zahlen  tn,  H  j 
von  einander  verschieden  sind;  sein  kleinster  Wert  ist     -^'     Hätte 

mitn  beispielsweise  aus  einer  Urne  unkekannten  Inhalts  in  10000] 
Ziehungen  2000 -mal  eine  weiße  und  .^000 -mal  eine  schwarze  Kugell 
hervorgeholt,   so   wäre   gemäß  der  Formel  (19)  mit  der  Wahi-schein- 1 

lichkeit         ,_  =  Oj0075024  zu  erwarten,  daß  10000  weitere  Ziehumren 
dasselbe  Resultat  hervorbringen. 

Zu  der  Formel  (19)  ist  folgeudes  zu  bemerken.     Wären    ***  ,    '*-i 

die  bekannUm  W^ahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  und  AusbleibeuJ 
von   Ef  ^o  bes^tünde  nach  Nr.  OH  die  Wahrscheinlichkeit 


V' 


m  n 


r    2nmn 


dafüry  daß  in   s  =  m  -f  n  Versuchen  E  m-mal   eiütrefiFen    und   n  mm 
ausbleiben   werde.     Diese  Wahrscheinlichkeit   ist   |^ä-mal   großer  als. 
die  in  Formel  (19)   unter  andern  Voraussetzungen  berechnete.     Der] 
Grund    dieser   Abweichung   liegt    darin,    daß   dort    "*  ,    ''    nicht   dii 

sicheren,  sondern  nui*   die   wakr,seheinlich8tea  Werte  der  Wahrsc.heiii-| 
lichkeiten  für  Ü  und  Nichts  £  sind. 
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101.  Beispiel  L.  Eine  Urne  enthalt  8  Ktigeln,  weiße  und 
schwarze;  4  davon  sind  nadi  und  nach  herausgenommen  worden  und 
es  waren  S  weiß,  1  schwarz.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß 
von  3  weiteren  Kugeln,  die  man  sticcessive  zieht,  1  weiß  und  2  schwarz 
sein  werden? 

Fünf  Hypothesen  sind  mit  der  bekannten  Anzahl  der  Kugeln  und 
dem  beobachteten  Ereignis  vereinbar^  nämlich: 

Z7i  •  •  •  3  weiße,  5  schwarze  Kugeln 

Ui' '    ö      „       3        „  „ 

U,---6      „      2        „ 

U,--l      „      1        „         Kugel. 

Die  aus  ihnen  entspringenden  Wahrscheinlichkeiten  des  beobachteten 
Erfolges  sind: 

_  8-2»  1-5  __    5  _  4    8-2.  4  __    16  _  5  ■  4  ♦  3    3  _   30 

^1  ~  8.7.65  ""  280'     -P«  —  8.76.6  ""  280'     ^8  ""  8  .  7  •  6  •  6  ""  280' 

—  6^5  .4j^  __  j40  _  'LAl^jJ:  =  ?i  . 

^*  ""  8~7"6  .  6  ""  280 '     ^*  "~  8  •  7  •  6  •  5  "~  280  ' 

jene  des  zukünftigen  Ereignisses: 

^  ^  oi-3-2  3  ,  .3221  1  ^  ^  ^  ^ 
Pi  =  0,     p,  =  3.j^3^2=  4'     <^3  =  ^'4.1^2  =  ¥'     ^^-^^     ^5  =  0. 

Folglich   reduziert    sich    die    aposteriorische   Wahrscheinlichkeit    des 
künftigen  Ereignisses  auf 

wenn  man  in  Ermangehmg  weiteren  Wissens  die  Ursachen  als  a  priori 
gleichwahrscheinlich  ansieht,  so  ist 

p    _  16 8  p    _  15 

^2         5  ^  16  +  30  +  40  +  35        63 '  3        53  } 

demnach 

Nun  nehme  man  an,  dieselben  Ziehungen  würden  aus  einer  Urne 
mit  einer  unbegrenzten  Menge  weißer  und  schwarzer  Kugeln  unbe- 
kannten Mischungsverhältnisses  gemacht  worden  sein^  und  es  handelte 
sich  um  die  aposteriorische  Wahrscheinlichkeit  des  nämlichen  künf- 
tigen Ereignisses.  Die  imbekannte  Wahrscheinlichkeit  x  für  das  Ziehen 
einer  weißen  Kugel  kann  dann  jeden  Wert  zwischen  0  und  1  be- 
sitzen und  bleibt  während  der  Ziehungen  konstant.  Man  hat  nun  77 
nach  der  Formel  (17)  zu  rechnen  und  findet 


igg  ^^^^^^^B^  "^^^^^    Wakrsciieinlichkeitstheoriü. 

1 

0 

Das  K^aiiltat  ist  Haseelbe  wie  Yorhin,  und  diese  Übereinstimmung 

für  beliebige  Zablen^J. 


IV.  ÄhschTiitt    Bewertung  von  Vor-  mu\  Xaehteiien,  welche 
an  zurälljge  Ereignisse  geknüpft  sinil 

§  L    Die  mathematisclie  Erwartung. 

102.  Beflnition  der  mathematischen  Erwartung,  Eine 
Person  sei  an  einer  Reüie  zurälliger,  einander  uusKchlieÜender  Ereig- 
nisse F^  J*',- -^^"^  1^  der  Weise  interessiert^  daß  das  Eintreffen  von 
F^*\  das  mit  der  Wahrscheinlicbkeit  |j<'^  zu  erwarten  ist,  für  sie  eine 
Einnahme  (oder  Ausgabe)  «''>  zur  Folge  hat^  im  Falle  der  Einnabrae 
soll  d'^  positiv,  im  andern  Falle  negativ  sein.  Dann  hat  die  Persoan 
eine  Ungewisse  Summe  x  zu  gewärtigen^  die  ti  -f  1  verschiedeuer  Werte, 
eines  jeden  mit  bestimmter  Wahrscheinlichkeit^  fähig  iat,  und  man 
kaun  im  Sinne  von  Nr.  50  von  einem  Mittelwert  dieser  Summe  sprechen, 
der  sieh  als  Summe  der  Produkte  ihrer  möglichen  Wert*?  mit  den 
zugehörigen  Wahrscheinüclikeiten  darstellt;  wird  er  mit  E  bezeichnet,. 
so  ist 

E  =  j}a+  j>a+  p'a'+ h  p*">a«"\  (1) 


I 


wobei  gleichzeitig 

P+p  +  p"^'--  +  p^'*^  =  l  (2] 

besteht. 

Ist  nur  auf  das  Ereignis  F  eine  Summe  j  ein  Plreis  a  ausgesetzt^ 
während  die  übrigen  Ereignisse  keine  Vermögensändening  zur  Folge  fl 
haben,  so  kann  x  nur  die  beiden  Werte  a  und  0  annehmen,  erstereu 
mit  der  Wahrscheinlichkeit  p^  letzteren   mit  der  Wahrseheini ichkeii 
q  =  p^  jf/'-f  '  -  *  +  |j(")^  und  es  ist 

E^pa.  (3) 

Den  Mittelwert  E  bezeichnet  man  im  vorliegenden  Falle  als  die 
nmtlmuatiscJie  Enrartun/jf  oder  mathemattsche  Uoffnmig  der  Person  ^ 
gegenüber  den  nnge wissen  Summen.  Hiernach  ist  die  auf  eine  eii^fl 
Mine  Siimmf  bemglirhc  fmttlimmtiscke  Erwartung  das  Produkt  aus  der 


I 

I 


1 P  J.  Todhuuter,  Historjr  of  the  mathematical  theory  oi"  probabüity 
464  if. 


Uitj  (läi5),J 
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^^mSufnme  und  der  Wührsrhchdivh/iTii  ilmr  liealisienmg,  und  dia  auf  einr 
^^^^^he  einander  aussddupmikr  Evrtdimlsftntmnt  Imzüi^lkhe  mathentüfiscltr 
H  Ert4.^urtung  fjtHfh  der  Sitnime  der  Jirtearhüifieu,  urkke  die  mtzdneti 
W      B^irfige  hetreffviL 

I  Von  rnfttherüati^cher  Hoffnatig  wird  häufig  auch  gesprochen,  wenn 

I  in  dem  Produkt  pa  der  Faktor  n  nicht  eine  fieldsumme,  sondern 
I        u^end  eine  andere  Toni  Zufall  abhängige  Größe  bedenteL 

I  103.    Beziehuiig   der   ttiatliematisclidii   Erwartung   211m 

I  Wahrscheinlichsten  Erfolg,  üni  zur  Bedeutung  dessen  zu  gelangen, 
I  ^^^BiS  soeben  als  uiathemutische  Erwartung  ibmial  definiert  worden  ist, 
I        ^  tollen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

f  Auf  das  Eintreffen  des  Ereignisse»  F,  dem   die  WahrsL'heiulich- 

*^^it  p  ankommt,  während  das  Nichteintreffen  mit  der  Wahrscheinlich- 

^*^^it  q  ^  l  —  p  zn  erwarten  mt,  sei  der  Preis  a  ausgesetzt. 
Bei  einer  einmaligen  Realisierung  der  Bedingungen  hat  die  Person, 
^**^^lche  sich  zur  Zahlung  des*  Preises  verpflichtet  —  der  Unternehmer — , 
Entweder  a  oder  0  auszufolgen, 
P  Werden  .«r  Realisierungen  vereinbart  und  ist  s  eine  Zahl,  welche 

*ich  im  Verhältnis  p  :  q  in  zwei  Teile  zerlegen  läßt,  so  ist  die  wahr- 
^^sheinlichste  von  dem  Unternehmer  zu  leistende  Zahlung  ^7*^^  weil 
'^^^ie  Kombination:  sp-mal  F  und  sg-mal  Nicht*F  unter  allen  die 
"'^'^ahrscbeinlichste  ist;  die  durchschnittlich  auf  eine  Raalisierimg  ent- 
^^^Uende  Zahlung  ist  dann  pa. 

Sind  sp,  sq  nicht  ganze  Zahlen,  ao  gibt  es  (vgL  Nr  67)  zwischen 

•  '^p  —  q  und  sp  +  p  eine  ganze  Zahl,  die  in  der  Form  sp -\- ä  (mit 
'  4  <1)  geschrieben  werden  kann  und  so  beschaifen  ist,  daß  (sp  +  ä)- 
>aial  F  und  (;fq  —  d)-mal  Nicht-F  die  wahrscheinlichste  Kombination 
bezeichnet.  Die  wahrscheinlichste  Leistung  des  Unternehmers  beträgt 
jetzt  (sp  +  d)a,  und  davon  entfällt  auf  eine  RealisieruDg  durehschnitt- 

Xich  der  Betrag  ^Jd  +  ^,    der   sich    mit  wachsendem   j*-  dem  pa   als 

Cfrenze  nähert. 

Man  kann  demnach  deü  Satz  anssprechen:  Die  wabrycheinlichstej 
durchschnittlich  auf  eine  von  s  Eealisierimgen  entfjiUende  Zahlung 
des  Unternehmers  ist  entweder  der  mathematischen,  auf  eine  Reali- 
sierung gerichteten  Erwartung  genau  gleich  oder  weicht  von  ihr  um 

eine  Größe  der  Ordnung         ah. 

104.  Die  aus  einer  wiederholten  Bealiaieining  reaul- 
tierende  mathematische  Erwartung,  Die  Bedingungen  seien 
dieselben  wie  in  der  vorigen  Nummer.  Aus  s  Wiederholungen 
können  j  entsprechend  den  möglichen  Kombinationen  des  Eintreffens 
nnd  Anfibleibena  von  F,  s  +  1  verschiedene  Erfolge  erzielt  werden: 

sa,  {s  —  l)a,    ■  ■  {s  —  r)aj  *  *  *  öj  0;  ^ 
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ihre   Wahrscheinlichkeiten   sind    durch   die  Glieder   der  Entwickltm 
von  (p  +  //)*   bestimmt;    insbesondere   kommt   dem  Erfolge  (s  —  r) 

die  Wahrscheinlichkeit  \)p'~''g!'  zu.    Mithin  ist  die  aus  der  wiedei 

holten  Realisierung  hervorgehende  mathematische  Erwartung 


7^=«2(«-r)(;)i^-^/. 


Um  den  Wert  der  Summe  zu  ermittehi,  gehe  man  von  der 
gemeineren  Summe 


9 


aus,    in  welcher  t   eine  Hilfe  variable  bedeutet;   durch  Differentiation 
nach  dieser  entsteht 

s 

2is-  ,-)i>  (  *  )  (tp)- '-  \'  =  spifp  +  q)'-  \ 

0 

imd  hieraus  ergibt  sich,  wenn  i=\  gesetzt  wird: 

0 

demnach  ist 

E  =  sjfKc 

in  der  Tat  die  .s- fache  auf  die  einzelne  Entscheidung  gerichtete  malfe^^ 
niatische  Erwartung. 

Da  sich  die  auf  mehrere  von  einander  unabhängige  und  einanf  ^i* 
ausschließende   Ereignisse   bezüglichen  Erwartungen  bei  der  Bildu^^j' 
der  (Jesamterwartung  summieren,  so  kann  auch  für  den  allgemein^Kii 
Fall:  Auf  die  Ereignisse  1\  F\  •  •  •  F^**\  deren  WahrscheinlichkeiteD 
;>,  p\  •  •  •  p^")  sich  zur  Einheit  ergänzen,  sind  die  Preise  a,  a',  •  •  •  af"^ 
ausgesetzt         die    auf  die  n- malige  Verwirklichung  der  allgemeinen 
Bedingungen   gerichteU»   mathonmtische  Hoffnung  angegeben  werden; 
sie  ist 

E  _  s[^pa  +  pa'+  .  •  •  +  i>("V?<''\). 

105.  Beiiehungen  iwisohen  Preis  und  Binsats;  OtowliiB- 
teilungsregel.  Kino  Person  -  der  Unternehmer  —  setze  anf  das 
Kintreffen  eines  Kn^ignisHt^s  F  von  der  Wahrscheinlichkeit  p  eiBfin 
Preis  a  aus  und  gehe  dioHo  Verplliehtung  .s-mal,  derselben  Person 
oder  verschiedenen  Persoiuni  -  den  Spielern  gegenüber,  ein.  Dann 
ist  spa  die  walirNeheinlieliKte  Zahlung,  welche  sie  zu  leisten  haben 
wird.    Soll  ihr  daraus  wc»der  ein  Nutzen  noch  ein  Schaden  erwachsen. 


I 

I 


I 
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^J  ijvird  dio  gk^iche  Siurme  seitens  der  Spieler  an  s^ie  abziifiilireii  sein^ 
d.  li     der  auf  eine  EatBcheidiing  zu   loistendt*  Einsatz   ist   mit  jut  zu 

Die  auf  dm  aiw(/est't2kn  Pms  hv^ilglklm  nmfhrmatmhe  Enrartm^ 
rf<^    Spuii-rs  l**'2f*khmi  also  sifinrn  irvhtmijMgen  Eittsalz. 

Hat  eine  Person  die  Anwartschaft,  den  Preis  a  mit  der  Wahr- 
»cheiuliehkeit  p  tu  gewiuüeu,  so  repräsentiert  diese  Anwartschaft  rar 
tler  Entscheidung  einen  Besitz,  der  mit  demselben  Wert^?  zu  bemessen 
Ware,  welcheo  die  Person  als  Einsatz  zu  leisten  hätte,  also  mit  der 
^^lathemati  scheu  Erwartung  /ui;  dieser  Betrag  würde  auch  den  recht- 
iHaßigeiJ  Kaufpreis  darstellen ^  um  welchen  sie  die  Anwartschaft  an 
^ime  andere  Person  abgeben  könnte.  Nicht  aber  darf  die  mathe- 
**iatische  Erwartung  als  derjenige  Betrug  erklärt  werden,  den  die  be- 
treffende Person  vor  der  Entscheidung  als  siekemi  B(*s{tz  anzu- 
sehen hatM^ 

Der  Person,  welche  auf  den  Preis  a  den  Einsatz  pr*  leistet^  fälit, 
"Wenn  sie  den  Preis  erzielt,  ein  Gewinn  g  ^  a  —  pn  zn^  weil  sie  den 
gezahlten  Einsatz  nicht  zurückerhält^  zwischen  Gewinn  uud  Preis  be- 
steht  somit  die  Beziehung 

g^qa-, 

Zwischen  Gewinn  und  Einsatz    E  =  pa   ergibt  sich  mithin  die   Re- 
lation 

9         '/ 

"Dieselbe  läßt  auch  folgende  Deutung  zu:  Zu  dem  Preise  a  steuert  der 
Spieler  den  Einsaatz  E^  der  Unternehmer  den  Gewinn  g  bei;  der 
Spieler  erlangt  den  Gewinn  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p^  der  Unter- 
nehmer den  Einsatz  mit  der  Wahrscheinlichkeit  q.  In  etimn  gmrdnden 
Spidü  odir  mner  WetU*  vtrhalk^ti  skh  demnach  die  EiUßaldungen  der 
badefi  Fartfwr  wie  »Am  Wahrsehdtdwhkeiienf  das  Sptd  tidef  dw  Wettf^ 
gemntim.  Nachdem  man  die  Proportion  in  die  Form  pg^qE 
^bracht,  kann  man  auch  sagen,  daü  bei  einem  geordneten  Spiele  die 
mathematischen  Erwartnugen  der  Partner  einander  gleich  sind. 

äteht  in  einem  Spiele,  das  eine  Person  mit  der  Wahrscheinlich- 
keit Pj  ihr  Partner  mit  der  Wahrscheinlichkeit  3  =  1  —  |j  zu  gewiimen 
erwartet,  die  Summe  a,  und  verzichten  die  Spieler  darauf,  den  Zufall 
entscheiden  zu  lassen,  ßo  haben  sie  sich  rechtiuliliig  in  die  Summe  a 
derart  zu  teilen,  wie  sie  zu  ihr  hiitten  beitragen  inüssen,  d.  li.  im  Ver- 
liältnisse  der  Wahrscheinlichkeiten  p,  q.  Hierin  ist  einer  der  ältesten 
Sätze  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  enthalten,  der  dem  Pascalschen 
Teilungsproblera  (Xr.  38)  zugrunde  liegt. 


If    Tgl,    hiennit    PoiBiön,    HechercheB    mir    k    probabil. ,    deutsch    von 
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106,  BeiBpiel  LI.  Die  Beatimmong  der  mathemati sehen  E^^«" 
Wartung  für  einen  Glücksfall j  in  welchem  mehrere  verschiedene  Er^«^ 
folge  eintreten  kottnen,  erfordert  nach  Nr.  102  die  Feststellung  diest^— ^J 

Erfolge    und    die   Berechnuug  ihrer  Wahrscheinlichkeiten;   gerade   i _x] 

der  letzten  Forderung  liegt  raitnoter  eine  erhebliche  Schwierigkeit  d^^^i 
Aufgabe,  die  manchmal  dadurch  umgangen  werden  kajm,  daß  m&  ^«i 
den  rilünksfall  ha.  einen  andern,  ihm  bezüglich  der  mathematißchet-r^ci 
HoiJhung  äquivalenten  umwandelt,  der  eine  einfachere  Berechnung  zum^- 
UM.  Einige  Beispiele  dieser  Art  sollen  nun  vorgeführt  werden.  Dm^^^ 
erste  bestehe  in  folgendem: 

Eim  Urne  mihäU  n  Ktußdn,  dir  mit  den  yummcm  1,  :i^  ■  *  ^  ^* 
bemkhiiei  simL  Eine  Peri^mh  n*elrhe  die  Kugeln  nach  und  naeh  zkh^^ 
rrhidt  ßriestmd  I  Fr(\,  nrnff  die  Nnmintir  der  Kn^^H  nnl  der  OrdfUing^- 
mid  dvs  Zufjcs  idiereiHsfimmt      Wie  grojJ  ist  ihre  itoffmmff^^ 

Statt  die  Wahrscheinlichkeiten  zu  rechneßj  daß  dies  1,  2,  •  -  n-m^^^ 
geachehen  werde^  mache  man  sich   klar,  daß  vor  den  Ziehungen  jetf^* 

Kugel  die  Wahrscheinlichkeit  p=^       hat,  ihrer  Nummer  entsprechen.*! 

gezogen  zu  werden. 

In  der  Tat^  die  Wahrscheinlichkeit^  daß  die  Kugel  l   an  erst^ 

Stelle  erscheint^  beträgt 

Die  Wahrscheinlichkeitj  daß  die  Kugel  2  im  zweiten  Zuge  komm  "fc^ 
wenn  die  Kugel  1  im  ersten  erschienen  ist^  betragt  —  -  _  ;  ttii.«3 
die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  kommt,  wenn  im  ersten  Zage  eir».^ 
andere  Kugel  als  1  erschienen  ist^  betriigt  -  "  ~_  i  ^  «l^i^nach  is* 
die  Wahrscheinlichkeit^  daß  Kugel  2  im  zweiten  Zuge  überhaupt  g^-'j 
troffen  wird,    —  » ,  -f     ^- =  — 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß   die  Kugel  3    im    dritten  Zuge  er- 
scheint,  wenn  1  im  ersten  und  2  im  zweiten  kam,  ist 


1 


1  1 

* : 

H     n^l     n  —  %^ 

die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  so  erscheint ,  wenn  nur  eine  der  vor- 
benannten Kugeln  mi  ihrem  Platze  erschienen  ist,  betragt 


n 


n^l     n  — : 


^      n      '  n—  1  *  »1  —  2' 


die  Wahrscheinlichkeit  endlich,  daß  Kugel  3  an  dritter  Stelle  kommt, 
ohne  daß  1  und  2  an  ihrem  Platze  erschienen  sind,  betnlgt 


f  i  —  2    n  —  t 


ft^l     n  —  2^ 


rlemnach    ist    die  Wahrscheinlichkeit,   daß  Kngel  3  au  dritter  Stelle 
überhaupt  gezogen  wird, 
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)  -I-  rt  —  Ü  +  ti  —  3  +  («  _  3j  (n  —  3j  _    1 
n  in  —  i)  (n  —  Ä)  "  n  ' 

[u.  m,  w. 

Hithiu  ist  der  obige  Fall  in  Bezug  auf  matheniatiBcIie  Erwartung 
äquivalent  dem  folgenden:  Es  liegen  n  Urnen,  mit  den  Namraem 
1^  2,  —  '  II  bezeichnet,  vor;  in  jeder  derselben  befinden  aich  n  Kugeln^ 
die  ebenfalls  die  Nummern  1^  2,  *—  *?  tragen;  man  zieht  aus  jeder 
Urne  eine  Kugel  und  erhält,  so  oft  die  Nummer  der  Kugel  mit  der 
Nummer    der   Urne    übereinstimmt,    1    Frc.     Da   nun    die   Überein- 

L  stimoning  der  Nummern  bei  jedem  Zuge  mit  der  WahrseheinJicbkeit  — 

H  ^u  erwarten  ist,  so  ist  die  mathematische  Erwartung  n 1  Frc.  ^  IFrc, 

W  DaB  jedoch   die  beiden  Glücksfälle   im  librigen  nicht  identisch 

siöd,  geht   schon  aus  folgender  Bemerkung  hervor.     Den  größtmög- 
lichen  Erfolg  von  n  Frcs.  zu  erzielen,   hat  bei  der  ersten  Modalität 

ü«  Wahracheinhclikeit     \  ,   bei  der  zweiten  die  kleinere  Wahrschein- 


üehkeit  —  ^ 


«! 


t  r 


W  107.  Beispiel  IiH.    Am  mwr  Ume^  wekhe  tveiße  und  stAuarze 

-^^Ufjeln  in  soklmm  Mem/enverkäUHis  entMU^  daß  für  das  Ziehen  einer 
^^^^njjen  die  Wahrsckemlirhleit  Pj  für  das  Ziehen  elmr  schwarten  die 
^Wahrscheinlichkeit  q  =  l  —  p  imfelitj  werdm  n  Ziehungen  gemaefd, 
*^^H*bei  die  ge^otjem  Kugel  jedestnal  surüekgdegi  wird.  So  üß  eine  weiße 
'^'^iwjel  erseheint  der  mt-e  schwär Be  vorftitsfffug  und  tmch folgt ^  erhall  der 
''Spieler  I  Frc.  Wie  groß  ist  die  Hntfimmj'f 
■^  Die  Lösung  dieser  komplizierten  Frage  wird  einfach,  sobald  man 

^^ich  die  Überzeugung  verschalft  hat,   daü  t)m'  Beginn  der  Ziehungen 
^]er  beschriebene  Glücksfall  an  jeder  Stelle,   die  erste  und  letzte  aus- 
genommen^   zu    erwarten    ist    mit   der  Wahrscheinlichkeit  prf.      Die 
■  folgende  Betrachtung  wird  es  erweisen. 

I  Drei  Ziehungen   führen  einen  Gewinn  herbei,  nur  w^m  ihr  ße- 

enliat  das  folgende  ist: 

•  O   • 

und  die  Wahrscheinlichkeit  hierfür  ist  pq^. 

Bei  vier  Ziehungen  ergibt  sich  an  der  zweiten  Stelle  ein  Gewinn 
in  iblgenden  Fällen: 

•  O  •  O 

•  O  •  • 

ihre  Einzel  Wahrscheinlichkeiten  sind  jp^g*  und  pg^  die  totale  Walir- 
scheinlichkeit  p^q^  +  p^tf  =  pq^  (p  +  q)  =  pq\  Für  die  dritte  Stelle 
ergibt  eich  das  nämliche  Resultat. 

Werden  ttinf  Ziehungen  vereinbart,  so  tritt  an  zweiter  Stelle  ein 
Gewinn  L>in  in  nachstehenden  Fallen: 


,  i  p\tt»*^f  'l*-..      V/ »/. r *'  fJ^. r.t,'  r.K^.u* h^r.r:^ 


•    • 


•  S    •    S    • 

*\ii  l',iii/>t4^u\ti»i\i«uitlu'UUi'tivti  ilu'Ht'.r  Korutiiiiationen  pf/^,p^g^,  }^<j^,  J^Q^ 
VI  M(UH(/iifi  n\iU  zu  il«*i  1'otjilwiilirMr.hfrinlidjkeit  pq^(q^+2pq+2)^)=pfj'^ 
\',iiii  itUiilti'Uti  /iiMHinifMtrintiflliitiK  und  <hiH  gleiche  Ilesnltat  ei^bt  sich 
Iflf  iIm<  vit'iU*  Ht««ll<'.  All  <ii*r  <lriii<*n  Stolh*  tritt  ein  Gewinn  ein  bei 
lifl|/iiH(liiii   l\Miint.M|liilMMii*ii: 

•  •        •  • 

<  >   •  ^)  •  • 

•  •  o  •  u 
^'  •  o  •  c) 

ilip  ^iilUtilnili^o  WiihrNohoiiiliohkoit   hiorfür  ist  demnach 

w    M    >\ 

tu  Uo«u^  iiuf  du«  mHthomHtisoho  Krwiuiuug  ist  das  Spiel  also 
4(«pu\iilriU  H  l^  /MAwxw^nx  MUS  oiuor  Tnio«  welche  dem  Erscheinen 
\^\\\\^\  w^MiWu  Kuk(vl  d)e  Wiihr^'htMuUohkeit  pq*  verleihu  wenn  auf  di^ 
\>«Mi\o  K^^1d  «MU  IVi>  >ou  l  KtCk  Mus^nsknjit  läEl.     Die  hiennf  ba^ 

r^o»   \(uv%vu  INiuv?  c^^h?  *S^r  ,i;e  l  tv^^iusiiiumong  niciES  i  mit' 

..»oU'rti    n\uU,    Isi:^*;^    '.V     i:cr;.   x.r^ie^^u   Spiele  *ier  b^Vbe»  IS» 

I       C  •!' •       ."••.         y  us;tr'i  i*       fif.-^      Ss/i«"-      '» 'W      T-^UMMOZ»     Ä^ 
N^     ......... 

XX       *    :\tvx      •  rn.ti     •  iL''"'~'.L    '-.'    uiT'    '♦*•   V'iiLi    t*in  ^iiiu* 
•,v  .>»»-■:  1.'.  •;^»^-r'n-    ^  ^:r*- ir-Hi:' Uli** '    iiHrriir  jbt 


^x 


x\ 
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zu  erwarten. 

Wirft  Peter  dreimal  Wappen,  so  darf  dies  bei  Paul  höchstens 
zweimal  eintreten;  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist 

Nach  diesem  Gesetze  hat  man  fortzuschreiten,  bis  man  zu  dem 
Falle,  wo  Peter  n-mal  und  Paul  höchstens  n  —  1-mal  Wappen  getrofifen 
hat,  wofür  die  Wahrscheinlichkeit 

oarKrH- (:){!)■+ ■+(«:.)  (in 

besteht.  Von  da  ab,  d.  h.  wenn  Peter  mehr  als  n  Wappen  erzielt, 
gewinnt  er  ohne  Rücksicht  auf  den  Erfolg  Pauls;  demnach  ist  die 
totale  Wahrscheinlichkeit  für  Peters  Gewinn: 

«=?v.[(T)+ra(i+a)i+(:)i'+(:)+{:)i+- 
+(:)i'+a)+-+(„:,)i] 
+;[U,)+c;,)+-+']i 

für  Paul  ergibt  sich  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  die  Wahr- 
scheinlichkeit 

+(:)i'+(:)+-+u,)i]- 

Ist  -  =  ^-,  so  ist  das  Spiel  billig;  ist  ^^*  >  -,  so  ist  Peter,  und 

im  Falle  ^  <  —  Paul  im  Vorteile. 

Wenn  w  =  3  und  u  =  2,  so  geben  die  Formeln 
_  j_  _  3 

8  3 

und  weil  -^  >  v  ?  ^^  ^®^  Peter  im  Vorteile. 

Wenn  w  ==  4,  w  =  3  ist,  so  hat  man 


Pi-Ty     Pi 


29 

128 


64    *     4 

und  da  09  ^  T  ?  ^^  ^®*  ^^^^  j®^^*"  P®^®^  i^^  Vorteile. 


nn 
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Wird  vereinbart^    dalä   das  Spiel,    wenn  es  das  erste  Mal  unent-' 
schieden   bleuten   sollte,   fortzusetzen   ist   bis   zur  Entstiheidnng,   dann 
kommen    die    relativen    VVahi'scheinlichkeiten    in    Betracht j    nämlich 

— ^ —  für  Peter  imd       ^\*       für  Paul,     In  betreff  des  Schlusses  au£J 

die  Billigkeit  des  Hpielea  bleibt  bliese  Abrmdenin^  ohne  Einfluß;  die 
mathematisehe  Erwartung  erfährt  aber  eine  Änderung.  Kann  das 
Spiel  auch  unentschieden  bleiben,  in  welchem  Falle  jeder  seine  Taler 
zurücfcniramt,  so  ist  Peters  Erwartung  gleich 

Pi  (m  +  n)  +  (1  —p^  —  jk)  m  =  p^n  +  (1  -  Pa)  m; 

wird  es  fortgesetzt  bis  zur  EntscheiduiigT  so  beträgt  Peters  Erwartung 

^^  -  (m  +  n)  Taler;  für  den  lützthehandeiten  Spescialfail  sind  diese 

Pi  +  Pi  ^  I 

Hofcungen  beziehungsweise  4  ^^  und  4  —  Taler,  und  übertreffen  beid 
Peters  Einsatz, 


IltlfT'^H 


1 

:1 


lOd.  Die  Satze  von  Tcbdb7cli6ff  M.    T  c h  e  b  y  c  b  e  ff  hat  einige  1 

Wahracheini ichkeitssätze  über  die  Mittelwerte  dem  Zufaü  unterworfener 
Großen  abgeleitet,  die  sich  nel)en  der  elementaren  Begründung  durch 
einen  hohen   Grad   von  Allgemeinheit  auszeichnen   und   eben  deshalb 
geeignet  sind,  die  Losung  vieler  Prägen  der  Wahrscbeinlichkeitgtheorie^ 
auf  sie  zurückzufühTen,  H 

Es  seien  a:,  |/,  jsr  -  —  irgend  welche  Grössen;  deren  jede  mehrere 
yerscbiedene  Werte^  eben  jeden   mit  bestimmter  Wahrscheinlichkeit^, 
annehxnen  kann^  und  zwar  sei  a-  der  Werte 


^U     ^ST 

•••  ** 

mit  den  Wahrscheinlichkei 

iten 

fähig,  tio  daß 

■•■  Ih 

2p. 

=  1; 

femer  y  der  Werte 

1 

■Vu  9i, 

•  •  y, 

mit  den  Wahrscheinlichkeiten 

wobei  wieder 

tfu  ?»»  • 

••  <!,, 

i,. 

=  1; 

dann  ^  der  Werte 

i 

18(57,  p.  17 

■■  'm 

1}  Joura.  Lioav.  (3)  XE, 

7. 

k 

(2)] 
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mit  den  Wahrscheinlichkeiten 


so  daß 


u.  s.  w. 

Dann  sind 


2'-/'  =  l'  (3) 


2^>x^x  =  «;      ^QxVx  =  &;       2^^*^^^  =  c,  •  •  •  (4) 

111 

die  auf  x,  y,  z,  -  -  -  bezüglichen  mathematischen  Erwartungen  oder 
die  Mittelwerte  dieser  Größen^ 

k  Im 

1  1  1  . 

die  Mittelwerte  ihrer  Quadrate. 

Daß    die    Realisierung    der    Bedingungen    die  Wertkombination 

x^y  yxj  ^u9  ' ' '  ^^^  ^>  y?  ^?  •    •  ^^^  daher  den  Wert  oc^  +  y^  +  z  -{ 

für  die  Summe  x-\-y-\-  z-] herbeifähren  werde,  ist  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit PxQxT^  •  •  •  zu  erwarten,  und  dieselbe  Wahrscheinlichkeit 
besteht  auch  för  das  Stattfinden  der  Differenz 

^x  +  yi  +  ^^  + a-6-c 

zwischen  der  beobachteten  Summe  und  der  Summe  der  Mittelwerte. 
Demnach  ist  der  Mittelwert  des  Quadrates  dieser  Differenz  durch  die 
rielfache  Summe 

|x  =  l,2,...* 

aasgedrückt.     Schreibt  man  die  Differenz  in  der  Form 

(x,-a)  +  (y,-i)  +  (^„-c)  +  -.., 

SO  gibt  ihr  Quadrat  zweierlei  Glieder:  quadratische  und  produkt- 
formige. 

Die  Summierung  auf  das  erste  quadratische  Glied 

(^x  -  «)*  =  ^x'  -  ^<^^x  +  «' 
zunächst  in  Bezug  auf  den  Zeiger  x  ausgeführt  gibt 
k 

1 

=  a^  —  2a^  +  d^=-a^  —  a^\ 

Csaber,  WabnobeinUcbkeltirechnuDg.  \^ 
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die  Summierung  in  Bezug  auf  die  andern  Zeiger  ändert  an  diesasxi 
Werte  nichts,  weil  vermöge  (2),  (3),  •  •  • 

2qxr^  •  •  •  =  1   für  (A  =  1,  2, .  .  .  m;  /i  =  1,  2  .  .  .  m;  . .  .)• 

Ebenso    ergibt    das    zweite    quadratische    Glied    h^  —  h*,    das    dri^^ 
c^  —  c\  u.  s.  w. 

Bei  dem  ersten  produktförmigen  Gliede 

2(^x  -  «)  {Vx  -V)  =  2(x^y,  -  hx,-ay^  +  ah) 
ergibt  die  Summierung  in  bezug  auf  den  Zeiger  x 

=  2  (ay^  —  ab  —  ay^  +  ab)  =  0, 

und    die    weiteren    Summierungen   können   an   diesem   Werte   nichfc» 
ändern;  in  gleicher  Weise  verschwinden  die  aus  den  übrigen  produkt- 
förmigen Gliedern  entspringenden  Anteile  der  Summe. 
Somit  ist 


^(^.  +  yx  +  ^^  + a-6~c yP.Qx^^" 

=  Ol  +  6i  +  Cj  +    •  •  —  a^  —  6*  —  c* ; 

daraus  folgt  aber,  daß 

J^(^y+yx  +  ^.  +  —  a-h--c — yp^Qx^f, 


(6) 


f* 


«*  («1  +  ^1  +  ^1  H a«  —  ft«  —  c« )  a« 

Läßt  man  in  der  Summe,  welche  den  Zähler  bildet,  alle  Glieder  fort, 
für  welche 

(^x  +  y;  +  >  + g-fc-c---)« 


a*  («1  +  &i  +  Ci  H a^  —  b^-^c* ) 


<1  (7) 


ist,  und  ersetzt  den  linksstehenden  Quotienten,  so  oft  er  grSßer  ist 
als  1,  durch  die  Einheit,  so  ist  durch  beide  Prozesse  die  linke  Seite 
vermindert  worden,  mithin  das  Verbleibende,  d.  i. 

2 PxQx^^  '  "  < -^i } 

wobei  sich;  dem  Ausgeführten  zufolge,  die  Summierung  nur  auf  solche 
Kombinationen  von  x,  A,  ft,     •  •  erstreckt,  für  welche 

«« (a,  +  />,  +  Ci  H rt'  —  ft«  —  c« 0  -^  ^^ 

Die  so  einj^esehränkte  Summe  2lPxQ^x^n  '  '  '  ^®^®^*®^  ^^^  ^®  Wahr- 
scheinlichkeit 1  -  P  für  das  Stattfinden  eben  dieser  Relaium  (8), 
so  (laß  P  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Stattfinden  von  (7)  yontellt 
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-Da  nun   1  —  P  <  -j,   so   ist  P  >  1 ^  •      Hiemach     ergibt    sich 

der  Satz:  "  " 

1  Die  Wahrscheinlichkeit  P,  daß  die  Differenz 

^.  +  yi  +  ^f.  + a-6~c 

i^t^^ischen  den  Qreneen 


-  aya^  +  6^  +  q  +  •  •    -  a«  -  6^  -  c* 

a  Vai  +  fti  +  q  + "a^  -  P  ~c«  -  • . "  ^ 

oder  die  /Swinw« 

^.  +  yx  +  ^^  +  "- 

^^cisehen  den  Qr  engen 


a  +  6  +  c  + aya^  +  6i  +  q  + a*  -  ft»  -  c* 


ö  +  6  +  c  +  •  •  •  +  a  V«!  +  6i  +  ^1  + a^-h^-c^ 

^*^^h4jHten  sei,  ist  größef  als  1 i- 

Die  Zahl  a  ist  nur  an  die  Bedingung  gebunden^  daß  sie  größer 
«öirfc  muß  als  1. 

Ist  n  die  Anzahl  der  Größen  x,  y^  z,  •  •  •  und  setzt  man 

®^     ergibt  sich  als  eine  Folgerung  des  Satzes  I  unmittelbar  der  folgende: 
n.  Die  Wahrscheinlichkeit  P,  daß  das  arithmetische  Mittel 

^x+yi  +  ^f.  +  -'- 

n 
f^^  äen  beobachteten  Werten  von  x,  y,  z,  -  -  -  enthalten  sei  zunschen  den 


n  t   Y  n  n 

^^ld  

a  +  b  +  c+^,     llA+^+cr+-"       ««  +  &«+?+".. 


-^+tF 


n  '     f   r  n  n  ' 

ist  größer  als  1 

Wenn  die  Mittelwerte  ö,  &,  ^;  •  •  •  «i,  &i;  ^i,  •  •  •  eine  feste  Grenze 
nicht    überschreiten,     so    bleiben    auch    die    arithmetischen    Mittel 

-^-^ — 2— ' — ^-^ ,    — ' ' ' ,  wie  groß  auch  n  sem  möge,  unter 

12* 
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einer   festen   Grenze,   somit   auch    die  Wui-zelgrÖße,   welche    in    de^xL 

Satze  II  Yorkomint.    Daraus  folgt,  daß  man  die  letztgenannten  Grenz* 
durch  Wald   von   t  allein   beliebig  eng  ziehen   kami;   und  da  bei  1* 

liebig  großem  t  die  Differenz  1  —  —  mit  beständig  wachsendem  n  d 

Eiuheit  als  Grenze  sich  nähert,  so  ist  der  folgende  Satz  erwiesen: 

IIJ.   Wenn  die  Mltidirrtir  n^t  x,  ij,  ;?,  —  ^  und  dk  ihrer  QumlrcM^ 
über   eine  geitnsse  feste   (hnLif    nflif  hinamf/eheH,    so  milmi  swh  tlit^ 
WahrseheifüichJieii  P,  daß  der  Uni-erscfiimi  zwischen  dem  arUhmetischmt 
Mittel   von   n    heobfU'hteien  Werten   der  Xj  y^  ^j  ' ' '   *'*w^  dem   arith- 
^mieiisdien  Mittel  ihrer  Mittdwerie  n,  b,  Cj  ■  ■  -  kkiner  sei  als  eine  he- 
Ueblge  Mein  feMfßesdde  (iröj\te^  mit  ivachsendem  n  der  Einheil, 

110.  Fol^erangen  aus  diesen  Sätzen,  Das  Poissonsclie 
und  das  BemouUische  &eBetz  der  großen  Zahlen.  Einer 
i^erson  falle  mit  dem  Eintreileu  des  Ereignisses  Fj  das  mit  der  Wahr- 
icheiiilichkeit  p  zu  erwarten  ist,  der  Preis  Ä  zu,  wahrend  das  Nicht- 
eintreffen  von  F  ohne  Folgen  bleibt.  Es  werden  s  Realisieningeu 
vorgenommen.  Von  den  Erfolgen  a^%  ^**,  ■  *  -  3^*\  welche  sich  dabei 
einstellen,  kann  jeder  einen  der  beiden  Werte  A  und  0  mit  der  Wahr- 
Bcheinlichkeit  p,  beziehungsweise  q  =  1  —  p  annehmen.  Demnach  ist 
ier  mittlere  Wert  eines  jeden  :^'^ 

a^pA, 

der  Mittelwert  seines  Quadrates 

üj  =pA\ 

Nach  dem  Satze  I  ist  mit  einer  Wahrscheinlichkeit 

SffU  erwarten,   daß  die  erzielte  Summe  a^^'^  +  ;r*-^+  >  *  *  +  a^*>  enthalten 
sein  wei'de  zwischen  den  Grenzen 


sp  A  —  cc  Ysp  A"^  —  sp^A^     und     sp  A  +  a  Y^pA^  —  sj^A^ 
oder  zwischen 

spA  —  aA  Yspq     und     spA  +  t(A  Y^PU  5  (1) 

und  nach  dem  Satze  IT  besteht  eitie  Wahrscheinlichkeit 

dafür,   daß  der  durchschnittlich  auf  eine  Realisierung  entfaltende  Er- 
folg eingeschlossen  sei  zwischen  die  Grenzen 


pA  —  yYp^j    ^d  iJ^  +  yVpg- 


(2) 
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Die  Grenzen  (1)  erweitem  sich  bei  gleichbleibender  unterer  Grenze 
von  P  im  Verhältnis  der  Quadratwurzel  aus  s,  die  Grenzen  (2)  hin- 
gegen verengen  sich  unter  den  gleichen  Umständen  im  Verhältnis  der 
Quadratwurzel  aus  s,  und  man  kann  zu  beliebig  eng  gewählten 
Grrenzen  (2)  s  so  groB  annehmen,  daß  die  imtere  Grenze  von  P  sich 
^liebig  wenig  von  der  Einheit  unterscheide. 

Der  in  Rede  stehenden  Person  möge  wieder  für  den  Fall  des 
Eintreffens  von  F  der  Preis  A  ausgezahlt  werden;  dagegen  sei  sie 
verpflichtet,  bei  Nichteintreffen  von  F  den  Betrag  B  zu  erlegen.  Von 
den  Erfolgen  ixf^\  x^^\  •  •  •  x^*\  welche  sich  jetzt  bei  s  Realisierungen 
einstellen  können,  ist  jeder  zweier  Werte,  Ä  und  —  JB,  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit p,  respektive  q  fähig,  und  es  ist  der  mittlere  Wert  eines 
jeden  a^^  gleich 

a^pA  —  qBy 

der  eines  jeden  a^'^  gleich 

04  =  pA^  +  qB^, 

Dem  Satze  I  zufolge  besteht  eine  den  Betrag  1 y  über- 
steigende Wahrscheinlichkeit  P  dafür,  daß  der  erzielte  Gesamterfolg 
zwischen  den  Grenzen 

s{pA  -  qB)  -  ays\p'Ä^'+~qB^Y-~s{p~A  -  qSf 
und 

s{pA-qB)  +  ay^ 

oder  zwischen 

sipA  -  qB^  -  «(^  +  B)yspq 

und  .  (3) 

s{pA  -  qB)  +  «(^  +  B)yspq 

enthalten  sein  werde;  und  dem  Satze  U  zufolge  ist  mit  einer  Wahr- 
st 
scheinlichkeit  P,  die  größer  ist  als  1 ,  zu  erwarten,  daß  der  im 

Durchschnitt  auf  eine  Realisienmg  entfallende  Erfolg  nicht  über  die 
Grenzen 

pA  -  qB  -  ''^  '\^Vpq       und      pA  -  qB  +  --'\-Vpq  (4) 

hinausfallen  werde. 

Aus  dem  Ansätze  (3)  geht  folgender  Sachverhalt  hervor:  Ist 
pA  —  qB'^  0,  so  läßt  sich,  wie  groß  auch  a  sein,  wie  nahe  also  P 
der  Einheit  liegen  mag,  s  so  bestimmen,  daß  die  untere  sowohl  als 
die  obere  Grenze  das  Vorzeichen  von  pA  —  qB  hat.  Wenn  hingegen 
die  Beträge  A,  B  so  geregelt  sind,  daß  pA  —  qB  =^0  ist,  dann  kann 
der  Gesamterfolg,  wie  groß  auch  ,s  sein  mag,  ebensowohl  einen  Ge- 
winn wie  auch  einen  Verlust  bedeuten. 
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Würde  beispielsweise  die  Person  öy  Frcs.  erhalten^  wenn  beim 

Würfeln  Aß  fällt,  und  1  Frcs.  zu  zahlen  haben,  wenn  eine  andere 
Würfelseite  erscheint,  und  wollte  man  mit  einer  Wahrscheinlichkeit, 

1  99 

^^®  ^  ""  löo  ^  iöö  ^^®^'^®'?  erwarten  dürfen,  daß  aus  5-maIiger  Wieder- 
holung des  Spieles  der  Person  ein  Gewinn  erwachse,  so  müßte  5>  84.500 
festgesetzt  werden;  denn  soll 

.(1.5>-|..)-10.6il/4l>0 

sein,  so  muß 

s  >  84.500 
genommen  werden. 

Von  seinem  lU.  Satze  hat  Tcheb  jcheff  Gebrauch  gemacht,  um 
das  Gesetz  der  großen  Zahlen  zu  erweisen. 

Es  habe  x^^^  den  Wert  1  oder  0,  jenachdem  ein  Ereignis  F  im 
ersten  Versuche  eintriflFt  oder  nicht,  und  die  Wahrscheinlichkeiten 
hierfür  seien  p^,  3i  ~  1  "Ä?  ^^^  nehme  einen  der  Werte  1  oder  0 
an,  jenachdem  dasselbe  Ereignis  im  zweiten  Versuche  eintrifft  oder 
nicht,  wofür  die  Wahrscheinlichkeiten  p^,  ft  =  1  —  i>2  bestehen  mögen, 
u.  s.  f.;  endlich  bedeute  x^^^  einen  der  Werte  1  oder  0,  jenachdem  das 
Ereignis  F  im  n-ten  Versuche  eintrifft  oder  nicht,  wofür  p^  und 
g„  =  1  —  jp^  die  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten  sein  mögen.  Dann 
bedeutet  der  beobachtete  Wert  von 

n 

das  Verhältnis  der  Wiederholungszahl  des  Ereignisses  F  in  den  n  Ver- 
suchen zur  Zahl  der  Versuche  selbst;  femer  sind  die  Mittelwerte  Tön 

a;(i),  x^^\  .  .  .  x^"*)  gleich 

die  Mittelwerte  ihrer  Quadrate  gleich 

Es  besteht  demnach  eine  Wahrscheinlichkeit  P  >  1 dafür,  daß 

sich  das  genannte  Verhältnis  zwischen  den  Grrenzen 


Pl+Pt  +  •_;_^+  Pn -j-l^  l/Pj  3l^?^j£l'l+^«  __  Pi*  +  Pt*-\ \-Pn^ 

n  t    '  n  n 

befinden  werde;  und  im  Sinne  des  Satzes  III  nähert  sich  P  mit 
wachsendem  n  der  Einheit,  wie  eng  man  auch  diese  Grenaem  fest- 
gesetzt haben  mag.  Dies  aber  ist  der  wesentliche  Inhalt  des  Thearem 
von  Poisson  (s.  Nr.  83). 
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Unter  der  Aimahmey  daß  die  Wahrscheialichkeit  Ton  F  konstant 
bleibt  im  Laufe  der  Verenche,  ilaß  also  Pi  =  pf  =  •  ^  *  =^  p„  und 
^t  =  ^f  =  '  -  =  Qn  =  *I  ^  ^  ^  Pf  ergibt  sich  das  BernoalliBche 
Theorem  in  der  folgenden  Fassung:  Das  Verhältnis  der  Wiederholungs- 

zahl  von  F  in  n  Versuchen   zu  n  selbst  liegt  mit  einer  Wahrschein- 

ft 
liehkeit  P,  die  größer  ist  als  1  —  — ,  zwischen  den  Grenzen 


§  2.    Bas  inathematiBche  Risiko, 

111.  BegrüT  des  matbematlscheii  Risiko.  Jedes  auf  den 
Zufall  gegründete  Unternehmen,  wenn  es  mathematisch  geregelt  ist, 
genügt  der  GTundforderung^  daß  die  mathematische  Erwartung  eines 
jeden  Teilnehmers  gleich  Null  ist. 

Trotz  dieses  gemeinsamen  Merkmals  unterscheideu  sich  aber  ver- 
Bcliiedene  Unternehmungen  von  einander  je  nach  dem  Verhältnis  der 
dabei  in  Betracht  kommenden  Wahi-scheinlichkeiten  und  nach  der 
Höhe  der  auf  dem  Spiele  stehenden  Summen,  und  zwar  in  Bezug  auf 
die  Aussicht  auf  Erzielung  eines  Reingewinnes  oder  in  Bezug  auf  die 
Gefahr  eines  Verlustes, 

Ein  Unternehmer  setze  auf  das  Eintreffen  eines  Ereignisses  F, 
dem  die  Wahrscheinlichkeit  p  zukommt,  einen  Preis  A  aus  und  hebe 
daf&r  Ton  dem  Spieler  den  rechtmäßigen  Einsatz 


E=pA 


(1) 


ein.  Nach  Abschluß  dieses  Vertrages  steht  der  Spieler  vor  zwei 
ETentualitäten:  entweder  den  Reingewinn  A  —  E  zu  erzielen,  und  die 
hierauf  bezügliche  IMfigetehuthoffnung  ist 

R=^p(A  ^  E)  ^pd  ^p)A=pqÄ  =  qB,  (2) 

oder  den  Verlust  des  Einsatzes  E  zu  erleiden^  und  die  hierauf  bezüg- 
liche  Verluskrwartmtg  ist 

B'^qE;  (3) 

beide  sind  sonach  dem  Betrage  nach  gleich.  In  einer  ähnliehen  Lage 
befindet  sich  aber  auch  der  Unternehmer:  fittr  ihn  ist  ü'  der  Aus- 
druck für  die  (xewinn-,  R  der  Ausdruck  für  die  Verlusterwartung* 

Der  Beti'ag  R  oder  der  ihm  gleiche  R  ist  als  Maßstab  ftSr  die 
Gefahr,  welche  das  Unternehmen  sowohl  der  einen  wie  der  andern 
Seite  bringt,  unter  dem  Namen  Risil'o  von  Tete  na*)  eingeführt  wor- 


1)  Jobann  Nikolaus  Teten«,   Einleitung   zwr  Berecbnung  der  Iieifarenten 
ond  Anwartschaften,    IL  Teil.     Leipzig,  1786, 
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dm,   während    Wittstein*)    ihn    als    matJtcmalischmf   Hauadorff*)] 
BBUcrdiiigs  als  darchschnittUchrs  Jtistko  b^zeiclinet. 

Der  Quotient    „   dröckt  das  Maß  der  Gewinnerwartung,  der  ihm] 


gleiche  Quotieat  -^   das  Maß  der  Verhiaterwartmig  ohne  Rücksicht 

auf  die  Höhe  der  Summen  aus,  die  auf  dem  Spiele  stehen,    Maa  nennt 
jeden  dieser  QuotieiiteD  das  rrhäwr  Risiko.     Da  nach  (3) 

/?' 


I 


ist,  sn   wächst    die   relative   Verlusterwartung ^    oder   wie   man    sagen 
kann,  die  Gefährlichkeit   des  Spieles  gerade  so   wie  die  Wahi-^chein-     ^ 
lichkeit,  zu  verlieren*  fl 

Den  GrtJßen  E^  JT  kommt  auch  eine  miniittelbar  verständliche^ 
Bedeutung  zu.  Es  ist  ü!'  der  rechtmäßige  Einsatz  oder  die  Prämie^ 
welche  der  Spieler  demselben  oder  einem  andern  Unternehmer  zu 
leisten  hätte,  damit  dieser  ihm  den  wirklich  eingetretenen  Verlust 
eimtze,  und  It  die  Priimie,  gegen  welche  der  Unternehmer  seinerseits 
sich  gegen  einen  Verlust  sichern  könnte.  ^ 

Durch    diesen    neuen    Vertrag   ist   aber   der   Spieler    keineswegs™ 
gegen  jefflivhni  Verlust  gesichert*);  vielmehr  hat  sieh  nur  seine  Rein- 
gewinnhoffiiung   und  in  gleichem   Maße  seine   Verlueterwartnng  ver- 
ändert, und  zwar  vermindert.    Denn  seine  Einzahlung  ist  jetzt  £+/?*,. 
seine  Reingew innhoffnimg  daher 

die  Verhisterwartung  ebenfalls 

R{^qqE=q^E, 

weil  er  im  Falle  des  Verlustes  nur  die  ursprüngliche  Einzahlung 
nicht  aber  auch  die  Pramie  R=  qE  zurückerhält. 

Es  wäre  also  /i/  die  rechtmäßige  Prämie,  gegen  welche  »ich  der 
Spieler  auch  gegen  diesen  Verlust  sichern  könnte;  hätte  er  dies  gc- 
taUj  so  wäre  seine  Ueingewiimhoffnung  nur  mehr 

B^=p{Ä  -E-R-  i?/)  =  q^E 

und  ihr  stünde  die  gleich  große  \' erlusterwartung 

B/^qtfE^fE 
gegenüber. 

1}  Theodor  Wittitein,    Das   mathematiflche   Risiko   der  Yersichenmgs^ 
^afteo  etc,     Hannover,  1S«6. 

F.  Hm^adorff,  Das  Üisiko  bei  Zufullsspieleii,     Leipziger  Ber  49,  ISm.  { 
3)  Dieee  airtftGalidie  Anffiiääiiniie  köimte  den  Äusfuh rangen  Wittitein^  I   e. 
entnoiixmen  werdeia- 
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Auf  diese  Weise  könnte  der  Spieler  durch  eine  fortlaufende  Kette 
von  Versicherungen  sein  Risiko  beliebig  verkleinem,  und  er  würde 
sich  dabei  dem  nichtssagenden  Grenzfalle  nähern^  daß  er  die  Summe 
jL  einzahlt  und  eine  gleich  große  Summe  mit  Sicherheit  zurückerhält; 
denn  seine  Einzahlung  betrüge  an  der  Grenze 

J?  +  JJ'+J?,'+üf,'+...  =  i<:(l  +  g  +  8«  +  9»+...)  =  j-f— 1  =  ^. 

Man  hat  die  Größen  ü,  B^,  J?j,  •  •  •  oder  K,  B^,  B^\  •  •  •  auch 
als  Risiko  erster,  zweiter,  dritter,  •  •  •  Ordnung  bezeichnet. 

112.     FortBetznng.     Ansdehnung    auf    mehrere   Preise. 

Auf  eine  Reihe  einander  ausschließender  und  von  einander  unab- 
hängiger Ereignisse  F^,  F^j  •••  F^,  deren  Wahrscheinlichkeiten  jp^, 
Tt7  ' '  '  Pn  demnach  der  Bedingung 

ih+v%  +  — ^i>«=  1 

entsprechen,  seien  Preise  A^,  A^,  •••  A^  ausgesetzt;  der  für  diese 
Gewinnaussicht  von  einem  Spieler  zu  leistende  Einsatz  ist 

E==p,A,+p,A,  +  ''+PnA'  (1) 

Nach  Erlag  desselben  ist  seine  ReingewinnhoflFnung 

wenn  unter  A^^  alle  jene  Preise  verstanden  werden,  die  größer  sind  als 
der  Einsatz  E;  und  seine  Verlusterwartung  ist 

wenn  unter  Aj^  alle  jene  Preise  verstanden  werden,  die  unter  dem 
Einsatz  liegen.     Daß  beide  einander  gleich  sind,  folgt  aus 

1  1 

daher  ist  auch 

n 

R-B:=^\-^pi  A,-E  .  (2) 

1 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  das  Risiko  zweiter  Ordnung 

n 

Ii,-B^=\^prA,-E-E,  (3) 

1 

das  der  dritten  Ordnung 

n 

B^  =  B^'=\'^p,\A,-E-li-Hr,  (4) 

1 
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u.  8.  w.  Die  Summe  E  +  jB'+  R^'+  B^'  +  •  •  •  nähert  sich  mit  wach- 
sendem Zeiger  dem  größten  Preis  als  Grenze. 

Bei  demselben  Einsätze  E  kann  das  Risiko  R  sehr  verschieden 
ausMlen  je  nach  der  Verteilung  der  Preise  und  der  Wahrscheinlich- 
keiten^  sie  zu  erlangen. 

Als  Beispiel  wählen  wir  denselben  Fall;  an  welchem  schon  Teten s^) 
den  Begriff  des  Risiko  erklärt  hat. 

Auf  jede  Seite  eines  Würfels  sei  ein  Preis  von  so  viel  Francs 
ausgesetzt;  als  sie  Punkte  trägt.  Der  vom  Spieler  hierf&r  zu  be- 
zahlende Einsatz  ist 

i:  =  -J  (1  +  2  +  3  +  4  +  5  +  6)  =  a-J-  Pres., 
das  Risiko  des  Spiels  beträgt 

das  relative  Risiko  ist  -.  :  3—  =  .,,  so  daß  der  Spieler  ja  oder  21-- % 

des  Einsatzes  als  Prämie  zu  zahlen  hätte,  um  sich  gegen  den  Verlust 
des  Einsatzes  zu  sichern. 

Zahlt  er  diese  Prämie,  so  ist  seine  gesamte  Einzahlung  4--  Frcs., 

welche  nur  mehr  von  den  Preisen  5  und  6  Frcs.  übertroffen  wird; 
sein  nunmehriges  Risico  ist  nur  mehr 


^^=1(1+1!)  =  ^. '^-•' 


das  relative  Risico  ,«:4,  =-,:    er  hätte  also  —  oder  9^%  des  er- 

12  4         Ol  '  Ol  Ol   '^ 

höhten  Einsatzes  als  Prämie  zu   zahlen,  um  sich  gegen  den  Verlust 
desselben  zu  versichern. 

Hierdurch  ginge  aber  sein  Risiko,  da  die  Einzahlung  nun  4-^-  Frcs. 
beträgt,  über  in 


^  =  l(3+i|)  =  r8F-«' 


das  relative  Risiko  betrüge   -^  :  4--  =  -  ,  und  er  hätte  ^ .  oder  ö^j  ®/o 

der  Einzahlung  an  Prämie  zu  erlegen,  um  sich  gegen  den  Verlast 
jener  Einzahlung  sicher  zu  stellen  u.  s.  w. 

Das  Risiko  nimmt  also  beständig  ab,  die  zu  leistenden  Ein- 
zahlungen nähern  sich  aber  wachsend  dem  höchsten  Preise  von  6  Frcs. 
als  Grenze. 

1)  1.  c. 
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Wäre  auf  die  Wllrfelseiten  4^  5,  i^  je  ein  Preis  von  7  Frcs.,  auf 
die  aDdem  kein  Preis  auBgeeetzt   worden,  so   wäre  vom  Spieler  der* 

selbe  Einsatz  von  3     Frcs.  zu  leisten;  sein  Risiko  beta^ge  aber  jetet 

das  relative  I7  -  3^  =^  y  ^^^^  M^%  des  Einsatzes, 

H  Und  hätte  der  Untemelimer  lediglich  auf  die  Würfelseite  6  etwa 

™  den  Preis  von  21  Free,  auagesetzt,  so  wäre  bei  dem  gleichen  Einsätze 

»des  Spielers^  d.  i.  3^    Frcs.,  sein  Risiko  nunmehr 
er  hätte  somit  2—  :  3-    =       oder  83y  %  des  Einsatzes  an  Prämie  äu 

E&lilen,  um  sich  gegen  dessen  Verlust  zu  schütten. 

Es  ist  sonach  unter  den  drei  Formen  dea  Spiels  die  erste   die 
mindest^  die  dritte  die  am  meisten  gefährliche. 
B  US«    Das  Bisiko  bei  einer  großen  Anzahl  von  einanäer 

'  nnalili&nglifer,  gleichartiger  CiuzelfiJle.    Der  Unternehmer  setze 
auf  das   mit  der  Wahrscbeinlirhkeit  p  zu    erwartende  Eintreffen  des 
Ereignisses  J^  den  Preis  A  ans  nnd  hebe  dafür  von  dem  Spieler  den 
^  rechtmäßigen  Einsatz  E  =^  pA  ein.     Wie  groß  ist  sein  Risikoj  wenn 
m  er    eine    sehr    große  Anzahl  s  solcher  Vertrage ,  entweder   mit   dem- 
selben oder  mit  verschiedenen  Spielern^  abschließt ?M 

»Die  Wahrscheinlichkeit  j  daß  das  Ereignis  F  in  den  s  Fällen 
(^ji  +  f)-ttial  eintreife  und  (i>(2  — /)-mal  ausbleibe ,  ist  näh erungs weise 
ausgedrückt  durch  (vgl.  Nr.  69) 


I 


wenn  g  -=  1  —  j?  ist  Die  von  dem  Unternehmer  zu  leistende  Zahlung 
ist  dann  (sp  +  t)Äj  während  seine  Einnahme  sE  ^  spÄ  beträgt;  er 
erleidet  somit  einen  Verlust  vom  Betrage  lÄ,  Sein  Hisiko  würde  also 
erhalten^  wenn  man  die  Produkte 

1 


y^Tfspq 


^lAe^*^^ 


I)  Man  kann  sich  dea  Hergang  «twa  durch  folgende«  Schema  rerbüd- 
liöbeD:  Von  ä  Peraonen  »eh reibt  jede  uualiliruvpg  voa  den  andern  eine  der 
Ntiniinfrn  1  bi«  6  auf  einen  Zf^ttel  und  hinterlegt  dieseu^  der  Unternehmer 
würfelt  t'inmal  und  Ätthlt  jeder  Person,  deren  Nimimer  erichienen  lat,  den  Preis. 
Oder:  Jede  der  s  Personen  bezeichnet  frei  eine  Niimmer,  und  der  Unternehmer 
würfelt  far  jede  besonders;  eracheint  die  bezeichnete  Nummer,  00  zahlt  ©r 
des  Preii. 
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für  alle  ziiliiasigen  positiven  l  bildete  und  snaimierte*  Diese  Summe 
kanu  aber  (vgl,  Nn  74^  Schluß)  mit  hinreidiender  Genauigkeit  durch 
diis  über  alle  positiven  Werte  vou  l  ausgedektite  Integral  der  eben 
angeschriebenen  Funktion  ersetzt  werden,  so  daß  man  hat: 


zwecks  Ausführung  der  Integration  führe  mau  mittelst  der  SubBtitation 
—       _—  =  i  die  neue  Viiriable  i  eiii,  und  man  ßndet  ao 


K-AY^I  j'l^',ll-A\ 


Darane  folgt  das  relative  Kisiko 


R 


=  ]//    -^=0,39894T/-1. 


Hiernach  wächst  das  absolute  Risiko  K  proportional  mit  der 
Höhe  des  Preises  und  proportional  mit  der  Quadratwurzel  aus  der 
Anzahl  der  abgeschlossenen  Unternehmungen,  hängt  aber  überdies 
noch  von  dem  Größenverhältnis  der  Wahrscheinlichkeiten  ab;  es  wird 

in  letzterer  Hinsicht  am  größten  für  |i  ^  g  =  y  ' 

Das  relative  Risiko  aber  nimmt  im  Verhältnis  der  Quadratwurzel 
aus  der  Anzahl  der  Untemehmimgen  ab  und  kann  daher  durch  Ver- 
größerung dieser  Anzahl  beliebig  klein  gemacht  werden.  Darin  zeigt 
sich  der  wesentliche  unterschied  zwischen  einem  einzelnen  Glücks- 
falle und  einem  ans  einer  großen  Anzahl  gleichartiger  Falle  bestehen^ 
den  Unternehmen, 

Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel  Der  Unternehmer  setze 
auf  eine  bestimmte  Würielseite  den  Preis  von  6  Pres,  aus  und  bebe 
dafür  den  Einsatz  von  1  Frc.  ein.     Für  einen  einzelnen  Fall  beträgt 

das  absolute  Risiko  -^  Pre.   oder  83^%   ^^   Emsatzeaj   um    es   zu 

decken^  miißte  der  Unternehmer  von  dem  Partner  neben  dem  Eioaatx 

von  1  Frc,  noch  eine  Priimie  von  -^  Frc.  erhalten.    Schließt  der  Unter- 

nehmer  oOO  solcher  Fälle  ab,  so  ist  sein  absolutes  Risiko  111,94  Pres*! 
daa  relative  aber  sinkt  auf  0,039894  oder  etwas  weniger  als  4**,,  des 
gesamten  Einsatzes^  so  daß  er,  um  es  zu  decken,  von  jedem  Partner 

nur  eine  Znschlagsprämie  von  Frc*  einzuheben  brauchte. 

Es  soll  nun  noch  die  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit  erledigt 
werden,  daß  die  von  dem  Unternehmer  zu   leistende  Auszahlung  sieh 


I 
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von  dem  wahrscheinlichsten  Betrage  sjyÄ,  der  zugleich  die  Summe 
der  von  den  Partnern  gezahlten  Einlagen  darstellt,  nicht  mehr  als 
um  das  Zr-fache  Risiko  nach  auf-  oder  abwärts  entfernen  werde. 

Dem  Bernoullischen  Theorem  zufolge  kann  die  Wahrscheinlich- 
keit dafür,  daß  sich  die  Wiederholungszahl  von  F  zwischen  die  Grenzen 
sj)  —  /  und  sp  +  l  stellen  werde,  nahe  genug  durch 


-Ä/ 


Vn   _ 
'       0 

ausgedrückt  werden.  Die  Zahlung  des  Unternehmers  fällt  dann  zwischen 
die  Grenzen  spA  —  lA  und  spA  +  lA.     Soll  nun 

sein,  so  muß  für  l  die  imchste  über 

"V'fi 

liegende  ganze  Zahl  genommen  werden;  nimmt  man  für  l  diesen  letzten 
Ausdruck  selbst,  so  wird 

P.i-y.-.,„- *(-!-.),  (3) 

und  dies  ist  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit.  Ihr  halber  Betrag  drückt 
ebensowohl  die  Wahrscheinlichkeit  eines  das  t-fache  Risiko  nicht 
übersteigenden  Gewinnes  wie  die  eines  gleichgearteten  Verlustes  aus. 

Da  Y  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Verlustes  überhaupt  ist,  so  bedeutet 

P  auch  die  Wahrscheinlichkeit,  daß,  wofern  ein  Verlust  eintritt,  er 
unter  dem  i--fachen  Risiko  verbleibt. 

Mittels  der  Tafel  I  findet  man,  daß  für 

t=       1  2  3  4  5  6 

P- 0,31006     0,57498     0,76863     0,88945     0,95392     0,98332. 

114.  Das  sogenannte  mittlere  Bisiko.  Wenn  man  jede 
Differenz  zwischen  einem  Preise  A^  und  dem  Einsatz  £  des  Spielers 
als  eine  Abweichung  bezeichnet,  so  stellt  sich  Dach  den  Ausführungen 
in  Nr.  112  das  Risiko  als  der  halbe  Mittelwert  der  absoluten  Be- 
trage aller  Abweichungen;  dies  ist  der  Inhalt  der  dort  abgeleiteten 
Formel  (2): 

n 
1 
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dagegen   ist  —  bei    einem    geordneten  Unternehmen  —  der  mittlere 
Wert  der  Abweichung  selbst  gleich  Null,  d.  h. 


2lp^{A,~E)^(y, 


wie  ebenfalls  dort  gezeigt  ist. 

Man  kann  nun  daran  denken^  zur  Charakterisierung  eines  vom 
Zufall  abhängigen  Unternehmens  einen  andern  Mittelwert  der  Ab- 
weichungen zu  verwenden;  als  ein  solcher  bietet  sich  schon  aus  prak- 
tischen Erwägungen  der  folgende  dar: 


M=y^p,{A,-Ey', 


(l) 


er  hebt  den  Zeichenunterscbied  der  Abweichungen  in  einfacher  Weise 
auf  und  läßt  große  Abweichungen  stärker  hervortreten,  als  wenn  deren 
erste  Potenzen  in  Rechnung  gezogen  werden^  was  eine  strengere  Be- 
urteilung der  Verlustgefahr  erwarten  läßt.  Nach  einer  in  einem  andern 
Gebiete  der  Wahracheinlichkeitsrechnung  (s.  Nn  130)  üblichen  Nomen- 
klatur wäre  M  als  die  mittlere  Ahwmhunff  zu  bezeichnen;  es  ist  dafür 
auch  der  Name  miUJeres  Rimko  vorgeschlagen  worden*). 

Wenn  es  sich  ura  einen  einzelnen  Gliickafall  handelt,  so  leistet 
die  Größe  M  nicht  genau  dasselbe  wie  das  Eisiko;  selbstverständlich 
kommt  ihr  auch  nicht  dessen  materielle  Bedeutung  zu.  Angenommen, 
auf  das  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p  zu  erwartende  Eintreffen  von  /'" 
sei  der  Preis  A  ausgesetzt^  während  im  Falle  des  Nichteintretfens  der 
Spieler  seinen  Einsatz  E=pÄ  an  den  Unternehmer  verliert,  so  ist 
das  Eisiko 

,  .  .  ,  R^qE, 

das  mittlere  Risiko 

M  =  yp{A~Ef-\-qE^  =  ß|/|; 

unter  allen  Umständen  ist  also  My^  Ti.  Wenn  ferner  hei  zwei  Glücks- 
fällen mit  demselben  Einsatz  die  Risiken  H^  IC  in  der  Beziehung 
K  >  R"  zu  einander  stehen,  so  findet  auch  die  Relation  M'  >  M" 

TU' 

das    Verhältnis    -^^i    kann    erbeblich    verschieden    sein 


I 


fltatt.     Aber 


von 


j?" 


Anders  gestaltet  sich  die  Sachlage^  wenn  es  sich  um  eine  große 
Anzahl  gleich ai'tiger  und  von  einander  unabhängiger  Unternehmungen 

1)  S.  die  bereit»  Kitiertti  Arbeit  F,  HauHtiorffs.  Dem  Weaen  nach  kommt 
dieier  Begriif  ichoii  in  C.  Hremikeri  Schrift:  Das  Risiko  bei  Lebensvei^iche- 
mngen  (Berlin  1859)  vor. 


I 


I 
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handelt;  dann  steht ^  wie  gezeigt  werden  wird,  das  mitäere  Gesamt- 
risiko (des  Unternehmers  oder  der  Vereinigung  aller  Spieler)  zu  dem 
eigentlichen  Gesamtrisiko  in  einem  konstanten,  von  den  Wahrschein- 
lichkeiten unabhängigen  Verhältnis,  so  daß  in  einem  solchen  Falle 
die  eine  Größe  ebenso  geeignet  ist  wie  die  andere,  die  Verlustgefahr 
oder  Gewinnaussicht  des  Unternehmens  zu  kennzeichnen. 

Schließt  nämlich  der  Unternehmer  s  Verträge  von  der  oben  be- 
schriebenen Art  ab,  wobei  s  eine  sehr  große  Zahl  sein  soll,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  seine  Leistung  spA-^lA  oder  spÄ  +  lÄ 
betragen,  die  Abweichung  also,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  lÄ  sein 
werde,  näherungsweise  durch 

2        L. 


ausgedrückt  (s.  Nr.  69).  Man  erhielte  also  M^  durch  Multiplikation 
dieses  Ausdrucks  mit  QAf  und  Summierung  des  Produktes  über  alle 
zulässigen  Werte  von  l.  Statt  dessen  kann  mit  zureichender  Genauig- 
keit das  Integral 

OD  ^ 

r  f(lAye~^'P~9dl 


y^nspq 


0 


genommen  werden;  führt  man  hierin  die  neue  Variable  t  mittels  der 

Substitution 

l 


=  t 


y^äpq 

ein,  so  ergibt  sich  nach  Vollziehung  der  Integration 

M*  =  spqA^, 
woraus  dann 

M=AYspq  (2) 

folgt.    Da  nun  gemäß  der  Formel  (1)  der  vorigen  Nummer  das  durch- 
schnittliche Risiko  für  denselben  Fall 

ü 

betiUgt,  so  ist  tatsächlich  das  Verhältnis   -^   konstant  und  zwar  ist 
-^  =  0,39894  sein  Wert,  so  daß 

K  =  mY-~  =  0,39894  M  (3) 

ist. 

Das  Rechnen  mit  der  mittleren  Abweichung  bietet  den  Vorteil, 
daß  man  die  mittlere  Abweichung,  welche  aus  einer  Reihe  verschie- 
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denartiger  Unternelnmiiigeii   resultiert  ^    die  von  einander  unabhäiigij 
sind,  leicht  berechnen  kann,  sohaltl  die  den  einzelnen  Unternehmunge] 
entsprechenden    mittleren   Abwmehimgen    bestimmt   sind.     Nach    den 
einleitenden  Entwicklungen  zu  den  Teb  eh  jclieff sehen  Sätzen,  Nr.  109, 
iat    nämlich   der  Mittelwert  des  Quadrates  einer  Summe  von  Größen^ 
deren   Mittelwerte    selbst   einzebi   Null    sind,  gleich  der  Summe    d 
mittleren  Quadrate  der  einzelnen  Größen,  wie  sich   dies  aus  der  doi 
tigen  Gleichung  (6)  ergibt^  wenn  man  darin  a  =  Oy  &  =  0^  ^  =  0, 
setzt. 

Hat  demnach  jemand  mehrere  von  eijiander  unabhängige  Verträge" 
abgeselilossen»  aus  welchen  die  mittleren  Abweichungen  3f^,  JV/^,  J/^, 
hervorgehen,  so  ist  die  totale  mittlere  Abweichung  oder  das  mittle: 
Gesamtrisiko  M  durch  die  Gleichung 


M^yM,*+  M/+M^*  + 


] 


gegeben.     Über  die  wirklich   beobachtete  Totitlabweicbung  aber   laßt 
sich  nach  dem  I.  Satze  you  Tchebjcheff  das  folgende  Wahrscbeiji-^^ 
lichkeitsurteil  aufstellen:  ■ 

Ihr  Wukrschrhdkhkeit  daß  dir  aus  mekren'n  ünirnH'hmamff^i  nnf 
dm  mittleren  Ahiveichmiffeu  31^,  M^^  Jfj^  —  ■  henrngdumk  Gemtmt* ^ 
abweicfmnß  itvisclten  die  Gremeti 


J 


-«y'JlV  +  JI/3»+JtV  +  --\    und   c£)/.¥i»  + JV  + Jlfi«  + 

f(dh\  ist  grufser  ah  1  —     5- 

Besteht  jede  der  Unternehmungen  selbst  wieder  aus  einer  großen 
Anzahl  gleichartiger  Fälle,  so  können  die  M^,  M^,  M^t  —  •  nach  der 
Formel  (2)  gerechnet  werden.  Zwischen  31  und  dem  Gesamtrisiko  Ä, 
besteht  auch  dann  die  durch  (3)  ausgedrückte  Beziehung. 

Um  dies  zu  erweisen,  denken  wir  uns  zwei  Unternehmungeii 
mit  s^j  heziehuugBweise  s^  Verträgen,  mit  den  Preisen  ^4i,  A^  und 
den  WahrscbeiDlichkeiten  p^j  p^j  diese  zu  erlangen.  Die  ^\  ahrschein- 
lichkeitj  daß  sich  die  Abweichung  l^A^  -\-  l^A^  einstelle^  iit  bestimmt 
durch  das  I*rodukt 

^  S*  1  __^^ 


i 

1^ 


ys^*ipi//i 


ytTig^p^q^ 


dies  Produkt^  mit  l^A^  +  l^A^  multipliziert  und  Über  alle  Werte  v 
/j,  {^  integriert^  für  welche  l^^A^-\-l^A^  positiT  ist,  gibt  das  Risiko 
Setzt  man  zur  Abkürzung 


80  wird  hiernach 
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OD  OD  OD  C 


^1 


_K\[ 


A,^ 


«     l2Ä,«l//i,M,*  +  Ä,M, 


^' 


SÄ.'l/Ä.M.'  +  Ä.«^, 


t  Ä  \  ' 


2}/« 


+ 


ersetzt   man   h^^,  h^   wieder  durch  ihre  Werte  and   nimmt  Rücksicht 
auf  Formel  (2),  so  wird 


d.  i.  nach  (4): 


R=^VW+M^^ 


R  = 


yii 


M  =  0,39894  M, 


(3*) 


wie  behauptet  worden. 

Sind  also  die  Risiken  der  Einzeluntemehmungen^  deren  jede  aus 
einer  großen  Zahl  gleichartiger  Einzelfälle  besteht,  bekannt,  so  setzt 
sich  das  Gesamtrisiko  nach  demselben  Gesetz  zusammen,  wie  es  in 
(4)  ausgesprochen  ist,  daß  nämlich 


ii  =  }/ii,«  +  ii,^  +  JJj«  +  . . 


(5) 


ist. 

Es  mag  nun  noch  die  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit  beant- 
wortet werden,  daß  die  aus  dem  Unternehmen,  welches  durch  die 
Gleichung  (2)  gekennzeichnet  ist,  hervorgehende  Abweichung  das 
/:-fache  mittlere  Risiko  M  nicht  übersteige,  mit  andern  Worten,  daß 
die  von  dem  Unternehmer  zu  leistende  Zahlung  von  der  wahrschein- 
lichsten spA  dem  Betrage  nach  nicht  mehr  als  um  kM  abweiche. 

Nach  dem  Bernoulli sehen  Theorem  fällt  die  Wiederholungszahl 
von  F  mit  der  Wahrscheinlichkeit 


-rJ'-' 


dt 


zwischen  die  Grenzen  sp  —  l  und  sp  +  l,   die  zu  leistende  Zahlung 
also  zwischen  spA  —  lA  imd  spA  +  J.;  soll  nun 

lA^hM^hAys'fq 

sein,  so  ist  für  l  der  Wert  Tc^spq  zu  setzen;  mithin  ist 

Cxuber,  Wa^hracbeinllcbkeitarechunng.  V^ 
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k 


-^/«-.V,=  *(i)  (5) 

0 


die  verlangte  Wahrscheinlichkeit. 

Mit  Hilfe  der  Tafel  I  findet  man,  daß  die  Werte 

A:=        1  2  3  4 

P  =  0,68267     0,95449    0,99730    0,99994 
zusammengehören.     Man   hat   also  mit  der  Wahrscheinlichkeit  -qqäj 

zu  erwarten,  daß  die  Abweichung  nicht  über  33f  betragen  werde;  mit 
der  gleichen  Wahrscheinlichkeit  ist  zu  erwarten,  daß,  wenn  ein  Ver 
lust  eintritt,  er  diese  Grenze  nicht  überschreitet. 

Die  Frage,  welchen  Fond  der  Unternehmer  bereit  halten  soll,  um 
aus  ihm  eingetretene  Verluste  zu  decken,  läßt  eine  apodiktische  Beant- 
wortung nicht  zu;  absolute  Sicherheit  bestünde  nur  in  dem  Falle, 
wenn  jener  Fond  die  Höhe  des  größtmöglichen  Verlustes  hätte.  Sobald 
er  niedriger  ist,  besteht  nur  ein  gewisses  Maß  von  Wahrscheinlichkeit  I 
dafür,  daß  er  ausreichen  werde.  Mit  welchem  Maße  von  Wahrschein- 
lichkeit man  sich  begnügen  soll,  kann  aber  niemals  Gegenstand  einer 
K<?chnung  sein,  hängt  vielmehr  von  dem  subjektiven  Ermessen  at>- 
Durch  Witt  st  eins  Darstellung  vom  mathematischen  Risiko  zielet 
sich  der  Gedanke,  als  ob  dieses  das  einzig  richtige  Maß  des  Sich^^^ 
heitsfonds  wäre  und  als  ob  es  zur  Deckung  aller  Verluste  ausreicht:>^ 
Aus  der  Zusammenstellung  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  gefe^ 
indessen  hervor,  daß,  wenn  ein  Verlust  eintritt,  er  nur  mit  der  Wah:^ 

31 
scheinlichkeit  ^    unter  dem  Risiko  verbleibt  und  daß  man  den  Fon 

auf   das    doppelte   Risiko    erhöhen    müßte,    um    mit  der  Wahrschein^ 

lichkeit  erwarten    zu   dürfen,    er  werde  ausreichen.     Um  abe^ 

solche  Wahrscheinlichkeitsschlüsse  über  die  Höhe  des  Fonds  oder  der^ 
einzuhebenden  Zuschlagsprämie    machen   zu  können,    kann  man  sich 
ebenso    gut    auf  das    mittlere   Risiko    stützen    und    die  obenstehende 
Ziffemreihe  benützen ' ). 

115.   Beispiel  LIV.     Ein    UnUrnchmer   habe  folgende  Verträffc 
ah(/eschlos}>cn : 

800  Vei*tr.  auf  den  Preis  von  2(XK)  Frcs.,  zahlbar  mit  der  Wahrsch.  -  ^  , 
gegen  den  Einsatz  von  40  Frcs., 

2(X)  Vertr.  auf  den  Preis  v<m  3000  Frcs.,  zalilbar  mit  der  Wahrsch.  ^, 
gegen  den  Einsatz  von  30  Frcs., 

1)  Vgl.  hierzu  Hausdorff,  1.  c,  p.  ölötl'. 
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40O  Vertr.  auf  den  Preis  von  4000  Frcs.,  zahlbar  mit  der  Wahrsch.  ^^ , 
gegen  den  Einsatz  von  20  Frcs., 

60O  Vertr.  auf  den  Preis  von  5000  Frcs.,  zahlbar  mit  der  Wahrsck  3^-, 
gegen  den  Einsatz  von  10  Frcs. 

Es     ist  sein  mittleres  und  sein  durchschnittliches  Risiko  zu  bestimmen. 

Gemäß  der  Formel  (2)  der  vorigen  Nummer  sind  die  Quadrate 
dfti-   mittleren  Risiken  in  den  vier  Ghnppen: 

4000000  .  300  .  -V  •  ^  =  23520000 

9  000  000 .  200  .  jj^  ~  =  1 7  820  000 

16000000  •  400  .  gj^  ~  =  31 840000 

25000000  •  600  •  J[ii  •  ^  =  29  940000 


103120000; 


'^i^raus  bereclmet  sich  nach  der  Formel  (4)  das  mittlere  Gesamtrisiko 

M  =  ]/IÖ3 120000  =  10155  Frcs. 

'^^^d  daraus  nach  Formel  (3*)  das  durchschnittliche  Gesamtrisiko 

R  =  0,39894  .  10155  =  4051  Frcs. 

Da  nun  die  gesamte  Einnahme  des  Unternehmers 

300  .  40  +  200  .  30  +  400  .  20  +  600  .  10  =  32000  Frcs. 

^^trägt,  so  macht  das  mittlere  Risiko  beiläufig  31  -,  das  durchschnitt- 
liche  12-  7o  ^^^  Einnahme  aus.    Wollte  also  der  Unternehmer  einen 

^em  mittleren  Risiko  gleichkommenden  Sicherheitsfond  gründen,  — 
Und  er  hätte  dann  die  Wahrscheinlichkeit  0,68267,  daß  er  damit  aus- 
reichen werde  —  so  müßte  er  bei  gleichmäßiger  Aufteilung  auf  die 

Teilnehmer  deren  Einsätze  um  je  31-j-7o  erhöhen. 

Bei  zehnfacher  Anzahl  der  Verträge  in  jeder  Gruppe  würde  das 
mittlere  (und  das  durchschnittliche)  Risiko  nur  )/lO-mal,  die  Ein- 
zahlung aber  10-mal  größer;  der  Prozentsatz  verminderte  sich  dadurch 
im  Verhältnisse  )/lO :  10  und  betrüge  bezüglich  des  mittleren  Risiko 
nur  noch  9,6,  bezüglich  des  durchschnittlichen  3,9  7o- 
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§  3.    Die  moralische  Erwartung. 

116.  Die  Hypothese  70tL  Baniei  BemoulU.    Die  Beiirteiloiig 
Tom   Zufall   iibliän^iger  Unternehmimgeii   auf  Grundlage   des  Prius&ips 
der  uiathematiaeheu  Erwartung  richtet  sich  lediglich  nach  deii  aiöj^- 
liehen  Gewinnsuiiimen  und  Verlusteb   tmd  nach  den  Wahrscheinücli- 
keiteUj  rait  welchen  sie  zu  erwarten  suid,  und  sieht  von  den  pers**ii- 
liehen  VerhilltnisHeü    der  Beteiligten   völlig  ab;    sie   verdient  desLi»^ 
die  Bezeicbnung  einer  objektiveD  Beurteilung.  ■ 

In  der  Wirkliehkeit  jedoeh  hält  jede  Person  die  fTewinna«ssich.t^n 
und  Verlust  er  Wartungen  ihren  Verhältnissen  gegenüberj  und  ^^  i^ 
ujannigfach  diese  auch  sein  mÖ^en^  die  Vermögenslage  der  Person 
wird  dabei  immer  eine  Rolle  spielen. 

Daniel  Bernoulli^)  war  der  erste,  welcher  auf  den  ünterselii ^ 
zwisehen  dem  physischen  Weiie  einer  Geldaumme  und  dem  mit  H^t^ 
verbundenen  Vorteile,  deni  durch  sie  geschafleiien  Nutzen^  den  er  iu 
Geld  uin^gedrückt  als  den  rehitiveu  oder  mondiscben  Wert  d^  *" 
physischen  gegenüherstelltej  und  auf  den  Einfluß  aufmerksam  wurii**? 
den  das  Vermögen  der  Person  auf  die  Bildung  die.ses  Wertes  ausüf" 
Er  stellte  hierüber  die  folgende  Hypothese  auf: 

Der  mis  eiftem  bhiwbitf  Idemen  Vermikfetismmivk^  resaUmrttr- 
Varfril,  oder  stiu  momltsehif  Wert,  tst  dem  Zuww-hs  srlhsf  direkt,  tkm 
vorhamleneti  Vermögen  umgeMirt  proporimmil, 

ErfäbH  also  das  momeutane  Vermögen  x  einer  Person  den  ?At 
wachs  dxj  so  ist  der  moiralisübe  Wert  dieser  Änderung 

wobei  h    eine    von    den   sonstigen   Umständen   der  Person   abbangtL 
Konstante  bedeutet.    Hat  sicli  das  Verin(>gen  von  dem  Anfangswerte  c 
durch  derlei  kleine  Änderungen  in  den  Endbetrag  x  umgewandelt,  si 
ist  der  moralische  Wert  dieser  endlieben  Anderimg 


Bernonlli  hat  über  die  Benrteilung  des  Vermögens  einer  Persoi^ 
solche  Bestimmungen  aufgestellt^  welche  die  Fälle  ot  =  0  und  a<iO\ 
ausschließen.     So   erblickt  er  Vermögen  auch   in  der  Fähigkeit  eines 
nichts  oder  gar  nur   Schulden  besitzenden  Menschen,  seine  Esistem 


1)  Specimen  Theoriae  Novae  de  Mensura  Sortis,  Comm.  At%  Petropoi  Y, 
1738.  Deatacb  mit  Noten  von  A.  Priugslicim  und  einer  Kinleitimg  vou 
L.  Pick.    Leipaig,  1090. 
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H    durch  Arbeit  oder  selbst  dureli  Betteln  zu  erhalten;  denn  ein  solcher 
H    wflnle    auch    gegen    eine    gewisse   Gehlsumnie^    g^g^n    Bezahlung   der 

■  Schulden  und  ein  dorüber  himiusgeheiides  Geschenk  imf  die  Ausübung 
f    jener  Tätigkeit  nicht  verzichten  wollen. 

I  Die  Formel  (2)  gibt  ff  positiv  oder  negativ,  jenachdem  ein  Ver- 

mögen izu  wachs  (w  >  n)  oder  eine  V^erinögen  sab  nähme  (x  <  a)  statt- 
gefunden bat.  ^ 

Zu  der  llypotbes^e  selbst  ist  zu  bemerken,  daß  ihr  erster  Teil, 
w^onaeh  der  Vorteil  dem  Zuwachs  selbst, proportional  ist,  wohl  nicht 
angiefocliten  werden  kann;  auch  daß  der  Vorteil  mit  der  Größe  des 
bereits  vorhandenen  Vermögens  abnehme,  dürfte  in  den  meisten  Fällen 
antreffen;  daß  er  aber  dieser  Größe  geradezu  umgekehrt  proportional 
k  »ei,  ist  ohne  Zweifel  eine  wiUktirliche  Festsetzung,  für  deren  Zulassjg- 
I  Iteit  nur  die  Übereinstimmung  ins  Feld  geführt  werden  kann,  welche 

■  zwischen  den  aus  der  Hypothese  abgeleiteten  Resultaten  und  den  Ein- 
^gpbungen  des  gemeinen  Verstandes  besteht. 

^P^       Wamm  er  annimmt,  daß  das  Vermögen  einer  Person  immer  nur 

■  durch   snccessives  Hinzutreten  unendlich  kleiner  Elemente  stetig  sich 
i      ^^rmehre,   erklärt  BernnuUi    mit  der  Rücksichtnahme  anf  leichteres 

Verständnis.     Die  Wirktmg  dieser  Annahme   liegt  aber  hauptsächlich 

■  An    (Jej-  Vereinfaclmng  der  Rechnungen. 

I  117.  Die  moralischd  Brwartung.     Bezüglich  der  Beurteilung 

®*3aes  vom  Zufiill  abhängigen  Unterm^hmeus  anf  Grund  seiner  Hypo- 
^l*ese  stellt  Bernoulli  die  Regel  auf,  daß  mau  aus  den  relativen  oder 
^Moralischen  Werten  der  einzelnen  in  Aussicht  stehenden  Gewinne  imd 
^  grinste  naittels  der  ihnen  zukommenden  Wahrs«!heinlichkeiten  den 
Mittelwert  zu  bilden  und  ^fodann  die  diesem  Mittelwert  entsprechende 

»-'Vjiderung  des  ursprünglichen  Vcnnögens  zu  bestimmen  habe;  diese 
^^i  ein  Wertmaß  für  das  betreuende  Unternehmen  in  Ansehung  der 
'^fitraf^hteten  Person,  Diese  Große  ist  es^  welche  später,  von 
^^aplace*),  als  rnfmilische  Hoffnung  oder  Erwartung  bezeichnet 
"forden  isi 

IDie  Durchführung  des  entwickelten  Gedankens  stellt  sich  wie 
^^olgt  dar. 
Einer  Person^  deren  Vermögen  den  Wert  a  hat,  stehen  die  Ver- 
mögensändemngen  a^  fJ,  y^  -  *  mit  den  bezüglichen  Wahrscheinlich- 
keiten jh  (/,  r,  '  *  '  bevor;  Gewimie  werden  positiv,  Verluste  negativ 
in  Rechnung  gebracht;  mit  der  Festsetzung,  daß  /^  +  g  +  i*  +  » •  ■  ^  1 

■  sein  soll,  wird  ausgesagt,  daß  von  den  Änderungen  nur  eine  wirklich 

■  eintreten  kann  und  auch  eintreten  muß. 

I  Die  relativen  Werte  jener  Äjiderungen  sind 


H^ 


a  -\-& 


kl  ■  - 


n  +  ß 


hl. 


tt  +  y 


1)  Theorie  analyt,  d.  prob.,  p.  483. 
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der  Mittelwert  dieser  Betrage  ist 

•^  a          '*'            a                        a 
d.  i. 


kl 


ist  h  die  Vemiögensänderung,  die  eine  diesem  Mittelwerte  gleiche 
relative  Bedeutung  besitzt,  so  besteht  die  Gleichung: 

kl  ."^^'-^kl'  (^  +  «/(«  +  ^'^(«  +  yr  +  '-- 

a  a  ^ 

aus  welcher  sich  die  moralische  Erwartung 

Ä  =  (a  +  ay  {a  +  ßy{a  +  yy  + a  (3) 

ergibt. 

Sind  die  Beträge  a,  /3,  y,  •  •  •  sehr  klein  im  Vergleich  zu  a,  und 
beschränkt  man  sich  bei  der  Entwicklung  von 

auf  die  ersten  Potenzen  der  sehr  kleinen  echten  Brüche  —  ,  — ,  — ,  •  •  •, 
.    ,  a'    a^    a^        ^ 

so  wird 

a        ^    a        ^  a  a 

und 

d.  h.  je  größer  das  Vermögen  der  Person  im  Vergleich  zu  den  er- 
warteten Gewinnsummen  und  Verlusten  ist,  um  so  näher  kommt  die 
moralische  Hoffnung  der  mathematischen. 

118.  Folgerungen  aus  dem  BegrüT  der  moralischen  Er- 
wartung. 

1.  Auch  ein  nach  den  Kegeln  der  mathematischen  Hofi&iung  ge- 
regeltes Unternehmen  ist  für  jeden  der  Beteiligten  von  moralischem 
Nachteil. 

Betragen  in  einem  Glückspiele  oder  einer  Wette  die  Einsätze  der 
Partner  a,  /3,  sind  ^>,  </  =  1  —  7;  für  sie  die  Wahrscheinlichkeiten  zu 
gewinnen,  und  ist  a  das  Vermögen  des  ersten  Partners,  so  ist  seine 
moralische  Hoffnung 

h  =  (r/.  +  ß)p  (a  —  af  -  a, 
Ist  nun  das  Spiel  mathematisch  geregelt,  also  pß  =  qa,  so  kann  p 

a  ß 

durch  — i— B »   Q  durch  -  '  -^  ersetzt  und  deshalb 

1 

h  =  [(a  +  ßY  (a  -  a).^"+r^  -  a 
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geschrieben  werden.     Nun  ist  aber  das  geometrische  Mittel  einer  An- 
zahl von  Größen  kleiner  als  das  arithmetische^);  folglich 

[(„  +  ßY  („  _  „>^«>7  <  ^+^+|(^^  =  „, 

daher 

A<0. 

2.  Ein  Kaufmann,  dessen  Vermögen  a  ist,  realisiert  eine  Summe  a, 
i^renn  ein  Warenschiff  glücklich  einläuft,  was  mit  der  Wahrscheinlich- 
keit p  zu  erwarten  sein  möge.  Seine  Verlusterwartung  ist  (1  —  p)  a, 
und  gegen  eine  ihr  gleiche  Prämie  möge  er  sich  bei  einer  Anstalt 
gegen  den  Verlust  versichern.  Daß  diese  Versicherung  für  ihn  von 
Vorteil  ist,  zeigt  folgende  Überlegung. 

Schließt  er  sie  ab,  so  ist  der  Vermögenszuwachs 

a  —  {1  —p)a  ^  pa 
sicher,  imd  dieser  hat  für  ihn  den  moralischen  Wert 

a       ' 

schließt  er  die  Versichenmg  nicht  ab,  so  hat  er  den  Vermögens 
Zuwachs  a  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p  zu  erwarten,  und  der  mora- 
lische Wert  hiervon  ist 

nun  ist  aber 

a  -\-  pcc        /a-\-a\P 


1)  Man  denke  sich  eine  Zahl  S  in  n  Teile  x,  y,  z,     -  -  geteilt  und  bilde 

deren  Produkt  a;yj  ••  •;    sobald   in  diesem  zwei   Faktoren  ungleich  sind,    etwa 

X,  y^    kann  man  es  dadurch  vergrößern,    daß  man  diese  ungleichen  Faktoren 

X    I   1/  /x   i   t/\ 

jeden    durch   ihr  arithmetisches  Mittel      ^      ersetzt,    weil  (— ^-^)  >  ^y  ist; 

man  kann  so  mit  der  Vergrößerung  des  Produktes  fortfahren,  so  lange  zwei  un- 
gleiche Faktoren  darin  vorkommen;  den  größten  Wert  nimmt  daher  das  Produkt 

/p      [      .jy      I       9      I       ,    ,    , 

an,  wenn  alle  Faktoren  gleich  und  =  -T^T'l    _   werden;  somit  ist 


xyz       <:(^ 
und  daraus 


'^  +  y  +  2  +  - 


ixyz.-r<^^^^'~-  (4) 

Im    obigen    Falle    besteht    das    Produkt    aus    a    Faktoren   a-^-  ß   und    ß   Fak- 
toren a  —  a. 
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weiP) 

a+pa>(a+  aya^-P 

ist;  die  Versicherung  ist  also  tatsächlich  von  Vorteil. 

Sie  bleibt  es  auch  dann  noch,  wenn  zu  der  Versicherungsprämie 
{1  —  p)a  ein  Zuschlag  0  kommt,  so  lange  dieser  eine  gewisse  Grrenze 
nicht  überschreitet.     Diese  Grenze  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 


a-\-  pct  —  z 


(^)'. 


welche  erfüllt  sein  muß,  damit  die  nunmehr  geltenden  relativen  Werte 

^^o  +  po-j     ^^^  a  +  a 

a  ^  a 

einander  gleich  seien;  sie  gibt 

0  ^  a  +  pa  —  (a  +  a)P  a^-P. 

Hätte  z.  B.  ein  Kaufmann,  dessen  Vermögen  a  =  5043  Frcs.  be- 
trägt, eine  Schiflfsladung  im  Werte  «  =  10000  Frcs.  unterwegs,  und 
betrüge  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  welcher  SchiflFe  der  betreffenden 

19 

Linie  glücklich  einlaufen,  — ,  so  wäre  die  mathematische  Versiche- 
rungsprämie T^  •  10000  ==  500  Frcs.;  ohne  daß  die  Versicherung  mo- 
ralisch nachteilig  wird,  verträgt  diese  Prämie  einen  Zuschli^  bis 
zur  Höhe 

19  -  " 

js  =  5043  +  i-^  .  10000  -  15043««  •  5043««, 

d.i. 

js  =  300  Frcs.  oder  607o  der  Prämie«). 

3.  Es  ist  moralisch  vorteilhafter,  eine  gefährdete  Summe  auf 
mehrere  gleichartige  Gefahren  zu  verteilen,  statt  sie  ungeteilt  einer 
solchen  Gefahr  auszusetzen^). 

Wir  begnügen  uns,  dies  für  die  gleichmäßige  Aufteilung  auf  zwei 
Gefahren  nachzuweisen. 


1)  Macht  man  in  (4)  m  Faktoren  gleich  a  +  a ,  n  —  m  Faktoren  gleich  a 
\md  richtet  die  Zahlen  wi,  n  so  ein ,  daß       ==  p  wird ,  so  ergibt  sich 


n 

1 


[(a  +  cc)'"  a"  " '"]  "  <  ^*'  (^  +  ^)  +  0^  ~J!^ 
d.h. 

(a  +  a)P  a^~P  <C(i-\-pcc. 

2)  Vgl.  §  15  des  Specimen. 

3)  Crofton  (Encycl.  Brit.  XIX,  1885,  Art.  25)  bemerkt,  die  Sentenz  „es  ist 
nicht  gut,  alle  Eier  in  ein  Nest  zu  legen^^  sei  eine  sprichwörtliche  Anerkennung 
dieses  Prinzips. 
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Erwartet  ein  Kaufmann^  dessen  Vermögen  a  ist,  ein  Gut  von  dem 
Werte  a  mit  einem  Schiff,  dessen  glückliches  Eintreffen  mit  der 
Wahrscheinlichkeit  2^  zu  erhoffen  ist,  so  ist  der  moralische  Wert 
dieser  Erwartung  proportional 

l '  (a  +  a)Pa'i] 

hätte  er  die  Ladung  auf  zwei  Schiffe  dieser  Art  zu  gleichen  Teilen 
Terteilt,  so  hätte  er  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p^  das  Eintreffen  des 
ganzen  GKites,  mit  der  Wahrscheinlichkeit  2pq  das  Eintreffen  der 
Hälfte  und  mit  der  Wahrscheinlichkeit  q^  den  Verlust  des  Ganzen  zu 
erwarten;  der  moralische  Wert  dieser  Erwartung  ist  proportional  dem 

Nun  ist  tatsächlich 

(a  +  a)P'  (a  +  ^'^'a'/'  >  (a  +  «)''a^; 

denn  aus  diesem  Ansätze  folgt 

oder 

(a+a)-'P^{a  +  ^y'\-P'^>l 
oder 

und  dies  ist  richtig,  weil  wegen 

(a  +  y)  >  {a  +  a)  a 
auch 

ist^. 

119.  Das  PeterBburger  Problem.  Daniel  Bernoulli  wurde 
zur  Aufstellung  der  Lehre  von  der  moralischen  Hoffnung  durch  eine 
spezielle  Aufgabe  geführt,  die  ihm  sein  Oheim  Nicolaus  Bernoulli 
vorlegte,  nachdem  er  sie  früher  schon  (1713)  Montmort^j  gestellt 
hatte.    Es  ist  dies  das  Petersburger  Probletrij  so  genannt  wegen  seiner 


1)  Laplace,  Thdor.  analyt.  d.  prob.,  p.  435 tf.,  hat  den  Nachweis  für  eine 
beliebi]ge  Anzahl  gleicher  Teile  gegeben. 

2)  Essai  danalyse  sur  les  jeux  de  hazard  (1714),  p.  402. 
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Veröffentlichung  in  den  Akten  der  Petersburger  Akademie^  das  wie 
folgt  lautet:  „Peter  wirft  eine  Münze  so  lange^  bis  sie  Wappen  zeigt: 
geschieht  dies  beim  ersten  Wurfe,  so  hat  er  Paul  1  Dukaten  zu 
geben;  wenn  erst  beim  zweiten  Wurfe,  2  Dukaten;  wenn  erst  beim 
dritten  Wurfe,  4  Dukaten,  und  so  bei  jedem  späteren  Wurfe  doppelt 
so  viel,  als  wenn  es  im  vorangehenden  geschehen  wäre.  Wie  groß 
ist  die  mathematische  Erwartung  Pauls?" 

Die  Rechnung  gibt,  da  die  Wahrscheinlichkeit  der  bezeichneten 

Fälle  — ,       ,    g ,  •  •  •  ist,  für  die  Erwartung  Pauls 

wenn,  wie  es  dem  Wortlaute  der  Aufgabe  entspricht,  das  Spiel  iin- 
begreuzt  fortsetzbar  gedacht  wird,  einen  imendlichen  Wert,  fordert 
daher  auch  einen  unendlich  großen  Einsatz  von  Paul,  und  dies  steht, 
wenn  es  überhaupt  einen  vernünftigen  Sinn  hat,  mit  der  Erkenntnis 
im  Widerspruche,  daß  niemand  auf  die  Qewinnaussicht,  welche  das 
Spiel  eröffnet,  einen  nur  einigermaßen  erheblichen  Einsatz  leisten 
möchte. 

D.  Bernoulli  suchte  nun  diesen  Widerspruch  durch  die  An- 
wendung des  Begriffes  der  moralischen  Hoffnung  zu  lösen,  indem  er 
zeigte,  daß  diese  bei  einem  noch  so  großen  Vermögen  Pauls  einen 
endlichen  Wert  besitzt  und  daher  nur  einen  beschränkten  Einsatz  als 
vernünftig  erscheinen  läßt. 

Die  moralische  Hoffnung  Pauls,  wemi  sein  Vennögen  a  ist,  drückt 
sich  nämlich  aus  durch 

1                1                1 
h  =  (a  +  1)2  (a  +  '2y{a  +  4)» a, 

und  dieser  Wert  ist  endlich,  weil  das  unendliche  Produkt 

1 
für  jeden  Wert  von  ((  konvergiert.     Zimächst  gilt  dies  von 

P({))^Yl'2  '"  y 

1 

weil 


wenn  man  bemerkt,  daß  die  Reihe  die  Entwicklung  von  (l  —  —1 
vorstellt.     Da  weiter 


1\-» 
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P(a) 
P(0) 


1      ^  ^  1 

}     L    1. 


ist,    so    hat   man   P(a)<  2(1 +  a),    wodurch    die    Konvergenz    be- 
wiesen ist^). 

Bezeichnet  man  mit  x  die  Grenze,  bis  zu  welcher  Paul  mit  seinem 
Einsatz  gehen  darf,  ohne  einen  moralischen  Nachteil  zu  haben,  so 
bestimmt  sich  x  aus  der  Gleichung 

j^                      1                      1 
(a-x  +  iy{a-x  +  2)"*"  (a-x  +  4)« a  =  0; 

setzt  man  a  —  x  =  a,  so  wird 

x^(a  +  iy{a'  +  2y(a  +4)« a  ; 

da  aber  bei  einigermaßen  großem  a   das  Verhältnis  von  x  zu  a  klein 
ausfällt,  a   also  wenig  verschieden  ist  von  a,  so  ist  genau  genug 

1               1               1 
x=^{a+  iy(a  +  2y(a  +  4y a 

oder  für  die  Rechnimg  zweckmäßiger 

:=('+i)'(>+ir('+-:)' >■ 

Man  findet  beispielsweise,  wenn  a  =  KK),  für  x  den  Wert  4,36 
(es  genügen  die  15  ersten  Faktoren),  und  wenn  a  =  100(),  o:  ==  6. 

Es  entsteht  aber  die  Frage,  ob  es  erst  der  Theorie  der  moralischen 
Hoffnung  bedurfte,  um  das  Paradoxe  an  der  Lösung  zu  beheben.  Diese 
Frage  ist  zu  verneinen.  Der  Grund  des  sinnlosen  Resultates:  ein  un- 
endlich großer  Einsatz  —  liegt  schon  in  der  Stellung  der  Aufgabe, 
welche  ein  Spiel  betrifft,  das  möglicherweise  niemals  endet  und  mög- 
licherweise von  Peter  die  Auszahlung  einer  Gewinnsumme  fordert,  die 
größer  als  jeder  noch  so  große  Betrag,  die  in  der  Sprache  der  Ana- 
lysis  unendlich  ist;  das  aber  sind  bloße  Worte  ohne  realen  Sinn.  Die 
Aufgabe  enthält  also  von  Hause  aus  eine  Bestimmung,  die  in  ihren 
Konsequenzen  zu  Ungereimtheiten  führt. 

Soll  das  Spiel  einen  vernünftigen  Sinn  haben,  so  muß  es  auf 
eine  Maximalzahl  von  Würfen  beschränkt  werden,  imd  diese  Be- 
schränkung muß  vernünftigerweise  so  getroffen  werden,  daß  Peter 
imstande    sei,    alle   Gewinnsummen,    die    sich    ergeben   können,    auch 

1)  Pringsheim  1.  c,  Note  12. 
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wirklich   auszuzahkn.      Dann   aber   verliert  sich   alles   Auffällige   und 
ergeben  sich  Eijisüt35c%  gegen  die  nichts  einzuwenden  ist. 

Ist  n  die  Maxirnalzahl  der  Wiirte^  so  ist  2"  '  *  der  Gewinn,  wenn 
Wajipen  erst  im  letzten  Wurfe  fallen  sollte;  geschähe  es  auch  da 
nicht,  so  hnite  Peter  im  Sinne  der  Spielregeln  Paul  den  Betrag  2* 
zu  geben  als  den  kleinsten  Gewinn,  den  dieser  erlangen  müßte;  folg- 
lich wäre  Pauls  Einsatz 


+  1. 


Angenommen,  Peter  besäße  1  Million  Dukaten,  so  wäre  der  höchste 
Gewinn,  den  er  auszahlen  kitun,  ü24(X>H  ^  2*^,  und  es  hätte  keinen 
SinDj  mehr  als  20  Würfe  zu  vereinbaren;   Pauls  Einsatz  aber  bemißt 

sieh  dann  mit  10-^  Dukaten^).  ^M 

ISO.  Üljer  die  Bedeutung  der  Bemoullischen  Hypottiese. 

Die  LfOire  vuu  der  moralischen  Hoöuung  ist  gewiß  nicht  geeignet^ 
UntemehuHinj/en,  die  auf  zufälligen  Ereignissen  aufgebaut  sind,  zu 
regeln;  dazu  gibt  das  Prinzip  der  mathematiachen  Hofiiiung  die  allein 
richtige  Grundlage.  Wenn  es  sieh  aber  darum  handelt,  verschiede ne 
TTnternehmnngen  in  ihren  Wirkungen  auf  die  Yennogenslage  ehtrr 
Person  zu  vergleichen j^  kann  von  ihr  Gebrauch  gemacht  werden,  und 
da  führt  sie,  wie  gezeigt  worden,  zu  Hesultaten^  welche  mit  den  Ein- 
gebungen des  gemeinen  Verstandes  kannonieren;  wäre  ihre  Leistung 
keine  andere,  als  das  niathematisch  zu  begründen^  was  die  gesunde 
Überlegung  an  die  Hand  gibt,  so  hätte  sie  schon  einen  iinbestreit-  _ 
baren  Wert,  | 

Aber  die  Bedeutiuig  der  Theorie,  insbesondere  der  ihr  zu  gründe 
liegenden  Hypothese,  reicht  weiter.  Diese  Hypothese  ist  zur  Ginind- 
läge  der  modernen  llWilehre  geworden^). 

Die  ältere  Wertlehre  betrachtete  den  Wert  eines  Gutes  als  eine 
ihm  innewohnende  Eigenschaft.  Diese  Auöassung  stammte  dalier, 
daß  man  sieh  bloß  an  den  Tauschwert  hielt  und  annaliuij  Güter, 
welche  gegen  einander  veHauscht  werden^  müßten  gleichwertig  seion, 
eine  irrige  Anschauung,  da  ja  bei  wirklicher  Gleichwertigkeit  kein 
Anlaß  zum  Tausche  vorhanden  wäre* 

Die  moderne  Wertlehre,  fast  gleichzeitig  begründet  durch  Jevons. 
M enger  und  Walras,  betrachtet  den  Wert  eines  Gutes  als  eine  Be- 
ziehung zwischen  einem  einzelnen  wirtschaftenden  Subjekt  und  dem 
Gute;  nach  dieser  Auffassung  läßt  sieh  der  Wertbegriff  von  der  Vor- 
stellung   einer    bestimmten    Menge   des    Gutes   nicht   loslösen.      Aus 


I 


1}  Vgl.  Priogsbeim  L  c.^  Note  lf>.  —  Weitere»  tur  Geichichte  des 
burger  Problems  *,  d.  Verfs  Abhandl.  in  Grunertt  Arch.  77  (1881). 
2)  B.  Ficks  Einleitung  %wt  deutschen  Auegmbe  des  Bpecimen* 
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diesem  Zusammenhange  geht  aber  der  für  diese  Theorie  grundlegende 
Begriff  des  Grenznutzens  hervor.  Hierunter  wird  jener  Nutzen  ver- 
standen, den  der  letzte  zur  Verfügung  stehende  Teil  des  Vorrates  an 
einem  Gute  für  ein  bestimmtes  wirtschaftendes  Subjekt  hat,  und  nach 
ihm  bemißt  sich  der  Wert  einer  Mengeneinheit  des  Gutes  für  das  be- 
treffende Subjekt. 

Der  Grundgedanke  der  neuen  Auffassung,  wonach  der  Wert  einer 
neu  hinzutretenden  Einheit  eines  Gutes  als  eine  abnehmende  Funktion 
der  Anzahl  der  bereits  im  Besitze  befindlichen  Einheiten  sich  dar- 
stellt, ist  in  der  Bernoullischen  Hypothese  enthalten  und  hier  zum 
ersten  Male  ausgesprochen  worden;  Bernoulli  ging  noch  weiter, 
indem  er  über  die  Natur  dieser  Funktion  eine  bestimmte  Annahme 
machte,  die  sich  vielfach  als  zutreffend  erwiesen  hat.  Hermann^) 
war  wohl  der  erste  Nationalökonom,  der  auf  diese  Bedeutung  der 
Hypothese  hingewiesen  hat. 

Sie  ist  indessen  auch  auf  andere  Gebiete  übertragen  worden,  so 
Ton  Fechner*)  auf  das  Gebiet  der  Psychophysik,  auf  die  Lehre  von 
den  Reizen  und  den  durch  sie  hervorgerufenen  Empfindungen;  Fried r. 
Alb.  Lange')  hat  ihre  Anwendbarkeit  auf  die  Behandlung  sozialer 
und  politischer  Probleme  gezeigt. 

1)  Staatswirtschaftliche  Untersuchungen.     München  1832,  p.  73. 

2)  Elemente  der  Psychophysik.     Leipzig  1860,  I,  p.  230;  II,  p.  10. 

3)  Die  Arbeiterfrage.     Winterthur  1876,  p.  113. 


Zweiter  Teil. 

Ausgleichungsrechnung. 

I.  Abschnitt.    Theorie  der  Beobaehtungsfehler. 

§  1.    Das  Fehlergesetz. 

121.  Ziel  der  Ausgleichungsrechnung.  Wenn  zur  Bestimniiia];^' 
einer  oder  mehrerer  unbekannter  Größen  Messungen  in  der  gerade  not- 
wendigen Anzahl  ausgeführt  werden,  so  bieten  die  Ergebnisse  kein 
Mittel  dar,  um  zu  beurteilen,  wie  weit  die  aus  ihnen  abgeleiteten 
Werte  der  Unbekannten  von  den  Beobachtungsfehlem  beeinflußt  sein 
können. 

Sobald  die  Menge  der  ausgeführten  Messungen  das  Maß  des  Not- 
wendigen überschreitet,  machen  sich  zwischen  ihrem  Ergebnisse  Wider- 
sprmhe  bemerkbar,  die  ihren  Gnmd  in  den  Beobachtungsfehlem  haben. 
Will  man  alle  Beobachtungen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  heran- 
ziehen, so  stellt  sich  ein  eigenartiges  Problem  ein:  Die  Ergebnisse  der 
Messungen  so  zu  kombinieren,  daß  die  Bestimmung  der  Unbekannten 
eindeutig  werde;  dies  erfordert,  damit  die  Widersprüche  zu  bestehen 
aufhören,  Abänderungen  an  den  Beobachtungsresultaten  oder,  wie  man 
dies  zu  bezeichnen  pflegt,  eine  AuHffhichnmj  der  Beöbachiangen. 

Zur  Erläuterung  mögen  die  folgenden  Beispiele  dienen. 

Sind  zur  Bestimmung  einer  physischen  Größe  mehrere  unmittel- 
bare oder  (lirelde  Messungen  gemacht  worden,  so  äußert  sich  der 
Widerspruch  in  der  Ungleichheit  der  einzelnen  Ergebnisse.  Hat  man 
diese  Ergebnisse  zur  Gewinnung  eines  Wertes  jener  Größe  irgendwie 
kombiniert,  so  erfordert  die  Aufhebung  der  Widersprüche,  daß  man 
an  jedem  Messungsresultate  eine  Korrektur  anbringe,  welche  es  dem 
aus  der  Kombination  gewonnenen  Werte  der  Unbekannten  gleich 
macht. 

Sind,  um  einen  andern  Fall  zu  betrachten,  zwischen  n  von  einem 
Punkte  ausgehenden  horizontalen  Riclitungeu  mehr  als  n  —  1  Winkel 
gemessen   worden,  so  werden  sich  einzelne  der  Winkel  aus  den  ge- 
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aiesseneii  Winkeln  auf  Terachiedene  Weise  ableiten  lassen,  und  in  der 
I    ^ichtöbereiüstiiiinitiiig  der  Eesultate  äußern  sieh  die  Widersprüche, 
fl^ieder  wird   es   sich   darum   handeln^  alle  Messungen   zu  einer  ein- 
deutigen Bestimm UBg  der  gegenseitigen  Lage  der  //  Htmhien  zu  kom- 
biöiereHy  und  dies  wieder  wird  mit  einer  Än§gleichung  der  Messungg- 
ergebnisse  *?inlier gehen- 

Wurden  in  einem  ebenen  Dreieck  alle  drei  Winkel  gemessen,  so 
«re:rtlen  die  Ergebnisse  der  Messung  vermöge  der  ilinen  anhaftenden 
feliJef  Jie  Ton  der  Theorie  geforderte  Bedingung,  zn  180"  sich  zu 
firgünzen^  im  allgemeinen  nicht  erfüllen;  damit  dieser  Wider.^yruch 
Miit  der  Theorie  aufhöre,  werden  an  den  MesBungsergehnissen  Ände 
nuagen  anzubringen  sein,  welche  ihnen  die  Eigenschaft,  die  Winke! 
eines  Dreiecks  darstellen  zu  können^  erst  Verleihern 

Wir  kehren  nun  zur  allgemeinen  Betrachtung  zurück.    Die  in  dem 
Pi"fDblem  verlangte  Kambiuation  der  Beobachtungen  liat  /.uuächst  nur 
rti«   eine  Fonlerung   zu    erfüllen,   dali   sie   zu    einer   eindeutigen  Be- 
stiiDnmng    der    Unbekannten  fuhrt*.      Dadurch   ist   aber  die  Methode 
ittrer  Ünrchfülirung  nach  noch  nicht  gegeben,  wird  es  auch  dann  nicht, 
Wenn  man  die  weitere  Forderung  hinzufügt,  es  sei  unter  allen  Kom- 
i>iu4tiouen  die  mrk'ilhafhaff:  zu  wählen.     Denn  dazu  wäre  ein  mathe- 
matisch  vei^wendbares  MalS  für  die  Beurteilung   der  Vorteil haftigkeit 
^iüer  Kombination   erforderlich;  ein  solches  aber  läßt   sich  a  priori 
^cbt  angeben. 

Es  liegt  nahe,  zu  sageu^  die  Torteühafteste  unter  allen  Kombina- 

**<>üen  sei  diejenige^  welche  die  Unbekannten  mit  den  kleinstmöglichen 

^^bVern  beliaftet  gibt.     Da  aber  der  Fehler  einer  Beobachtung  selbst 

'^^^»ekannt  ist,  so  wird  man  wenigstens  Kenntnis  darüber  zu  erlangen 

*^*2hen,    mit   welcher    Wahrscheinlichkeit    er    innerhalb    bezeichneter 

f^enzen  enthalten  ist,  um  dann  das  Urteil  über  die  größere  oder  ge- 

P^gcre  Vorteilhaftigkeit  einer  Methode  auf  die  größere  oder  kleinere 

^  ^Iracheinhchkeit  stutzen  zu  können,  daß  der  Fehler  der  Unbekannten, 

*^^i^n    sie    nach    dieser   Methode    abgeleitet    wird,   zwischen   gewissen 

^5'^nÄen  eingeschlossen  sei.     Dadurch  wäre  das  Problem   auf  das  Ge- 

-  *^t  der    Wakrsvhe'mhchkeitsrvvhtunifj  übergeführt  und  es   bedürfte  nur 

^*^^h  einer  apriorischen  Festsetzung  über  die  Beziehung  zwischen  der 

"  ^te  eines  Messungeresaltates   uiul   dem   System  der  Fehler,  weichen 

unterworfen  sein  huuh 

Dieser  Gedankengang  würde   aber  zu   seiner  strengen  Durcbfüh- 

'^itig  erfordern,  daß   man  die  einzelnen   störenden  Ursachen  auf  ihre 

Wirksamkeit  derart  erforsclie,  um  die  Wabrscheinlichkeit  iingebeu  zu 

küüueu,  daß  einer  Beobachtung  ein  Fehler  vtm  bestiuimter  Größe  zu- 

bmirne.     Eine   solche   Einsicht   in   ilie  Entstehung  Aer  Fehler  zn   er- 

luilgen  erweist  sich    aber  nls  unniüglicbt   daher   i.st   auch   eine   exakte 
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gedachten    Hiane,   nänilich   aus   dem  gninurn  Gesetz  der  Wahrscheiii 
lichkeit  der  Beobachtniigsfehler^  untunlich. 

Wühl  aber  ist  es  möglich^  eine  solche  Theorie  auf  ein  allgemeinem 
ap}mMimaim'^  Felüergeaetz  zu  stiitzen. 

Neben  der  Bestimmting  <ler  Werte  der  unbekannten  Grööeo  geht 
noch  eine  andere  Aufgabe  der  Äuagleichungsrechnung  einher,  die 
nämlich,  auö  den  aufgetreteneu  Widersprüchen  oder  auB  den  an  den 
Beobachtungiergebnissen  zum  Zwecke  ihrer  Ausgleichung  anzubringen- 
den  Konfektionen  auf  die  Gffifimtfkrit  der  Beobachtungen  selbst  und 
der  ans  ihnen  abgeleiteten  Kesidtate  zu  schließen. 

122.  Sutstehung  der  Tehier  und  Ihre  Eluteüaug.  Über 
die  Entstehung  der  Beobat-htungsfehler  UiUt  sich  zunächöt  mit  Sicher- 
heit nur  aussagen^  dal5  sie  aus  dem  Zusammenwirken  vieler  Ursachen 
hervorgehen,  die,  wenigstens  zum  großen  Teil,  unabbtingig  von  eia*9 
ander  sind.  Je  komplizierter  der  zur  Mesaung  verwendete  Apparat,™ 
je  mehr  Einzel  Vorgänge  zur  Ausführung  einer  Beobachtung  notwendig 
sindj  um  so  gröüer  die  An^^hl  der  störenden  Einflüsse, 

Bei  jeder  Gatttmg  von  Beobachtungen  wird  sich  eine  Gruppe  von 
Ursachen  erkennen  lassen^  welche  das  Resultat  in  .^ifskmaihihef  Weise 
beeinflussen,  derart,  daß  ihre   Wirkmig  in  angebharer  Weise   von  ge 
wissen   Umständen   abhängt,     Solehe    Ursachen    erzeugen    rt*gdtnajn*je^ 
oder  sffslemutm'hr  Fehler.     So    wird    bei   der  Messung   einer  geraden 
Linie  durch  successivey  Auftragen  eines  Maßstabes  ein  sy»tenxatischi^*r 
Fehler  daraus  entspringenj  daß  der  Maßstab  nicht  genau  in   die  Hich-^ 
tung  der  Geraden  gebracht  wird^  ilie  Länge  der  Geraden  wird  dadurehfl 
immer  zu  groß  gefunden;  die   wechselnde  Temperatur  des  Meßstabes 
wälirend  der  Messung  zieht  gleichfalls  einen  regelmäßigen  Fehler  nüt*h^ 
Bichj  weil  der  Einfluß  dieser  Ursache  sich  mit  der  Temperatur  3yste^| 
matisch  ändert.     Au  einem   Winkelmeßinstrumente  (Theodolrth)   wird     ' 
jede  Weihende  Abweichung  der  einzehien  Bestandteile  von  den  theore- 
tischen Voraussetzungen  die  Quelle  aystematiacber  Fehler  sein.    Es  ietfl 
Sache   dcB  Beobachters,   derlei  systematisch   wirkende  Fehlen irsaehen 
sei  es  durch  Berichtigung  des  Instruments^  sei  es  durch  entsprechende 
Anordnung  der  Beohachtungtm  oder  doreh  Berechnimg  des  Einfiusses 
wenigstens  bis  auf  kleine,  der  Wahmehmung  sich    entziehende  HeBtc 
unschädlich  zu  machen. 

Daim  bleibt  immer  noch  eine  meist  große  Anzahl  von  Ursachen,  j 
teils  in  den  verwendeten  Beobachtungsmitteln,  teils  in  Mängeln  des, 
Wahrnehmungsvermögens»  teils  in  äußern  die  Messung  begleitenden  i 
Umstanden  gelegen j  deren  Wirksamkeit  insofern  das  Merkmal  des] 
ZufäUigm  an  eich  trägt,  als  sich  über  die  jeweibge  Große  des  Ein- 
flusses und  darüber,  ob  er  in  dem  einen  oder  andern  iSiime  von  der! 
Wahrheit  ablenkt ,  eine  bestimmte  Aussage  nicht  machen  läßt,  Diöj 
ans  solchen  Ursaehon  entspringenden  Fehler  werden  als  nnrq^mäßig^A 
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oder  zufallige  Fehler  bezeichnet.  Sie  sind  es,  welche  den  Gegenstand 
der  allgemeinen  Fehlertheorie  bilden. 

Über  das  Auftreten  der  zufälligen  Fehler  lehrt  die  Erfahrung  in 
großen  Zügen  zweierlei:  daß  positive  und  negative  Fehler  nahe  gleich 
häufig  und  kleine  Fehler  häufiger  auftreten  als  die  größeren,  so  daß 
bei  jeder  Art  von  Beobachtungen  Fehler  über  eine  gewisse  Größe 
hinaus  —  wenn  man  von  groben  Irrungen  absieht  —  nicht  zu  er- 
warten sind. 

Diese  Tatsachen  lassen  sich  aus  der  Annahme  des  Zusammen- 
wirkens mehrerer  unabhängiger  Fehlerursachen  unschwer  erklären^). 

Angenommen,  es  würden  bei  einer  Art  von  Beobachtungen  drei 
Ursachen  tätig  sein,  welche  mit  gleicher  Leichtigkeit  folgende  Fehler 
erzeugen: 

1.  Ursache:     -  2,     -  1,     0 

2.  Ursache:  -  1,    0,     1 

3.  Ursache:  -1,     0,     1,     2,     3. 


Durch  ihre  Kombination  können  die  Fehler 

-4     -3     -2 

-1 

0     12     3     4                     (a) 

im  Resultate  entstehen  und  zwai 

-  beziehungsweise  auf 

13     6     8 

9     8 

6    3     1 

verschiedene  Arten;  so  kommt  z. 
zustande: 

-2, 

B.  der  Fehler  0  auf  folgende  Arten 
-1,         3 

-2, 

0, 

2 

_  9 

"y 

1, 

1 

-1, 

-1, 

-) 

-1, 

0, 

1 

-1, 

1, 

0 

<», 

-1, 

1 

0, 

0, 

0 

0, 

1, 

-  1. 

Schon  hier  erkennt  man  die  rasche  Abnahme  der  Wahrscheinlichkeit 
und  daher  auch  der  zu  erwartenden  relativen  Häufigkeit  der  Fehler 
mit  der  Zunahme  des  Betrages  der  letzteren. 

Wären  bei  einer  Gattung  von  Beobachtungen  acht  unabhängige 
Ursachen    wirksam,    deren    jede    einen    Fehler    aus    der    Reihe    («) 


1)  P.  Pizzetti,  I  fondamenti  matematici  per  la  critica  dei  risultati  speri- 
mentali.     Atti  della  R.  IJniverp  lova  1892,  p.  121. 

Cxul»er,  WuhrMcheiiilichkoJtfr  W 


210 


Zweiter  TeiL    Auagleiclniogafeebmmg. 


mit    gleicher  Leichtigkeit    heryorbriiageii    kann,    so   würden   ßicli  Jia 
9^  ^  43040721  mogliclien  VerbindnngeD  der  Eimelft'hler  auf  die  uupj 
möglichen  Werte  des  Resultatsfehlers  von   —32    bis   -f- 32    beililufii^.^ 
wie  folgt  verteüen: 

nrnd  2300000  auf  den  Fehler  0 

löOCKMKJ  anf  jeden  der  Fehler  -    5  und 


95()OCH) 

S^XKKJO 

50000 

3500 

36 

1 


-  10 
^15 
-20 
"25 
-30 
-32 


+  i>? 
+  10, 
+  15, 
+  20, 
+  25, 
+  30, 
+  32. 


Die  große  Anzahl  der  Eutstehuiigsarten  der  kleinen  Fehler  gegenübc^:^  -^r 
der  geringen  Menge  bei  den  grolieu  Fehlem  erklärt  aieb  daraus,  da  ^ng 
jene    nicht    bloa    aus    kleinen    Einzelfehlenij    sondern   auch    aus   de-  j  ■/? 
größeren  und  großen  hervorgehen   können^  wenn    diese  sich  vernio^^^ 
ihrer  Yorzeichen  zum    großen  Teil   tilgen,  während   die   großen  lli 
anltatsfehler   nur    aus    großen    Einzelfehlem    vorherrschend    gleirhesi 
Zeichens  entstehen  können. 

Aus  dieser  Betraehtnng  geht  die  Erkenntnis  hervor,  daß  die 
rdative  Häufigkeit^  mit  welcher  Fehler  eines  gewissen  ßrößenintervalls 
in  einer  großen  Anzahl  von  Beobachtungen  zu  erwaiien  sind,  mit  der 
Größe  der  Fehler  in  einem  Zusainnjenhange  steht 

Wir  gehen  n\in  daran,  diesen  Zusammenhangs  das  luhlet-ffeseUf 
approximativ  darznstelleo  aus  der  Annahme,  daß  der  Beobachtungs- 
^fehler  sich  aus  einer  großen  Anzahl  von  Elmientarffhhm,  entspringend 
aus  verschiedenen  imablüingigen  Ursacihen,  zusammensetze,  deren  jeder 
nur  sehr  kleiner  absoluter  Beträge  fähig  ist.  Wir  folgen  dabei  im 
wesentlichen  dem  Gedankengange  M,  W.  (yroftons^). 

123.  AliLeittmg  des  Fehlergesetses  aus  der  Hypothese 
der  Elementarfehler.  Es  sei  der  Beobachtungsfehler  x  zusammen- 
gesetzt  aus  den  Elementarfehlem 


welche  der  Reihe  nach 


l)  „On  the  proof  of  the  law  of  error»  of  obeervations",  Lond.  Tran»,  löö 
(1869)  und  „Probability",  Encycl  Brit.  19  (1885).  -^  Zur  öeBchichte  der  andern 
Ableitungen  des  Fehlergesetzes  auf  dieser  OruDdUge  Tgl.  de»  ^'eriU  „Tbeorie 
der  Beobftcbhiiigsfeblyr'*,  li^91,  p.  61— il7,  sowie  dessen  ^^Bericbt*'  im  JAhreeber. 
d,  deut&cheii  Matliematikej:- Vereinigung,  VII  (189yX  P-  16Sff. 
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yex*schiedeiie  Werte  annehmen  können.     Dann  ist 

X  ^^  6   +  6    +  6     +••• 

seilst  nnvl"'  •  •  verschiedener  Werte  fähig.  Statt  dieses  Produktes 
"Collen  wir  eine  für  die  ganze  Untersuchung  festbleibende  Zahl  N 
^^tmen,  jedoch  so,  daß  die  relative  Häufigkeit  der  verschiedenen  Werte 
"^oxi  X  dadurch  nicht  verändert  vrird. 

Diese  relative  Häufigkeit  sei  durch 

z^fix)  (1) 

^'^sgedrückt  in  dem  Sinne,  daß  zdx  die  Menge  der  Fehler  bedeutet, 
^^^Iche  in  das  Intervall  (x,  x  +  dx)  fallen.  Dabei  werde  f{x)  als  eine 
^^^fftische  Funktion  vorausgesetzt. 

Diese  Voraussetzung  entspricht  allerdings  nicht  der  Wirklichkeit; 

^^nn  diese  schließt  es  in  jedem  besonderen  Falle  aus,  daß  die  Fehler- 

S^öße  X  als  eine  stetige  Variable  angesehen  werde,  da  wir  vermöge 

^Xüseres    begrenzten    Wahrnehmungsvermögens    und    der    begrenzten 

x^eilung  an  den  Instrumenten  das  Messungsresultat  nur  in  gewissen 

Abstufungen  zu  konstatieren  imstande  sind.    Soll  aber  eine  alle  Fälle 

ximfassende  Theorie  aufgestellt  werden,  so  bleibt  nichts  übrig,  als  sich 

mit  gewissen  Annahmen  zufrieden  zu  geben,  welche  die  Durchführung 

der  Bechnung  ermöglichen,  und  zu  diesen  Annahmen  gehört  auch  die, 

daß  nicht  nur  x  eine  stetige  Variable,  sondern  auch  f(x)  eine  stetige 

nach  der  Taylorschen  Formel  entwickelbare  Funktion  sei. 

Für  N  ergibt  sich  der  analytische  Ausdruck 


Cr 

N=Jf{x)dx, 


wenn  g  die  Summe  der  unteren,  G  die  Summe  der  oberen  Grenzen 
aller  fS*^  vorstellt. 

Es  komme  nun  ein  weiterer  Elementarfehler  b  hinzu,  der  fähig  sein 
möge  der  n  Werte  e,  e\  •  •  •.  Alle  Fehler,  welche  aus  Werten  von  x 
des  Intervalls  {x,  x  +  dx)  durch  Hinzufügung  eines  jeden  Wertes 
von  B  erzeugt  werden,  fallen  in  ein  gewisses  Intervall  (X,  X  +  dX), 
wobei  allgemein  X  =  o;  +  «  ist;  ihre  Anzahl  ist  darstellbar  durch 

[f{X-e)^-tXX-e")^...)dx, 

ihre  relative  Häufigkeit,  wenn  man  wieder  auf  die  frühere  Gesamt- 
zahl N  reduziert,  durch 

z  =  l{/-(x-c')  +  /-(x-o  +  --}- 

Beschränkt  man  sich  bei  der  Entwicklung  in  der  Klammer  mit 
Rücksicht  darauf,  daß  die  Beträge  der  Elementarfehler  als  sehr  klein 
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vorausgesetzt  werden^  auf  die  ersten  und  zweiten  Potenzen  Yon  e^  e" 
so  stellt  sich  die  relative  Häufigkeit  des  Gesamtfelilers  x  nonn 
dar  wie  folgt: 

z^. -''  +  '"+'"'+— /  +  --:^ '"•  +  -'"•  +  •••/; 

n  2n  ' 

wobei  /,  /'  die  erste  und  zweite  Ableitung  von  f{x)  bedeuten. 
Setzt  man  den  mittleren  Wert  von  «: 

n =  "^ 

den  mittleren  Wert  seines  Quadrates: 

n ^''^ 

SO  ist  kürzer 

Z=j?-a;^'  +  |-/'.  ( 

Tritt   ein   weiterer   ElementarfeUer   mit    den    charakteristisc 
Größen  a^j  ß^  hinzu^  so   verwandelt   er   die   relative  Häufigkeit 
Fehlers  x  in 

da  nun 

Z  =2  -a/    +^e" 

Z'=  g'     -«/'••■ 

so  ist,  wenn  man  bei  Größen  der  zweiten  Kleinheitsordnung  ste 
bleibt, 

oder 

Zi  =  ^  -  («  +  «i)/  +  ß_+l^ --'--.' +  («  +  -.)'  y'. 

Es  gehen  also  irgend  zwei  Elementarfehler  in  das  Gesetz  des 
sammengesetzten  Fehlers  nur  in  den  Verbindungen  a  +  ccj ,  ß  -\- 
«*  +  «!*  ^^'i  folglich  werden  alle  Elementarfehler  in  dem  Häufigkt 
gesetz  des  resultierenden  Fehlers  nur  in  den  Verbindungen 

a  4-  «1  +  «2  +  •  •  '  =  ff 

ß    +ßl    +ß2    +"'=^ 

a-+  a^^+  a^^-\ =  r 

erscheinen,  dieses  Gesetz  also  die  Form 

z  =  F(x,  a,  b  —  c) 
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haben,  da,  wie  in  (5)  zu  bemerken,  die  Aggregate  ß  +  ßi  und  a^  +  a^^ 
als  Differenz  auftreten. 

um  zur  Kenntnis  der  Funktion  F  zu  gelangen,  lasse  man  einen 
Elementarfehler  hinzukommen,  dessen  Mittelwert  da  sei,  während  das 
mittlere  Quadrat  neben  diesem  außer  Acht  gelassen  werden  könne. 
Dann  ist  einerseits  die  Änderung  der  Häufigkeit  von  x: 

d^z  =^  —  da , 
andererseits  laut  (2*): 

folglich 

dx  da'  ^    ^ 

Voraus  hervorgeht,  daß  x  und  a  m  z  nur  in  der  Verbindimg  x  —  a 
^raclieinen,  so  daß  z  die  Struktur  haben  wird: 

z^F{x-a,  h-c).  (7*) 

Tritt  femer  ein  Elementarfehler  hinzu,  dessen  mittlerer  Wert 
^^11  ist,  während  sein  mittleres  Quadrat  db  beträgt,  so  drückt  sich 
^^^    Änderung  der  Häufigkeit  von  x  einerseits  durch: 

d,z  =  ^-^dh, 

^^^dcrerseits  vermöge  (2*)  durch: 

^^8;  daraus  folgt,  daß 

dz  _i^  d*z  ,Q. 

db  "  2  dx^'  W 

Man  denke  sich  weiter  alle  Werte  der  Elementarfehler  in  dem 
Verhältnisse  1  :  r  verändert;  dann  verändern  sich  in  gleichem  Ver- 
hältnisse auch  die  Werte  von  x  und  a,  während  sich  6  und  c  im  Ver- 
hältnis 1  :  r*  verändern;  drückt  man  die  Tatsache  aus,  daß  nun  in 
dem  Intervall  \rx,  r{x  +  rfa:)]  ebenso  viel  Fehlerwerte  liegen  als 
früher  in  dem  Intervall  (x,  x  +  dx)  gelegen  sind,  so  entsteht  die 
Gleichung 

F{x  -—  a,  &  —  c)dx  =  F\r{x  —  a),   r^{b  —  a)]rdx, 

oder  mit  den  Abkürzungen: 

X  —  a  =  i,       6  —  c  =  i? 
geschrieben: 
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Mit  r  =  1  +  ä,   unter  d  eine   sehr   kleine  Zahl  verstanden,  gibt  die 
Entwicklung  bis  auf  Größen  der  Ordnung  d: 

woraus  sich 

ergibt.    Das  allgemeine  Integral  dieser  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung lautet 

(11) 


z  = 

=  1? 

'^(Vrr 

•')• 

Nun 

folgt 

aber  aus  rj  = 

dz 

dn 

c,  daß 

dt 
db  ' 

und  weiter  aus 

(9)  und  g  = 

■■  X  — 

a,  daß 

dz  _ 

1  c'z 

dn 

^  2  f 1*  ! 

setzt  mal 

i  dies 

in  (10)  ein, 

so  wird 

\  +  % 

=  0; 

die  linke  Seite  dieser  Gleichung   ist   aber   der   partielle  Differential- 

dz 
quotient  von  i?  ^t  +  6^  inbezug  auf  |;  folglich  kann 

v^  +  i^  =  x{v) 

lediglich  eine  Funktion  von  ri  sein.  Führt  man  hierin  die  allgemeine 
Lösung  (11)  ein,  so  ergibt  sich 

Hiemach  sollte  eine  Funktion  von  |*i?~^  identisch  sein  einer  Funktion 
von  tj]  das  kann  nur  stattfinden,  wenn  beide  konstant  sind,  wenn 
also 

x{v)--VjI  +  6^  =  con8t.; 

dz 
da  aber  nach  (11)  |  und  ^^  zugleich  verschwinden,  muß  auch  const.  =  0, 

also 

.?  II +  1^  =  0  (12) 

sein. 

Demnach  hat  man,  mit  der  Abkürzung  |^i?~^  =  u,  vermöge  (11) 
und  (12)  zur  Bestimmung  von  f  die  Gleichung: 

2^'(w)  +  *'(w)  =  0, 
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aus  welcher 


t{u)  ==  Ce 


folgt.  Geht  man  nun  von  u  auf  5,  V  ^^^  ^^^  diesen  auf  die  ur- 
sprünglichen Argumente  x,  a,  6,  c  zurück,  so  ergibt  sich  als  approxi- 
matives Gesetz  der  Häufigkeit  des  Fehlers  x  das  folgende: 


yh^c 


(13) 


Durch  Division  von  zdx  mit   der  Anzahl  N  aller  Fehlerwerte, 
welche  sich  durch  das  über  diese  Werte  ausgedehnte  Integral 

fzdx 

darstellt,  erhält  man  die  Wahrscheinlichkeit  eines  in  das  Intervall 
(x,  x  +  (Ix)  fallenden  Fehlers;  mit  Rücksicht  auf  die  außerordentlich 
rasche  Abnahme  von  z  mit  wachsendem  Betrage  von  x  dürfen  die 
Grenzen  der  Integration  mit  —  <x>  und  +  oo  angesetzt  werden;  da- 
durch ergibt  sich 

OD  .  .-  OD 

N==-.^-=r  je    ^^'-'^dx^CY2j  e-'''dt^CY27C 


und  für  die  erwähnte  Wahrscheinlichkeit  der  Ausdruck: 

}/2flr(6  —  c) 
Den  Koeffizienten  von  dx^  d.  i.  die  Funktion 

^^  ^        }/2«(6-c)  ' 


(14) 


(15) 


bezeichnet  man  als   das  Gesetz  der  FehlerwahrscheinlichkeU  oder  kurz 
als  Felllergesetz. 

Bemerkt  sei,  daß  die  Differenz  h  —  c  wesentlich  positiv  ist;  denn 
nach  (3)  und  (4)  ist 

e'«  +  y  -f_e"'*  +  . . .  _  (e'  +  e^+e"^  +  ^^  ^ 

n  n* 

(1  +  1  +  1  +  . . .)  (e*  +  e"«  +  €-'  +  ••■)  -  -  (e'  +  e"  +  e"  +  •  •  •)• 


/3  -  «2  = 


daher  nach  (6)  auch 


>0, 
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Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

so  wird  in  einfacherer  Schreibweise 

Die  Größe  a  bedeutet  den  mittleren  Wert  von  x\  denn^  weil 

a;  =  £  +  f  1  +  fj  H 

und  a,  «1,  «2,  •  •  •  die  mittleren  Werte  von  a,  c^,  «g,  •  •  •  sind,  so  is*« 

a  =  a  +  «1  +  «8  +  *  •  • 
der  mittlere  Wert  von  x.    Für  x  =  a  wird  q>{x)  ein  Maximum;  a  isifr« 
somit  der  relativ  wahrscheinlichste  Beobachtungsfehler. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  Beobachtungsfehler  von  diesenxiM 
wahrscheinlichsten  Betrage  höchstens  um  8  nach  auf-  oder  abwärts- 
abweiche,  drückt  sich  durch 

aus  und  kann  bei  bekanntem  //  mit  Hilfe  der  Tafel  I  bestimmt  werden- 

Über  die  Bedeutung  des  Parameters  h  wird  später  gesprochen^ 
werden. 

124.    Ableitung  des  Fehlergeseties  aus  der  H]rpofhe86^ 
des  arithmetischen  Mittels.   Es  sei  (p(v)dv  die  apriorische  Wahr — 
scheinlichkeit,  einen  Fehler  zwischen  den  Grenzen  v  und  v  +  dv  zu- 
begeben. 

Wir  betrachten  nun  den  praktisch  einfachsten  und  wegen  seines 
häufigen  Vorkommens  wichtigen  Fall,  daß  eine  unbekannte  physische 
Größe,  X,  «-mal  unter  —  soweit  die  Wahrnehmung  zu  urteilen  ge- 
stattet —  gleichen  Umständen  (von  demselben  Beobachter,  mit  gleicher 
Sorgfalt,  mit  denselben  Instrumenten  u.  dgl.)  beobachtet  worden  sei, 
imd  daß  man  für  sie  die  Werte  Z^,  l^-,  '  •  '  K  erhalten  habe. 

Die  Wahrscheinlichkeit  a  priori,  daß  n  unabhängige  Beobach- 
tungen die  Werte  l^,  hy '  '  '  K  ergeben  werden,  ist  proportional  dem 
Produkte 

V>{X-k)q>(X-Q...q>{X-l„y,  (1) 

dem  analogen  Produkte 

fp(x  -  l^)  fp(x  -k)-"  (fix  -  l„)  (2) 

proportional  ist  nach  dem  Satze  von  Bayes  (Nr.  93)  auch  die  Wahr- 
scheinlichkeit a  posteriori,  daß,  wenn  die  Messung  wirklich  die  Werte 
'i;  hf '  '  '  ^n  ergab,  x  der  wahre  Wert  der  gemessenen  Größe  sei. 
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Es  entsteht  nun  die  Frage:  Welche  Annahme  über  x  ist  auf 
dieser  Erfahrungsgrundlage  die  vorteilhafteste? 

Darüber  kann  aber  erst  entschieden  werden,  nachdem  man  ein 
theoretisches  Prinzip  aufgestellt  hat.  Eines  der  ältesten  Prinzipe,  von 
denen  Gebrauch  gemacht  worden  ist,  besteht  darin,  jenen  Wert  der 
Unbekannten  als  den  vorteilhaftesten  zu  erklären,  der  den  Ausdruck 
(2)  zum  Maximum  macht,  mit  andern  Worten:  denjenigen  Werty  welcher 
^^n  bekannten  Messungsergebnissen  Fehler  zuschreibt,  für  deren  Existenz 
^^"«  größte  aposteriorische  WaJ^rscheifüichkeit  besteht.  Diesen  Gedanken 
'^^t  Daniel  Bernoulli^)  zuerst  ausgesprochen  und  Gauß*)  in  seiner 
^^sten  Publikation  über  den  Gegenstand  verwendet.  Man  kann  den 
^Vi8  diesem  Prinzip  abgeleiteten  Wert  als  den  wahrscheinlichsten  Wert 
^^r  Unbekannten  bezeichnen. 

Hiemach  wäre  bei   bekannten  (p  dieser  Wert  aus  der  Gleichung 

^-l(^_Z-Ji)  4.  ?!(^  -  ^«^  4.  4.  ^'^^T  ^'l  ^  O  {^\ 

qp(x  -  i;)  -^  <p(^  -  /,)  -^  •  •  -.-^   g>(x  -  0  ^^ 

^u  berechnen,  die  sich  durch  Nullsetzen  des  logarithmi sehen  DiflFeren- 
tialquotienten  von  (2)  nach  x  ergibt. 

Soll  jedoch  diese  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Funktion  (p  ver- 
wendet werden,  so  ist  eine  Annahme  über  x  erforderlich.  Als  solche 
hat  Gauß  (1.  c.)  die  zugrunde  gelegt,  daß  unter  den  hier  voraus- 
fßesetzten  Umständeti  das  arithmetische  Mittel  der  Beobachtunysresultate 
der  vorpnihaf teste,  also  der  tvahrscJieinlichstc  Wert  sei. 

Dann  muß  also  die  Gleichung 

'.  +  '.+  ••  +  /,  ... 

X „-  (4) 


n 


oder  die  durch  Umformung  aus  ihr  abgeleitete 

(^-/,)  +  (ar-/,)  +  ...  +  (x-/J  =  0  (5) 

eine  Folge  von  (3)  sein. 
Setzt  man 

so  kommt  dies  darauf  zurück,  die  Fimktion  ^  so  zu  bestimmen,  daß 
mit 

^(^i)  +  ^{^t)  +  •  •  •  +  ^{K)  =  0 

zugleich 

K  +  h  +  '"  +  K-^ 

bestehe. 


1)  Dijudicatio  niaxime  probabilis  phiriiim  obaervationium  discrepantium  etc. 
Acta  Ac.  Petrop.  1778.        2)  Theoria  motus  etc.  1809. 
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Bildet  man  aus  diesen  Gleichungen,  nachdem  man  sie  diflferentiiert 
hat,  mittels  des  unbestimmten  Multiplikators  2k  die  eine  Gleichung: 

[tf-'(A,)  -  U](n,  +  [^'a»)  -  2A-]rfA,  +  •  •  •  +  [w'iK)  -  2k]dX,  =  0, 

in  welcher  die  DiflFerentiale  von  einander  unabhängig  sind,  so  ergibt 
sich,  daß  jede  der  eingeklammerten  DiflFerenzen  verschwinden,  daß 
also  ^  der  Differentialgleichung 

genügen  müsse.     Daraus  folgt 

also 

^  =  2kk, 

woraus  durch  neuerliche  Integration 

l-(p(k)^l'C+kk^ 
und 

erhalten  wird. 

Da  nach  allgemeiner  Erfahrung  q>  eine  abnehmende  Funktion  ist, 
ist  A*  notwendig  negativ;  ersetzt  man  es  durch  —  A^,  so  wird 

Das  über  alle  möglichen  Werte  des  Fehlers  ausgedehnte  Integral 
von  q)(X)dk  hat  als  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  der  Fehler  einen 
dieser  Werte  annehme,  den  Wert  1;  folglich  ist 

00  OD 

cJe-x-'^^dX  =  ife-^dt  =  ^'V>_  =  i , 

OD  OD 

woraus   G  =    r_  • 

yn 

Hiermit  ist  endgiltig  das  Fehlergesetz 

9a)  =  J_e-*'^'  (6) 

gefunden. 

Gegenüber  der  in  der  vorigen  Nummer  unter  (15*)  gefundenen 
Form  zeigt  diese  zwei  Unterschiede:  dort  war  x  der  wahre  Fehler, 
also  die  Abweichung  vom  wahren  Werte  —  hier  ist  A  die  Abweichung 
von  dem  vorteilhaftesten  Werte,  also  vom  arithmetischen  Mittel,  der 
sogenannte  plausible  oder  seJwinbare  Fehler;  dort  war  x  um  a,  cL  i, 
um  den  mittleren  Wert  von  x,  vermindert;  hier  entfällt  dies,  weil 
vermöge  (5)  die  Summe  der  A,  also  auch  der  mittlere  Wert  Ton  1, 
Null  ist. 
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Die  Ableitung  hat  die  Beweiskraft,  welche  ihr  aus  der  Hypothese 
des  arithmetischen  Mittels  entspringt.  Daß  das  arithmetische  Mittel 
der  vorteilhafteste,  insbesondere  daß  es  der  wahrscheinlichste  Wert 
sei;  ist  unbeweisbar;  aber  es  lassen  sich  mannigfache  innere  und 
äuJBere  Gründe  anführen,  welche  für  die  Wahl  dieses  Wertes  sprechen^). 

126.    Das  PräxisionamaB.    Setzt  man  in  dem  Fehlergesetz 

a  =  0,  so  bedeutet  das  in  (17)  der  vorigen  Nummer  gerechnete 

die  Wahrscheinlichkeit,  daß  einer  Beobachtung  ein  zwischen  —  d  und 
+  d  liegender  Fehler  zukomme.  Das  Intervall  2d  verengt  sich  bei 
festem  P  in  demselben  Verhältnisse,  als  h  wächst;  je  enger  aber  das 
Intervall,  innerhalb  dessen  der  Beobachtungsfehler  mit  gegebener 
Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  ist,  für  desto  genauer  wird  man  die 
Art  der  Beobachtimgen  erklären. 

Der  Parameter  h  hängt  also  mit  der  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen zusammen,  deren  Fehlerfrequenz  durch  das  Gesetz  dargestellt 
ist.  Gauß  hat  die  Genauigkmt  der  Größe  h  geradezu  proportional 
gesetzt  und  diese  darum  als  Präzisiotismaß  bezeichnet. 

Die  erste  Ableitung  des  Fehlergesetzes  hat  gezeigt,  wie  das  Prä- 
zisionsmaß mit  den  Elementarfehlem  zusammenhängt;  nach  Gleichung 
(16)  ist 

}/2(&-c)' 

und  darin  ist  6  die  Summe  der  mittleren  Quadrate,  c  die  Summe  der 
Quadrate  der  mittleren  Werte  der  einzelnen  Elementarfehler. 

126.  d^aeti,  welchem  eine  lineare  Funktion  unabhängiger 
Beobaohtungsfehler  folgt.    Es  sei 

F=  fc  +  «iX,  -h  a,X,  +  .  .  .  +  a„X,  (1) 

eine  lineare  Fimktion  der  direkt  beobachteten  Größen  X^,  Xo,  •  •  •  X„; 
die  Beobachtungsresultate  l^,  hy  '  '  'K  ^^ögen  aus  Messungsvorgängen 
stammen,  deren  Fehler  dem  allgemeinen  Gesetze 

folgen  und  deren  Präzisionsmaße  li^,  ^2,  •  •  h^  sind.  Rechnet  man 
statt  F  den  Ausdruck 

1)  Vgl.  des  Yerf.8  „Theorie  der  Beobachtungsfehler",  1891,  p.  16—47, 


f  =-  k  +  «ili  +  Oili  +  ■  ■  •  +  aX, 

30  entsteht  die  Frage,  welchem  Gesetz  der  dadurch  begangene  Fehlet  ^^^ 

F-f=  a,{X,  -  Q  +  ß,(X,  -  y  +  . . .  +  a,(X„  -  O 
oder 

E  =  «jfi  +  cCoe^  + h  a^e^  (3)  1.  ^ 

folgt.  Dies  kommt  darauf  hinaus,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  ^rv 
daß  E  zwischen  den  Grenzen  z  und  z  +  dz  liege;  diese  aber  ist  ge-  — ^"^ 
geben  durch  das  Integral 

ausgedehnt  über  dasjenige  Gebiet,  das  durch  die  Relation 

z<E<z  +  dz 
begrenzt  wird. 

Um  während  der  Integration  von  dieser  Grenzbeziehung  unab— <J'- 
hängig  zu  bleiben,  wendet  man  den  Kimstgriff  an,  den  Ausdruck  untenr^i^^ 
dem  Integral  mit  einem  Faktor  zu  multiplizieren,  der  für  E  «» j?  deicac^BSj 
Wert  1  hat  und  in  allen  andern  Fällen  verschwindet;  zu  einem  Bolchecac ^sa 
Diskontinuitätsfaktor  führt  das  Integral 


n 


welches  für  jedes  ganzzahlige   m  verschwindet   und   für   i»  =«  0   dei 
Wert  2%  gibt.     Setzt  man 

7  =  ". 
unter  Ö  eine  sehr  kleine  Größe,  unter  0  eine  neue  Variable  verstanden. , 
so  wird  hiernach 

n 

'6 


..      -^         ''-'^^^ 


1  oder  0,  je  nachdem  md  Null  oder  nicht  Null  ist.  Für  8  '^  dz  und 
md  =  E  —  z  ergibt  sich  der  für  den  vorliegenden  Fall  tangliche 
Diskontinuitätsfaktor 


dz 

27C 


— ^rr  darf  in  bezug  auf  alle  e  zwischen  den  Grenzen 
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'-i   ^/^'/^^•••■•/-'^''•'•■-•'-(^■■■•'-•)-''"'^..    (4) 

—  OP  —OD  ——OD  30 

Die  auf  €^  bezügliche  Integration: 

—  OD 

^^eim  man  den  Exponenten  in 

-  [*,(*,  - «.)  - 1,  y^]'  -^P'^  y- 1  - 1' V 

^xnformt,  gibt 

_  __    «i»»* 

folglich    wird  aus  (4)  nach  Ausführung  der  Integrationen  in   bezug 
^xxf  alle  s: 

—  00 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
Und  formt  hierauf  den  Exponenten  wie  folgt  um: 

-  \jH  +  ^(^  -  ^)  y^^l  -  ff  *  (^  -  Ay, 

so  ergibt  sich  schließlich 

^e-^'^'"^)\lz  (6) 

als  Ausdruck  für  die  eingangs  bezeichnete  Wahrscheinlichkeit. 

Es  folgt  also  der  Fehler  von  f  einetn  Gesetze  von  derselben  Form, 
wie  die  Fehler  der  zur  Berechnutuj  von  f  verwendeten  Beohachtungen, 

Sind  diese  gleich  genau,  so  daß  Ä^  ==  ä^  ==  •  •  •  =  Ä„  =  h  ist,  so  ist 
nach  (5)  die  Präzision  in  der  Bestimmung  von  f: 

H^     --__-...-^-_3^ -_    .  (7) 

Ein  besonderer  Fall,  der  praktische  Verwendung  findet,  soll  hier 
angemerkt  werden.     Setzt  man  in  (1) 


(5) 
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Ä:  =  0,      «1  =  1,      «2  «  -  1 ,      «8  =  «^  =  •  •  •  =  «n  =  0| 

80    geht   F  in   Null,  /'  und   E   in   die    DiflFerenz    zweier   gleich  ^"^ 
nauen    unabhängigen    Beobachtungen    einer    und    derselben    Grö&^; 

Formel  (7)  gibt  für  H  den  Wert    ^  • 

Die  Differenzen  gleich  genauer  Beohachtmigen  von  der  Prcmsion  A 
verhalten  sieh  also  in  ihrer  Frequenz  so,  wie  Beohachtungsfehler  von  i^^ 

Präzision  -p  • 

Das  durch  (6)  ausgedrückte  Gesetz  hat  auch  für  eine  hdtdnff^ 
Funktion  F {X^^  X^,  •••  XJ  bedingte  Geltung,  unter  der  Voraas- 
setzung  nämlich,  daß  die  Z^,  /g,  •  •  anhaftenden  Fehler  f^,  f,,  •  •  •  so 
klein  seien,  daß  man  Potenzen  und  Produkte  derselben  gegenüber  de» 
ersten  Potenzen  vernachlässigen,  also  mit  genügender  Schärfe 

setzen  darf,  wobei 

^  =  ^(Jiy  hf  •  •  •  Qy  (ö^ 

Demnach  bilden  die  Formeln  (5)  bis  (9)  die  Grundlage  fÖr  äii^ 
Beurteilung  der  Genauigkeit  in  der  Bestimmung  einer  Funktion  direl^"* 
beobachteter  unabhängiger  Größen. 

127.   Der  wahre  Wert  einer  physiachen  Größe  ^).     M^*^^ 
spricht  von  dem   wahren  Werfe  einer  physischen  Größe  in  der  stiXl*' 
schweigenden  Voraussetzimg,  daß  ein  solcher  in  einer  jede  Unbestimnci^ 
heit  ausschließenden  Weise  definiert  sei.    Dies  wird  in  manchen  Fallet 
innerhalb  der  Grenzen  unseres  Wahrnehmungsvernwgens  auch  zutreffenf 
in  ahsolukm  Sinne,  d.  h.  bei  unbegrenzter  Schärfe  dieses  Yermogeo^ 
wird  eine  physische  Größe  niemals  vollkommen  definiert  sein. 

Die  Basis  einer  großen  Triangulierung  mag  noch  so  sorgfältig 
festgelegt  sein,  geometrisch  streng  definiert  ist  sie  nicht,  weil  ihre 
Endpunkte  nicht  Pimkte  im  eigentlichen  Sinne,  sondern  sichtbare 
Marken  sind. 

Der  Winkel  der  Richtungen,  welche  von  einem  „Punkte"  der 
Erdoberfläche  nach  zwei  andern  „Punkten"  gehen,  ist  nicht  unzwei- 
deutig definiert,  weil  sowohl  der  Ausgangspunkt,  wie  auch  die  Ziel- 
punkte Objekte  von  endlicher  Ausdehnung  sind;  auch  das  Einstellen 
auf  ihre  „Mitte"  läßt  noch  eine  Unbestimmtheit  übrig. 

Die  zwischen  den  Endflächen  eines  Meßstabes  enthaltene  Lange 
entbehrt  bei  genauem  Zusehen  auch  der  strengen  Definition;  mögen 

1}  Vgl.  P.  Pizzetti,  1.  c,  p.  146 ff. 
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Endflächen  noch  so  fein  bearbeitet  sein,  vollkommene  und  paral- 
5  Ebenen  im  geometrischen  Sinne  stellen  sie  schon  vermöge  der 
skontinuität  der  Masse  nicht  dar. 

Man  spricht  von  der  Zenitdistanz  eines  Sternes  an  einem  be- 
mmten  Orte  und  stellt  sich  dabei  vor,  daß  die  Lotrichtung  an 
^sem  vollkommen  definiert  sei;  bedenkt  man  aber,  daß  die  Lotrich- 
iig  im  Zusammenhange  steht  mit  der  Verteilung  der  Massen,  so 
rd  man  bei  der  beständigen  Veränderlichkeit  dieser  Verteilung  streng 
nommen  nur  von  der  Lotrichtung  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
rechen  können. 

Bei  der  begrenzten  Schärfe  unserer  Beobachtungsmittel,  der  natür- 
ihen  wie  der  künstlichen,  entziehen  sich  aber  Unsicherheiten  in  der 
sfinition  der  zu  messenden  Größe  und  zeitliche  Änderungen  derselben, 
bald  sie  unter  ein  gewisses  Maß  herabsinken,  der  Wahrnehmung 
llständig,  und  es  bleibt  die  Möglichkeit,  für  den  wahren  Wert  eine 
f  die  Erfahrung  gegründete  Definition  aufzustellen.  Es  soll  darunter 
?  Grenze  verstanden  werden,  welcher  sich  der  aus  einer  großen  Zahl 
i  Beobachtungen  abgeleitete  Mittelwert^)  näliert,  wenn  die  Zahl  der 
obachtuyigen  beständig  wächst. 

Diese  Definition   setzt  voraus,  daß  der  mathematische  Ausdruck 

Mittelwertes  aus  n  Beobachtungen  mit  wachsendem  n  tatsächlich 
Jen  eine  bestimmte  Grenze  konvergiere,  der  dadurch,  daß  sie  ledig- 
:i  von  der  physischen  Größe  und  nicht  auch  von  dem  Beobachter, 
1  Instrumenten  abhängt,  eine  absolute  Bedeutung  zukommt. 

Das  Vorhandensein  eines  Grenzwertes  allein  wäre  nicht  ans- 
ehend zur  Definition  des  wahren  Wertes.  Denn  unterlägen  die 
Jobachtungen  einer  konstant  wirkenden  Fehlerquelle,  so  ergäbe  sich 
rch  deren  Ausscheidung  (z.  B.  nach  Berichtigung  des  Instrumentes 
ler  Wahl  eines  andern)  sofort  ein  von  dem  früheren  verschiedener 
•enzwert,  gegen  die  zuletzt  ausgesprochene  Forderung. 

Für  die  Methode  der  Kombination  der  Beobachtungen  ergibt  sich 
s  diesen  Betrachtungen  das  folgende  Postulat:  „Der  Ausdruck, 
i<iier  den  vorteilhaftesten  Wert  eigner  physischen  Größe  aus  einer  An- 
hl  au^sgeführter  Beobachtungen  bestimmt,  muß  so  beschnffen  sein,  daß 
mit  beständigem  WcLclisen  dieser  Anzahl  d^m  wahren  Werte  der 
^öße  als  Grenze  sich  nähert^' 

Dies  erfordert,  daß  in  dem  allgemeinen  Fehlergesetz 

5  Größe  a,  von  Gauß^)  der  honstafvte  Teil  des  Fehlers  genannt,  ent- 

1)  Unter  „Mittelwert^*  wird  hier  der  nach  einer  Methode  gewonnene  vor- 
Lhafteste  Wert  der  unbekannten  Größe  verstanden. 

2)  Theoria  combinationis  I  (1821),  Art.  5. 
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weder  im  voraus^   vor  Anstellung  der  Beobacbtimgeii,   bekannt  otl^*" 
gleich  Null  sei. 

Angenommen  nämlich,  zur  Bestimmung  einer  unbekannten  Größa  ^ 
seien  n  Beobachtungen,  deren  Fehler  dem  obigen  Gesetze  folgen,  am^ 
gefilhrt  worden  und  hätten  die  Resultute  l^,  h^  •  *  ■  l^,  ergeben.    Dunjs^^ 
fihf  hf^'*  'n)  ®^^  di*-'  Kechnnngsvürsehrift  dargestellt^  welche  den  vo: 
teithaf testen  Wert  der  Unbekannten  liefern  soll,  so  daß 

sei.     Die  erste  Forderung,  welche  die  Funktion  f  zu  erfüllen  hat^  ii 
die,  daß  ihr  Wert  X  aei^  wenn   mau  filr  die  fehlerhaften  Beobac 
tongaargebniBse  X  seihst  einsetzt,  daß  also 

Entwickelt  man  die  rechte  Seite  unter  Voraussetzung  sehr  kleiner 
(vgl  Schluß  der  Torigen  Nummer),  so  ergibt  sich  für  den  Fehler  ij 
der  Bestimmung  x  die  Daretellung: 


und  dieser  Fehler  befolgt  das  Gesetz 


+  ^An 


wobei 


'  + 


■^^RT"' 


-4  =  fi  (flfi  +  Ä,  +  ' .  ^  +  ecj. 


SoU  mit  wachsendem  n  sieb  x  der  Grenze  X  nähern,  so  m't*^ 
notwendig  der  Fehler  0  die  größte  Häufigkeit  haben;  dies  ist  al^^^ 
nur  dann  der  Fall^  wenn  ^  =  0,  was  wiedenim  die  Gleichung  a  -=^  ^ 
nach  sich  zieht,  weil  das  NuUwerden  von  a^  +  a^  +  -  ^  ^  +  a^  niel^^, 
vorausgesetzt  werden  darf').  Des  weiteren  ist  erforderlich,  daß  ^^^B 
mit  n  beständig  wachse,  daß  also  die  Summe  «i*  +  a/  +  -  -  ■  +  oc^^^ 
beständig  abnehme  und  sich  der  Null  als  Grenze  nähere. 

Der  Fall^    daß   a   nicht  Null,   aber  bekannt  sei,    kann   auf  den 
fr(*iheren  s&urückgefHbrt  werden.     Schreibt  man  X  in  der  Form: 

^=f{h  -f^  +  ^i  +  ^Jf-^+h  +  ^f  -^  h-^  +  ^n  +  «), 


i 


1)  E»  ist  wämlicb  für  ein  aefar  kleines  ü  bia  auf  die  Onlnung  dieaer  UrÜße 
4-  cv^  «BT  0,  Bo  hatte  mau 

il  b,   aa   ilena   vorteil baftestan  Würü?  wurde  durch   Abftntlenin^  afmitliuher  Be- 
oliaclitmii^cn  um  i  kt'bie  Änderung  bervnr^*bracbt. 
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entwickelt  nach  den  als  sehr  klein  vorausgesetzten  Größen  s^  +  a,  f  ^  +  a,  •  •  • 
und  setzt 

80  wird 

X  —  x'  ^  a^B^  +  a/fj  H h  a^6^  +  Äy 

wo  A'  wie    vorhin   die  Bedeutung  a (a/  +  «2'  +  '  '  *  +  ^w)  ^^^5    ^^'^ 
fehler  in  x'  befolgt  nun  das  Gesetz 

0.  1. 


^-H'^z^ 


•a 


9 


was  mit  der  früheren  Voraussetzung  ^  =  0  übereinstimmt.  Die  Rech- 
öQiigsvorschrift,  welche  für  a  =  0  zu  dem  wahren  Werte  als  Grenze 
'^lurt,  leistet  dies  also  auch  bei  a  =t=  0,  wenn  man  das  als  bekannt 
vorausgesetzte  a  von  jeder  Beobachtung  subtrahiert. 

§  2.    Genanigkeitsmaße. 

128.  Das  FehlerrlBiko.  Man  kann  die  Bestimmung  einer 
^•"öße  durch  Beobachtungen  einem  Spiele  vergleichen,  bei  dem  nur 
'^^irluste  möglich  sind;  denn  jeder  Fehler,  ob  positiv  oder  negativ, 
•^deutet  als  Abweichung  von  der  Wahrheit  einen  Verlust.  Der  mit 
^^em  Spiele  verbimdenen  Verlustgefahr  entspricht  hier  die  Befürchtung 
®JXi^  Fehlers  in  dem  Resultate,  von  deren  Ausmaß  die  Genauigkeit 
^■^liängen  wird,  die  man  der  gewonnenen  Bestimmung  zuschreibt. 

Wie  nun  bei  dem  Spiele  in  dem  Risiko  ein  Maß  für  die  Gefähr- 
"^^tkeit  desselben  erkannt  worden   ist,  kann  eine  in  analoger  Weise 
8^T)ildete  Gfröße  bei  Beobachtungen  als  Maß  für  deren  Genauigkeit  ver- 
^^Tidet   werden.     Während  jedoch    zur  Bildung   des  Spielrisikos   bei 
^^*^em   mathematisch   geordneten    Spiele   entweder   nur    die   Verluste 
^^er  nur  die  Gewinne  herangezogen  zu  werden  brauchen  (s.  Nr.  111), 
^^Xid  bei  der  Bildung  des  FehUrrisikos  alle  möglichen  Fehler  in  Rech- 
^ting  zu  nehmen.     Dagegen  entsteht  die  Frage,  wonach  man  die  Be- 
^^utung  eines  Fehlers,  den  mit  ihm  verbundenen  Nachteil,  beurteilen 
^oU.    Wird   zunächst   allgemein    die  Bedeutung   eines  Fehlers    s   als 
Funktion  seines  Wertes  aufgefaßt  und  mit  ^(f)  bezeichnet,  so  ergibt 
sich  für  das  Fehlerrisiko*)  die  Definition:  es  sei  die  Summe  der  Pro- 
dukte aus  den  Wahrscheinlichkeiten  aller  möglichen  Felder  mit  den  ihnen 
erUsprechenden  Funktionswerten  ^  («).     Ist  (p  [s)  das  Fehlergesetz,  so 
drückt  sich  das  Fehlerrisiko  R  durch  die  Formel  aus: 


1)  Vielfach  anch  als  „totales  Fehlemsiko"  bezeichnet. 

Csuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  \^ 
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R=^j\(B),p(e)dB,  (1) 

die  Integration  über  alle  Werte  von  €  ausgedehnt. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dem  Fehler  eine  von  seinem 
Zeichen  unabhängige  und  mit  seinem  Betrage  wachsende  Bedeutung 
beizulegen,  d.  h.  die  Funktion  i^  (e)  so  zu  wählen,  daß 

^(£)  =  ^(-£),     und     t{£)>t{^)y     wenn     \ei>\al       (2) 

Bleibt  man  bei  diesen  allgemeinen  Festsetzungen  stehen,  so  läßt 
sich  zunächst  nachweisen,  daß,  sofern  der  einer  experimentellen  Be- 
stimmung anhaftende  Fehler  das  Gesetz 

befolgt,  das  mit  jener  Bestimmung  verbundene  Fehlerrisiko  am  Meinsten 
sei,  wemi  a  =  0  ist. 
Aus 


B  =  A  ff{s)c-^'^^-)\lB  (3) 


folgt  nämlich 


—  QO 

zerlegt  man  das  Integrationsgebiet  durch  die  Null  in  zwei  Teile, 
ändert  in  dem  ersten  Teile  des  Integrals  das  Vorzeichen  der  Va- 
riabein t,  so  ergibt  sich  vermöge  (2)  fiir  den  DiflFerentialquotienten 
die  Darstellung: 

^  =  ^'/[^  (t  +  a)-n,(t-  a)]  te-''-'dt. 

U 

Hier  nimmt  t  nur  positive  Werte  an;  ist  daher  a  >  0,  so  ist  nach  (2) 

tl^(t+a)-t{t-a)>0,     also  auch     ^  >  0; 

dagegen  bestehen  für  a  <  0  die  umgekehrten  Beziehungen.     Es  hat 

also  -7—    immer   gleiches  Vorzeichen    mit  a,   folglich    erlangt  ü  für 

a  =  0  sein  Minimum. 

Das  Fehlerrisiko   wird   femer   um    so   kleiner,  je    größer  h  ist 
vorausgesetzt,  daß  a  =  0  ist.     Denn  es  ist  dann 
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—  QO  0 

folglich  das  zu  einem  Werte  von  t  gehörige  Element  des  Integrals 
und  daher  12  selbst  um  so  kleiner^  je  größer  h  ist. 

Durch  diese  Beziehung  des  Fehlerrisikos  zum  Präzisionsmaß  ist 
erwiesen,  daß  jedes  Fehlerrisiko,  welches  mit  Einhaltung  der  Re- 
lationen (2)  gerechnet  ist,  sich  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  eignet. 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  das  Fehlerrisiko  R  gleich- 
bedeutend ist  mit  dem  Mittelwerte  der  Funktion  ^  {e)  (s.  Nr.  50).  Läge 
demnach  eine  Reihe  von  Werten  fj,  «g,  •  •  •  e^  des  Fehlers  vor,  wie 
sie  der  Zufall  zusammengetragen  hat,  d.  h.  wie  sie  sich  bei  einer 
Reihe  von  Beobachtungen  ergaben,  so  darf  dem  Bernoulli sehen 
Theorem  zufolge 

ttöi  80  sicherer  als  ein  Näherungswert  von  R  angesehen  werden,  je 
Stößer  n  ist;  denn  mit  beständig  wachsendem  n  nähert  sich  dieser 
Ausdruck  der  Grenze  -R. 

129.  Der  Durchschnittsfehler.     Der  aus  der  Wahl 

^^^  den  Bedingungen  (2)  der  vorigen  Nummer  entspricht,  hervor- 
gehende Wert  von  R  wird  als  DurcJischnittsfelder  bezeichnet.  Seine 
*^^d.€utimg  ist  die  des  Mittelwertes  der  Fehlerbeträge.  Liegt  demnach 
^^^e  Reihe  von  n  Fehlem:  e^,  e^y  '  '  '  ^n  ^^^y  ^^  ^^t^) 

^^^   aus  ihr  abgeleitete  Näherungswert  des  Durchschnittsfehlers  ^, 
Befolgen  die  Fehler  das  Gesetz 

so    ist 

-oo  0 

^^id  da    -  der  Wert  des  Integrals, 

^  =  -V-  (2) 


1)  Die  eckige  Klammer  soll  hier  und  im  folgenden  als  Summen  zeichen  für 
eichartige  Größen  zur  Verwendung  kommen. 
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Hiemach  ist  der  Durchschnittsfehler  dem  Präzisionsmaß  umge- 
kehrt, nach  der  in  Nr.  125  getroffenen  Festsetzung  der  Gimauigkeit 
ebenfalls  umgekehrt  proportional. 

Bei  bekanntem  %•  gibt  die  Formel  (2)  ein  Mittel  zur  Bestimmung 
des  Präzisionsmaßes. 

130.  Der  mittlere  Fehler.  Die  Quadratwurzel  aus  demjenigen 
Fehlerrisiko,  das  aus  der  Wahl 

<'(*)  =  ** 

hervorgeht,  ist  von  Gauß^)  unter  dem  Namen  des  mittleren  Fehlers 
in  die  Theorie  eingeführt  worden.     Der  mittlere  Fehler  ist  hiernach, 
die  Quadratwurzel  aus  dem  Mittelwert  des  Fehlerquadrates  und  wircL 
aus  einer  Reihe  von  Fehler  werten  «i,  ^2;     *  *  ^n  gefunden,  indem  maift^ 
aus  dem  Quotienten 

'^  (i> 

die  Quadratwurzel  zieht. 

Befolgen  die  Fehler  das  Gesetz 

so   ergibt  sich  für  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  fi  die  Formel    - 

—  QO  O 

woraus 

folgt. 

Auch  der  mittlere  Fehler  ist  dem  Präzisionsmaß  und  daher  der 
Genauigkeit  umgekehrt  proportional,  eignet  sich  also  wie  der  Durch- 
schnittsfehler zu  einem  Genauigkeitsmaß. 

Der  mittlere  Fehler  entspricht  dem  sogenannten  mittleren  Risiko 
bei  vom  Zufall  abhängigen  Unternehmungen  (s.  Nr.  114). 

131.  Der  wahrscheinliche  Fehler.  Dieser  ist  nicht  auf  den 
Begriff  des  Fehlerrisikos  aufgebaut.  Man  versteht  darunter  jene 
Fehlergrenze  r,  für  deren  Überschreitung  wie  NichtÜberschreitung  die 

Wahrscheinlichkeit        besteht^).     Die  Giltigkeit  des  Fehlergesetzes 

yn 


1)  Theoria  combinationis,  Art.  7. 

2)  Gauß,   Bestimmung  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen.     Zeitschr.  f. 
Astron.  I,  1816. 
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vöX'aTisgesetzt,  ergibt  sich  r  aus  der  Gleichung 


r  rh 

1  2^ 

IT 


■J'-"-"-fJ'~"'"- 

0  0 


deren  Lösung  nach  Nr.  73,  Gleichung  (10), 

rh  =  0,476936  =  q^  (1) 

ist.  Es  eignet  sich  demnach  r,  als  dem  Präzisionsmaß  umgekehrt 
proportional,  theoretisch  in  gleicher  Weise  als  Genauigkeitsmaß  wie 
^  und  fi. 

Liegt  eine  durch  den  Zufall  erzeugte  Reihe  von  n  Fehlem  vor, 
i^d  ist  sie  nach  den  absoluten  Beträgen  steigend  geordnet,  so  be- 
zeiclinet  bei  ungeradem  n  der  mittelste,  bei  geradem  n  ein  zwischen 
^^n  beiden  mittelsten  angenommener  Zahlwert  eine  angenäherte 
Bestimmung  von  r. 

132.  Vergleichende  Betrachtung  der  Oenauigkeitsmaße. 

^it  den  drei  in  den  letzten  Nummern  besprochenen  ist  die  Zahl  der 
^^<>f^lichen  Genauigkeitsmaße  nicht  erschöpft.  Aus  dem  allgemeinen 
^Rriffe  des  Fehlerrisikos  ließe  sich  vielmehr  durch  Spezialisierung 
^öx"  Funktion  ^(f)  noch  eine  unabsehbare  Reihe  geeigneter  Maße 
^l>Xeiten. 

Unter  diesen  sind  diejenigen,  welche  nach  Art  des  Durchschnitts- 
^^^d  des  mittleren  Fehlers  aus  Mittelwerten  der  FeJderpotenzen  hervor- 
K^ten,  Gegenstand  eingehender  Untersuchungen  geworden.  Wählt 
^an  nämlich 

^xxd   bezeichnet   den   zugehörigen  Wert   von   li   mit  R^,   so   ist  bei 
Oeltung  des  exponentiellen  Gesetzes 

''■'■r.f'''"'"""i^J''''""''  Ui  ■  '"■> 


^TT 


folglich  die  Größe  'V^m  ^^^  Präzisionsmaß  umgekehrt  proportional 
und  daher  ebenso  zu  einem  Präzisionsmaß  geeignet  wie  0*  und  [i. 

Bei  Entscheidung   der  Frage,    welches  von  all  diesen  Genauig- 
keitsmaßen  zu   wählen   sei,    hat   —    den   praktischen    Gesichtspunkt 


1)  Die  Gammafunktion,  welche  den  Zähler  des  Bruches  bildet,  hat  für 
m=l  2  3  4  5  6 


den  Wert 


„/w  +  l\       ^  1,/-         ,         13,/-         ^     ^         13    5,- 
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zunächst  bei  Seite  gelassen  —  die  folgende  theoretische  Erwäga=^^c=ig 
mitzusprechen.  In  Wirklichkeit  wird  für  jR^^  immer  nur  aus  eii^^»^  ^it 
vorgelegten  Reihe  von  Einzelwerten  des  a:  e^,  6^9  '  '  '  ^n>  ®^  Näl=^:^e- 
rungswert  zu  erzielen  sein  durch  Ausrechnung  der  Formel 

---J,     beziehungsweise     LLLLJ^  C        J2) 

jenachdem  m  gerad  oder  ungerad  ist.  Nun  erweist  eine  eingehei^B_  -^e 
Untersuchung^),  daß  der  Ausdruck  (2)  nicht  für  jedes  m  gleich  rtif  -^«h 

dem    theoretischen  Werte    JB,^   als    Grenze    sich    nähert,    mit   andt ^  ^^^ 

Worten,  daß  bei  gegebenem  (großen)  n  die  Grenzen,  innerhalb  welcl  ^  ^r 
die  Differenz 

'«  n 

mit  gegebener  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  ist,  von  m  ablMmg^  ^T*^ 
und  am  engsten  sind  für  m  =  2,  dafj  also  die  Beurteilung  der  G^^^^^ 
fmtiigleit  nach  d^n  Mittelwerte  der  Fehlerqtia<1rate  oder  nach  d^:^"^^^ 
mittleren  Felder  die  sicherste  ist. 

Die  Sicherheit,    welche   die  Wahl  w  =  1  —  der  DurchscknitÄ^^^^ 
fehler  —  gewährt,  kommt  nach  jenen  Untersuchungen  der  von  m  =—        ^ 
sehr  nahe.     Trotzdem  und  trotz  der  einfacheren  Rechnung,  welche 
gegenüber  ^  erfordert,  ist  doch  der  mittlere  Fehler  das  üblichste  Gfc 
nauigkeitsmaß  geworden. 

Aus  der  Zusammenstellung  der  Formeln  für  d",  ^,  r: 

geht  übrigens  hervor,  daß  mit  einer  der  drei  Größen  auch  die  beiden 
andern  und  h  bestimmt  sind;  es  ergeben  sich  nämlich  die  Beziehungen: 

ii  =  yi  *=  1,25331^ 
/•  =  Po  ^2;*=  0,07449  ft 

h  = 


1 

= 

1 

= 

r 

0,56419 

= 

0,70710 

- 

0,47936 

Hat  man  zwei  oder  mehrere  der  Größen  unabhängig  von  einander 
bestimmt,   so  liefert  ihre  Prüfung  an   den  vorstehenden  Beziehungen 

1)  Vgl.  hierzu  Helm  er  t,  Über  die  Wahrscheinlichkeit  der  Potenz- 
summen  etc.  Zcitschr.  f  Math.  u.  Phys.  21  (1876);  Pizzetti  1.  c,  p.  256ff.; 
des  Verf.s  „Theorie  der  Beobachtungsfehler'^  p.  130  ff. 


an 
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eine  generelle  Probe  dafür,  ob  die  zugrunde  gelegten  Fehler  nahe 
genug  dem  Fehlergesetz  entsprechen,  aus  welchem  jene  Beziehungen 
Ii er- vorgegangen  sind. 

Eine  eingehende  Probe  hätte  sich  auf  die  Verteilung  der  Fehler 
^^ch  Vorzeichen  und  absoluter  Größe  unter  Benützung  eines,  etwa 
^^s  ^,  gerechneten  Präzisionsmaßes  zu  erstrecken.  Unter  n  Fehlern 
^®ti    die  Hälfte  positiver  und  die  andere  Hälfte  negativer,  femer  sind 

ah 

\lt==n0{ah) 

0 

^^^hler  zwischen  —  a  und  + «  zii  erwarten.  Diese  Angaben  ent- 
^Jirechen  der  wahrscheinlichsten  Verteilung  (s.  Nr.  80).  Umfangreiche 
'Untersuchungen,  welche  in  dieser  Richtung  ausgeführt  worden  sind, 
-tt»ben  das  Fehlergesetz 

^d8  eine  gute  approximative  Darstellung  der  Fehlerfrequenz  bestätigt^). 
Häufigen  Gebrauches  wegen  ist  nachstehend  eine  Tabelle  mit- 
geteilt, aus  welcher  die  Wahrscheinlichkeit  zu  entnehmen  ist,  daß  ^r 
^iner  Beobachtung  oder  Bestimmung  anhaftende  Fehler  dem  Betrage 
nach  zwischen  0  und  dem  A'-fachen  Durchschnitts-,  mittleren  oder 
wahrscheinlichen  Fehler  gelegen  sei.  Der  Ausdruck  für  diese  Wahr- 
scheinlichkeit ist  nach  den  Formeln  (3)  bezüglich  des  Durchschnitts- 
fehlers: 

0 

bezüglich  des  mittleren  Fehlers: 

kh/ii 
0 

bezüglich  des  wahrscheinlichen  Fehlers: 

khr 


1)  Näheres  hierüber  vgl.  in  Verf.s  „Theorie  der  Beobachtungsfehler'*, 
p  188—202;  C.  S.  Peirce,  On  the  theory  of  errors  of  observationa.  Coast  and 
Geod.  Survcy  1870. 
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WahrHcheinlichkeit  P,  daß  der  Fehler  einer  Bestimmung 'den  ^- fachen  d 
sehnittlichen,  mittleren  und  wahrscheinlichen  Fehler  nicht  überschreite. 


k 

(0,  A:^} 

(0,  kiL) 
P    ~   ~ 

Wfcr) 

P 

P 

0,2 

0,126% 

0,16809 

0,107H1 

0,4 

0.36072 

0,31100 

0,21268 

0,6 

0,42645 

0,45122 

0,;iU»O 

0,8 

0J7640 

0,57653 

0,41062 

1,0 

0,57489 

0,68260 

0,60000 

1,2 

0,661(53 

0,76956 

0,68171 

1,4 

0,73610 

0,83851 

0,66498 

1,6 

0,70789 

0,^9028 

0,71949 

tß 

0,8ü20t 

0,92818 

0,77628 

2,0 

0,88933 

0,96346 

0,82261 

2,2 

0,92074 

0,97114 

0,86216 

2.4 

0,94448 

0,98763 

0,89450 

2,6 

0,96184 

0,99065 

0,92061 

2,8 

0,97445 

0,99489 

0,94106 

3,0 

0,98328 

0,99729 

0,96698 

3,2 

0,98932 

0,99873 

0,96910 

3,4 

0,99331 

0,99932 

0,97817 

3,6 

0,99591 

0.99968 

*>,98482 

Bß 

0,99766 

0,99985 

1   0,98962 

4,0 

0,99867 

0,99994 

1   0,99302 

An  diese  Tabelle  soll  die  Frage  nach  dem  mutmaßlichen  größten 
Felller  in  einer  Beobachtungsreihe  angeschlossen  werden.  Bei  einer 
Gattung  von  Beobachtungen  bekannter  Genauigkeit  von  einem  größten 
Fehler  schlechtweg  zu  sprechen,  geht  nicht  an;  denn  bis  zu  welcher 
Größe  Fehler  auftreten,  wenn  man  die  dem  Gesetze  entsprechende 
Verteilung  voraussetzt,  hängt  von  dem  Umfange  der  ausgeführten 
Beobachtungsreihe  ab.  Ist  n  die  Anzahl  der  Beobachtungen,  P  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  der  absolute  Betrag  eines  Fehlers  ifcft  nicht 
überschreite,  so  ist  w(l  — P)  die  erwartungsmäßige  Anzahl  der  Fehler 
jenseits  dieser  Grenze;  und  nur  wenn  diese  Anzahl  1  oder  darüber 
ist,  sind  Fehler  zu  erwarten,  die  über  den  Betrag  ift  hinausgehen. 
Man  kann  daher  durch  Auflösung  der  Gleichung 

w(l  -  P)  =  1 

nach  n  dem  Umfang  der  Beobachtungsreihe  feststellen,  bei  welcher 
Ä/i  als  größter  Fehler  zu  erwarten  ist.  Mit  Benützung  der  oben  zu- 
sammengestellten Werte  von  P  ergibt  sich: 


f  ür  Ä  =  2 
n  =  21. 


2,4 

81, 


2,8 
196, 


3 
389, 


3,4 
1471, 


3,8 
(3667, 


4 

16667. 


Man  ersieht  daraus,  wie  rasch  n  im  Vergleiche  zu  h  wächst  und  daß 
nur   bei    sehr   umfangreichen  Beobachtungsreihen  ein  Fehler   zu  ge- 
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^axiigen  ist,  der  den  dreifachen  mittleren  Fehler  übersteigt.  Selbst  bei 
^OO  Beobachtungen  wird  der  größte  Fehler  voraussichtlich  nicht  über 

^a«  2y  fache  des  mittleren  Fehlers  betragen. 

133.  Verwendung  von  Beobaohtungsdifferensen  anir  Oe- 
lUtnigkeitsbestimmang.  Es  liegt  nahe^  Differenzen  von  Beobach- 
ttmgen  einer  Größe  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  zu  verwenden, 
Weil  sie,  unabhängig  von  der  Kenntnis  des  wahren  Wertes  der  be- 
obachteten Größe,  Differenzen  von  Beobachtungsfehlem  darstellen. 
Liegen  nämlich  für  eine  unbekannte  Größe  X  zwei  Beobachtungs- 
resultate l^y  /j  vor,  so  ist 

daher 

Befolgen   die   Einzelfehler    das   Gesetz     -    e~^^^%   so    unterliegen    die 
Differenzen  (s.  Nr.  126  Schlußj  dem  Gesetz 

h     -  ,  ^ 


2 


«  7 


t/2 

hiemach  ist   der  Mittelwert  von   j^'   gleich    — —    (s.  Nr.  129\  also 

auch  gleich  'ö'}^,  und  der  Mittelwert  von  J'  gleich   ^,-  (s.  Nr.  130), 

mithin  gleich  2|Lt^  Stehen  also  s  (unabhängige)  Beobachtungsdiffe- 
renzen ^1,  J^y '  '  ^»  zur  Verfügung,  so  kann  man,  je  größer  s,  um 
so  sicherer  setzen: 


s 


woraus  sich  für  %  und  (i  die  Bestimmungen  ergeben: 


»-^.  « 


,_-j/PfI.  (2) 

Aus  n  Beobachtungswerten  lul^j-ln  ^^^  ^  lassen  sich  .s==  ,^  — 
Beobachtimgsdifferenzen  bilden,  die  indessen  nicht  sämtlich  unabhängig 
von  einander  sind;  vielmehr  lassen  sich  nur  n  —  1  unabhängige  aus- 
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wählen;  trotzdem  gelten,  wie  Andrae^)  und  Helmert*)  nachgewiesen 
haben,  bei  Verwendung  aller  die  Formeln: 


IL  Abschnitt.    Kombination  von  Beobachtangen. 

§  1.    Direkte  Beobaclitungen. 

134.  Direkte  Beobachtungen  gleicher  Oenauigkeit.  Das 
arithmetische  Mittel  als  die  mit  dem  kleinsten  Fehlerrisiko 
verbundene  Bestimmung.  Man  spricht  von  direkten  Beobach- 
tungen, wenn  die  Messung  an  der  zu  bestimmenden  Größe  selbst 
vorgenommen  wird. 

An  einer  unbekannten  physischen  Größe  X  seien  n  ghich  genaue 
Beobachtungen  mit  den  Resultaten  /j,  l^y '  '  '  h  vorgenommen  worden. 
Wir  nehmen  an,  es  lasse  sich  im  voraus  eine  Kombinationsregel  an- 
geben, durch  deren  Anwendung  sich  aus  den  Beobachtungsergebnissen 
der  vorteilhafteste  Wert  der  Unbekannten  x  ergibt;  sie  laute: 

■'^=nh,h,-Q-       .  (1) 

Vorausgesetzt,  daß  die  Fehler  der  Beobachtungen  dem  Gesetze 

folgen,  soll  jener  Wert  als  der  vorteilhafteste  gelten,  der  das  kleinste 
Fehlerrisiko  nach  sich  zieht. 

Dies  sind  die  Grundlagen  für  die  folgende  Untersuchung. 

Bezeichnet  man  die  Ableitung  von  f  in  bezug  auf  l^  mit  a,.,  so 
hat  man  folgende  Entwicklung  für  /'(X,  X,  •  •  •  X): 

/•(x,x,...x)  =  /-(A  +  x-/„/,  +  x-i„...?,  +  x-o 

wobei  5i  die  Zusammenfassung  der  Glieder  höherer  Ordnung  in  bezug 
auf  die  Differenzen  X  —  ?j,  X  —  /j,,  ••  •  bezeichnet.  Setzt  man  diese 
Differenzen  als  sehr  klein  voraus  und  unterdrückt  in  Rücksicht  darauf 
ü,  so  wird  weiter: 

/•(X,  X,  •  •  •  .\ )  =  X  +  X\a\  -aj,-a,l, aj„, 

1)  Astron.  Nachr.  LXXIV  (1869).        2)  Ibid.  LXXXVHI  (1876). 
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und  daraus  ergibt  sich,  wenn  man  sich  der  Abkürzung 

f(X,X,---X)-X[a]==h  (2) 

bedient: 

x^]c  +  aJ,  +  a^l,  +  -'  +  aJ„.  (3) 

Damit  x  durch  die  Beobachtungsergebnisse  allein  bestimmt  sei,  muß 
Je  eine  von  X  unabhängige  Größe  bedeuten. 
Schreibt  man  (2)  in  der  Form 

/•(X,  X, .  . .  X)  =  7c  +  «,X  +  (^X  +  . . .  +  a,X,  (2*) 

so  folgt  aus  (2*)  und  (3)  durch  Subtraktion: 

f{X,  X, ...  X)  -  X  =  a,e^  +  «2^8  +  •  •  •  +  «««„. 

Diese  lineare  Funktion   der  Beobachtungsfehler  befolgt  nach  Nr.  126 
das  Gesetz 

wobei 

H^^        -^^ 

«i'  +  «.*  + •••  +  ««' 

ist. 

Setzt  man  also 

f(X,  X,  •  • .  X)  -x  =  z, 

so  wird 

X  -  o;  =  X  -  /'(X,  X, . .  .  X)  +  z 

^X-X[a]-Jc  +  z 

=  X(l-[a])-fc  +  -^ 

und  mit  der  Abkürzung 

X{l-[a])-k^A 

weiter 

X  —  x^A  +  0', 

wird   demnach^  der  Fehler  in  der  Bestimmung  x,  d.  i.  X  —  x,  mit  t 
bezeichnet,  so  ist  vermöge  z  =  t  —  Ä  und  da  ^  dt: 

die  Wahrscheinlichkeit,  daß  x  innerhalb  der  Grenzen  t  und  t  +  dt  von 
X  abweiche. 

Nach  den  Ergebnissen  der  Untersuchung  in  Nr.  128  wird  das  der 
Bestimmung  von  x  anhaftende  Fehlerrisiko   am  kleinsten  sein,  wenn 

A  =  0         und         H  ein  Maximum 
ist. 

Die  erste  Forderung  führt  zu  der  Gleichung 

X(l-LaJ)-fc  =  0, 
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die  bei  der  Unabhängigkeit  zwischen  Ji  und  X  nur  erfüllt  ist  für 
i  =  0         und         M=l. 
Hiernach  sind  die  Koeffizienten  «  des  Ausdrucks 

X  =  aJi  +  cc^h  +  '-  +  ^Jn7  (4) 

damit  er  den  vorteilhaftesten  Wert  darstelle,  gemäß  den  Forderungen: 

«i  +  «2  +  •••  +  «„=  1,     «1^  +  «2^  +    •  •  +  ^/i^  ®^°  Minimum 
zu  bestimmen.     Dies  aber  führt  auf 


demnach  ist 


—       —  J_ 


^-'■  +  ''  +  -  ^+'-;  (5) 


d.  h.  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beohactitmigsergebnisseii  ist  die 
mit  deni  Tdeinsten  Fehlern siko  hehaftete  BeMimmung  der  Unbekannten, 
Das  Gesetz,  welchem  die  Fehler  dieser  Bestimmung  folgen,  lautet 
den  vorstehenden  Entwicklungen  zufolge 


ihr  Präzisionsmaß  ist 

ihr  mittlerer  Fehler 

H^hyn, 

f^x 

1             1 
H}/i        h  y2n 

Vn 

(6) 

wenn  ft  den  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  bedeutet. 

Die  Gefiauigl'eit  des  arithmetischen  Mittels  ans  n  gleich  genauen 
Beohachtmigen  ist  demnach  Yn-mal  größer  als  die  Genauigkeit  der  Be- 
ohachtungen  selbst. 

135.  Fortsetzung.  Das  arithmetische  Mittel  als  wahrschein- 
lichster Wert  der  Vnbricannten.  Zur  Bestimmung  einer  unbekannten 
Größe  X  liegen  n  gleich  genaue  Beobachtungen  hyl^j'  '  'K  ^^^y  deren 
wahre  Fehler 


fj  =  -   /g  +  A                                                           (i-j 

das  Gesetz 

s„  =  -l„  +  X 

;: .-'               (2) 

befolgen  mögen. 

Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori,  daß  n  erst 
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anzustellende  Beobachtungen  mit  den  Fehlem  e^,  e^^-  •  -  b„   behaftet 
sein  werden,  proportional  dem  Ausdruck 

nachdem  die  Beobachtungen  Torliegen,  hat  die  Annahme,  x  sei  der 
wahre  Wert  der  beobachteten  Größe,  eine  dem  Ausdruck 

proportionale  Wahrscheinlichkeit;  diese  wird  am  größten,  wenn 

(-  l^  +  xy  +  {'-^  +  xy+'"  +  (-  l^  +  xy  ein  Minimum  (3) 
wird.     Daraus  ergibt  sich  für  x  die  Bestimmung: 

,.hJ,-.±^^i  +  :.  (4) 

Das  arithmetische  Mittel  ist  also,  die  Geltung  von  (2)  voraus- 
gesetzt, derjenige  Wert  der  Unbekannten,  welcher  der  wahrschein- 
lichsten Hypothese  entspricht,  der  wahrscheinlichste  Wert  derselben. 

In  der  Bedingung  (3)  spricht  sich  jenes  Prinzip  in  seiner  ein- 
fachsten Form  aus,  das  die  Grundlage  des  Ausgleichungs Verfahrens 
„nach  der  Methode  der  Ideifisten  Quadrate^'  bildet.  Dieses  Prinzip  lautet 
dahin,  daß  der  vorteilhafteste  Wert  der  Unhekarmten  derjenige  sei,  für 
welcJien  die  Summe  der  Quadrate  der  den  Beobachtmigen  zugeschriebenen 
(scheinbaren)  Fehler  ein  Minimum  ist^). 

136.  BeBtimmimg  der  Oenauigkeit  der  Beobachtungen 
und  Utres  arithmetiBchen  Mittels.    Zur  Erledigung  dieser  Auf- 


1)  Zur  Geschichte  der  Erfindung  und  Begründung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  genüge  die  folgende  kurze  Notiz.  Die  erste  Veröffentlichung  und  auch 
der  Name  stammt  von  A.  M.  Legendre  und  ist  in  dem  vom  6.  März  1805 
datierten,  1806  gedruckten,  9  Seiten  umfassenden  „Appendice"  zu  der  Schrift: 
„Nouvelles  methodes  pour  la  determination  des  orbites  des  cometes"  enthalten. 
Der  Zeitfolge  der  Publikation  nach  kommt  der  Amerikaner  R.  Adrain  mit  seiner 
1808  im  I.  Bande  der  von  ihm  selbst  herausgegebenen  Zeitschrift  „The  analyste" 
niedergelegten  Abhandlung  „Research  conceming  the  probabilities  of  the 
errors  etc.",  der  wohl  unzweifelhaft  unabhängig  von  andern  zu  der  Methode 
gelangt  war.  Das  Prioritätsrecht  der  Erfindung  gebührt  aber  C.  F.  Gauß,  der 
nach  mehrfachen  eigenen  Angaben  (s.  den  1900  erschienenen  Band  VIII  seiner 
Werke,  p.  136—141)  sich  seit  1794  im  Besitze  der  Methode  befand;  er  gab  ihr 
auch  die  erste  wissenschaftliche  Begründung  in  der  „Theoria  motus  corporum 
coelestium'',  Hamburg  1809.  Auf  ihn  folgte  P.  S.  de  Laplace  mit  seinen  tief- 
gehenden Untersuchungen  über  den  Gegenstand  im  IV.  Kapitel  seiner  1812  zum 
ersten  Male  erschienenen  „Theorie  analytique  des  probabilites".  Einen  gewissen 
Abschluß  in  der  theoretischen  Entwicklung  bedeutet  die  große  1821 — 1826  in 
den  Schriften  der  Göttinger  gel.  Gesellschaft  von  C.  P.  Gauß  veröffentlichte  Ab- 
handlung: „Theoria  combinationis  observationum  erroribus  minimis  obnoxiae".  — 
Näheres  zur  geschichtlichen  Seite  s.  in  des  Verf.s  „Theorie  der  Beobachtuugs- 
fehler". 
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gäbe  legen  wir  uns  folgende  Frage  vor:  Wenn  die  wahren  Fehler  der 
Beobachtungen  ?i,  ?2,    •  •  ^„,  d.  i. 


'2 '2  -r  ^ 

(1) 

das  Gesetz 

(2) 

befolgen;  welchem  Gesetze  sind  dann   ihre 

Abweichungen 

vom  arith- 

metischen  Mittel,  die  scheinbaren  Fehler 

^1  =  -  'i  +  ^ 

Aj  ==  —  ^2  +  a:  ygv 

unterworfen?  K--h  +  ^> 

Zunächst  ergibt  sich  aus  der  Summierung  von  (3)  mit  Rücksicht 
auf  den  Wert  von  x,  daß 

igt.  Aj       +       ^       +       .      •       .       +       ^„      =      0  (4) 

Weiter  gibt  die  Subtraktion  homologer  Gleichungen  aus  den 
Systemen  (1)  und  (3): 

s^  —  k^  ==  X  —  X 

^i  ~  ^2  =  X  —  X  ^gx 

6„-k„  =  X-X', 

die  Summe  dieser  Gleichungen  ist  vermöge  (4) 

^1  +  ^2  + ^-  «n  =  ^(^  -  ^)-  (^>) 

Mit  Hilfe  von  (5)  und  (6)  lassen  sich  die  scheinbaren  Fehler 
durch  die  wahren  ausdrücken  wie  folgt: 

,  1  ,    w  —  1  1  1 

Es  stellt  sich  also  jeder  scheinbare  Fehler  als  lineare  Funktion 
der  wahren  Fehler  dar,  befolgt  also  auch  ein  Gesetz  von  der  Form 
(2),  jedoch  mit  einem  andern  Präzisionsmaß,  das  für  alle  A  dasselbe 
und  nach  Gleichung  (7),  Nr.  12G  gleich  ist 

*■-   ;.-...'..,.-. -1/  ",;.. 
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Die  Abweichungen  vom  arithmetischen  Mittel  befolgen  also  das 
Gesetz 


V  n  —  l      — 


Vi    -        ■  ■         ('> 

das  sich  von  (2)  durch  ein  im  Verhältnis  |/n  :  l/n  —  1  größeres  Prä- 
zisionsmaß unterscheidet. 

Der  Durchschnittswert  von  I  A '  ist  also  nach  Nr.  129 


findet  sich  aber  aus  der  vorhandenen  Reihe  von  Einzelwerten  ^i,  ^y-"  ^„ 
annähernd  gleich 

n      ' 

setzt  man  beide  Ausdrücke  einander  gleich   und   beachtet,   daß  ~~= 

hyn 

der    Durchschnittsfehler  d"   einer  BeohacJihing   ist,    so    ergibt   sich  für 

diesen  die  Formel: 

*=-/JIL.  (8) 

Mit  Hilfe  von  (7)  erhält  man  femer  als  mittleren  Wert  von  k^ 
nach  Nr.  130  den  Ausdruck 

1 


2 


aus    den    zu  Gebote  stehenden  Einzelwerten  Aj,  X^,  •    •  A„  ergibt  er 
sich  annähernd  zu 

n    ' 
setzt  man  beide  Ausdrücke  einander  gleich  und  berücksichtigt,  daß 
-   -    der  mittlere  Fehler  (i  einer  Bedbacldung  ist,   so   erhält  man  für 
diesen  die  praktisch  verwendbare  Formel 


^-vn-  (») 


Der  wahrscheinliche  Fehler  r  einer  Beohaehtung  läßt  sich  nun  aus 
ft  oder  ^  durch  einfache  Multiplikation  mit  einem  Zahlenkoeffizienten 
(s.  Nr.  132)  ableiten. 

Nach  dem  am  Schlüsse  von  Nr.  134  gefundenen  Resultate  steht 
der   mitÜere   Fehler  ft^   des   arithmetischen   Mittels   zu   dem    mittleren 


:J4"  Z-^-  ■'■  ■    ■l"''i.       A;>-l.i.  :.::'i_r^r.  .'.i.':!.- 

Fehler   a   einer   Beobachtung   in   der   Beziehung,   daß  a^  =  ^    " 

Formel  ^^9j  ist  also  *  ' 

/*x  P^    ,,  („  _  1) 

137.  Direkte  Beobaohtnngen  nngleiclier  OenanigkeL"*^ 
Begriff  des  Oewichtes.  Eine  unbekannte  Größe  X  sei  n-m^l, 
jedoch  nicht  unter  gleichen  umstanden  beobachtet  worden,  so  di^A 
den  Beobachtungsergebnissen  /j,  ig,  •  •  •  /^,  deren  Fehler  einzeln  deK3D 
Exponent ialgesetz  unterworfen  sein  mögen,  verschiedene  6enaaigk»x.i 
zukommt;  die  Prazisionsmaße  ^4,  A,,  -  •  •  h^  werden  als  beksncB.i 
vorausgesetzt 

Die  Durchf&hmng  des  in  Nr.  134  befolgten  Gedankenganges  ffthiK^ 
zu  dem  Ergebnis,  daß 

den  vorteilhaftesten  Wert  der  Unbekannten  darstellt,  wenn  die  Koe£^5- 
zienten  den  Bedingungen: 

«i  +  «j  H h  ««  =  1,     ^H  +  ^  + f"  ä"«   ®^  Minimum 

gemäß  bestimmt  werden;  diese  Bedingungen  ergeben  aber: 


■  +  K 


(1^ 

der  vorteilhaftste,  d.  i.  der  mit  dem  kleinsten  Fehlerrisiko  verbundene 
Wert  der  Unbekannten.  Es  ist  dies  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen auch  der  wahrscheinlichste  Wert,  weil  er  den  Ausdruck 

<^- [  V.- ^  +  ■"  +  V 1- '^ +-r'' +  •  •  +  V  (- '« + -r^"! 

zu  einem  Maximum  macht;  denn  für  den  Wert  (1)  von  x  wird 

/,,. ( -  /,  +  rr-  +  K- (-  /,  +  xf  +  •  •  •  +  A,r (-  '.  +  xy         (2) 

ein  Minimum. 

Man  kann  die  einzelnen  Beobachtungen  statt  durch  das  Pri- 
zisionsmaß  durch  den  mittleren  Fehler  charakterisieren;  ist  fij  der 
mittlere  Fehler  von  /j,  so  ist 

1  ^         1 
''1'=  .1    * 

teen  u.  s.  w.:  dann  geht  (1 1  über  in 


«1  = 

h, 

'  +  l>. 

+  V 

,     «j 

~Ä. 

Demnach 

ist 

X 

_/..'/, 
*. 

H — 
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X  = 


Multipliziert    man   Zähler   und   Nenner   mit   der   beliebig   gewählten 
positiven  Zahl  ft^  und  setzt 

"     =Pj  (1  =  1,2,...«),  (3) 

(4) 


8o    ^wird  auch 


V'i 


^  _  Pxh+Pth+-+PnK  _  iP3. 
Pl+Pt  + VPn  [P] 


Die  positiven  Zahlen  l>i,  ft,  •  •  •  1>„,  welche  dem  Gange  der 
Rechnung  nach  proportional  sind  den  Quadraten  der  Genauigkeit  der 
Beohachtungen,  bezeichnet  man  als  deren  Gewichte.  Man  kann  durch 
^mitsprechende  Wahl  von  ft^  bewirken,  daß  die  Gewichte  ganze  Zahlen 
^ex-den  oder  wenigstens  bis  auf  zu  vernachlässigende  Bruchteile  durch 
gaiize  Zahlen  ersetzt  werden  können. 

Für  ft,.  =  ft  wird  |>.  =  1 ;  es  hat  also  die  eingeführte  Zahl  ft  die 
Bedeutung  des  mittleren  Fehlers  einer  fingierten  Beobachtung,  der 
das  Gewicht  1  zukommt;  man  nennt  aus  diesem  Grunde  ft  den 
"^^ittleren  Felder  der  Geirichtseinheit 

Hätte  man  2h  +  Pi  +  ' '  '  +  Pn  Beobachtungen  von  der  Art  der 
fingierten,  also  vom  Gewichte  1,  angestellt  und  hätten  p^  davon  das 
Resultat  /i,  p^  das  Resultat  Z^,  •  •  •  i?„  das  Resultat  l„  ergeben,  so  er- 
gäbe sich  aus  diesen  gleich  genauen  Beobachtungen  auch  der  Mittel- 
wert (4).  Es  wiegt  demnach  eine  BeohaMung y  deren  Gewicht  p  ist, 
p  Beobachtungen  vom  Gewichte  1  auf,  zunächst  in  bezug  auf  die 
Bildung  des  Mittelwertes. 

Das  Gewicht  tritt  zu  den  bisher  betrachteten  Präzisionsmaßen  als 
neues  hinzu. 

Sowie  die  Form  (1)  des  Resultates  aus  der  Bedingung  (2),  so 
kann  die  Form  (4)  aus  der  Bedingung: 

Ä  (- 'i  +  ^)' +  Ps  (- '2  +  ^)' +  •  •  •  +  i>.  (- 'n  +  ^)' ein  Minimum,  (2*) 

abgeleitet  werden. 

Im  Falle  ungleich  genauer  Beobachtungen  erweitert  sich  also  das 
am  Schlüsse  von  Nr.  135  erkannte  Prinzip  dahin,  daß  die  Summe  der 
mit  deti  Gewichten  multiplizierten  Quadrate  der  (scheinbaren)  Fehler  zu 
einem  Minimum  zu  machen  sei,  um  den  vorteilhaftesten  Wert  der  Un- 
bekannten zu  erhalten. 

Die  Formel  (4)  kommt  auch  zur  Anwendung,  wenn  die  'i,  ^2?  *  *  * '» 
nicht  unmittelbare  Beobachtungsresultate,  sondern  arithmetische  Mittel 
aus  Beobachtungsreihen  darstellen;  /li^,  il^,  •  •  •  /i„  bedeuten  dami  die 
mittleren  Fehler  dieser  arithmetischen  Mittel.    Sind  letztere  aus  gleich 


Qznher,  WahrscheialichkeitBrechun iig. 


Y'ö 
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genauen  Beobachtungen   vom   mittleren  Fehler  ft,   in   den  Anzahlei^ 
^17  ^'2?  ' '  '  ^n  entstanden,  so  ist 

wählt   man   also    die   einzelne   Beobachtung   als    Gewichtseinheit,   9^ 
wird  das  Gewicht  der  „Beobachtung''  l^i 

Für  die  wahren  und  scheinbaren  Fehler  der  Beobachtungen 
stehen  die  Gleichungen: 

fi  =  —  ?!  +  X  Ai  =  —  ?i  +  rr 

£,  =  -i,  +  X  (5)  A,  =  -/,  +  rr  (S; 


Aus  dem  zweiten  System  folgt  mit  Rücksicht  auf  (4): 

Pl^l  +P,^  +  "'+  PnK  =  [P^]  =  0.  (7) 

Durch  Verbindung  beider  Systeme  ergibt  sich  wegen  (7): 

woraus 

[p\  ^      [p]  ^         '       [p]  **' 
demnach  befolgt  der  Fehler  in  der  Bestimmung  x  das  Gesetz: 


worin 

1 

ft'        A' 

VpY. 

nun 

ist  aber  hr  = 

1 

=  ^?^,  folglich 

-"            2^«' 

dara 

US  aber 

ergibt 

sich  der  mittierc  Fehler  des  Mittels  x: 

1                 (t 

(8) 

Mit  der  Formel  (6)  in  Nr.  134  verglichen  zeigt  dies,  daß  das  gegen- 
wärtige Mittel  äquivalent  ist  einem  gew(")hnlichen  arithmetischen  Mittel 
aus  [j>]  Beobachtungen  vom  Gewichte  1. 
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Setzt  man  in  (8)  für  die  einzelnen  p  ihre  Ausdrücke  aus  (3), 
so  kommt  man  zu  einer  Formel,  welche  den  mittleren  Fehler  von  x 
i^i"oli  die  mittleren  Fehler  der  zu  seiner  Berechnung  verwendeten  l 
»visdrückt,  nämlich: 

^.  -  ■■--_  — -' --^=.  -  -4=^.  (9) 


y^+v+-+^-  m 


Noch  handelt  es  sich  darum,  mit  Hilfe  der  bekannten  Gewichte 
Atid  der  scheinbaren  Fehler  die  Genauigkeitsbestimmung  durchzuführen, 
^SiTnlich  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  und  des  Mittels  x 
^^  Tjerechnen. 

Zwischen  dem  mittleren  Fehler  f*,.  einer  Beobachtung  vom  Ge- 
"^ichte  i\  und  dem  mittleren  Fehler  ^  einer  Beobachtung  vom  Ge- 
wehte 1  besteht  nach  (3)  die  Beziehung: 

t  i^  =  NVPi' 

Übertragt  man  diese  Beziehung  auf  die  einzelnen  Abweichungen  vom 
Mittel,  so  wird  der  Abweichung  A,.  einer  Beobachtung  vom  Gewichte  p^ 
bei  einer  Beobachtung  vom  Gewichte  1  die  Abweichung 

entsprechen.  Aus  den  transformierten  Abweichungen  l^\  X^\  •  •  •  >l„' 
aber  bestimmt  sich  der  mittlere  Felder  der  Gewirhtieinlteit  gemäß  der 
Formel  (9)  der  vorigen  Nummer 

führt  man  die  scheinbaren  Fehler  k  [nach  (6)]  selbst  ein,  so  wird 
also  endgiltig 

Mittels  derselben  Schlüsse  erhält  man  für  den  durchschnittUchen  Fehler 
der  Gewiehtseinheit  die  Formel: 

»=  ^)yM.  (11) 

Mit  Benützung  von  (8)  ergibt  sich  nun  für  den  mittleren  Fehler 
tles  Mitfels  der  Ausdruck: 


Die  Formeln  (9)  und  (12)  werden  im  allgemeinen  nicht  überein- 
stimmende Werte  liefern,  weil  die  erste  mit  den  mittleren  Fehlem,  die 
zweite  mit  den  wirklichen  Abweichungen  der  Beobachtungen  rechnet. 
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138.  ZuBammenstellung  der  Resultate,    a)  Beobachtungen 

gleicher  Genauigkeit. 

Man  rechnet  aus  /j,  Z^,  •  •  •  l„: 

n  ' 
daraus  die 

kf  =  —  1.  +  X  (1  =  1,2,...«),         ^^ 

deren  richtige  Berechnung  mittels  der  Gleichung  [A]  =  0  kontrolliert  -1.;^= 
werden  kann;  weiter 

und  hieraus 

yn 
das  Resultat  der  Ausgleichung  stellt  man  kurz  durch 

dar. 

Die  Summe  [kX\  rechnet  man  aus  den  einzelnen  l  mit  Hilfe  von 
Quadrattafelii.  Man  kann  sie  zur  Kontrolle  auch  aus  den  l  rechnen 
auf  (iruiid  der  Gleichung: 

[AA]  =  [//]- ff, 

die  sich  leicht  aus  den  beiden  ersten  Ansätzen  ableiten  läßt. 

b)  Beobachtungen  ungleicher  Genauigkeit.  Sind  außer  ^i,  i^,  •••  l^ 
deren  Gewichte  2>ij  Pty  •  *  •  P„  g^g^l^ßii;  so  reclme  man 

[P\  ' 
daraus  die 

welche  bei  richtiger  Ausführung  der  Rechnung  die  Kontrolle  [pil]  =  0 
bestehen  müssen;  dami 

'        r  //  —  1 
und 

das  Resultat  ist  wieder  in  der  Form 

X  +  lL^ 

ZU  geben. 

Waren  die  mittleren  Fehler  der  /  gegeben,  so  liat  die  Gewichts- 


fcpr«?chniuig  voranzugehen;   man   wählt  für  die  p-  in  passender  Weise 

'Jähleii,  die  den      ,  proportional  sind. 

Die  Summe  [pkl]   kann  anü^^r  aus   den  X  auch  aus  den  t  nach 
*f<?i'  Formel 

[pu]  =  u^tn-^^^ 

^*^chnet  wei'deu,  die  sieb  aus  den  SGwei  ersten  Ansätzen  ergibt. 

Die  ZuBammenst^Uung  nimmt  lediglich  auf  die  Genauigkeits- 
w^Btiiiimiing  dureh  den  mitÜeren  Fehler  Rücksicht  Für  weit^^r- 
lohende  Unteren  eh  luigpn  r^ind  die  nötigen  Formeln  den  Torangehenden 
"^^mnjera  zu  entnehmen. 

139.  Beispiel  LV.  ExpmhnmMle,  Bestimmung  ihr  Ivmtnnk^n 
^^  ^irsfheinfk'hled  tincs  Emr/nisses. 

Wir  stellen  dieses  Beispiel  aus  mehrfachen  Gründen  an  die  Spitze, 


Ei 


*itnal  handelt  es  sit^h  um  Beobachtungen,  deren  Fehler  im  strengen 


'*iiie    den    Charakter    des*   Zufälligen    besitzen.     Ferner    ist    die    uu- 


1 

I 


I 


s 

*^ Kannte  Oröße  nicht  eine  physisehe,  sondern  eine  Zahlengröße  und 
^As  solche  streü*T  definiert  Schließlich  sind  Unters uchun gen  von  der 
^*^r  duri'hgeführten  Art  grundlegend  für  die  Behandlung  von  Fragen 
^^*"    theoretischen  Statistik. 

a)   Aus    einer  Urne    mit    sechs   mit  den   Nnnimern    1  bis  6   be- 
/*^i€*hneten  Kügelchen  sind  Ziehungen  je  eines  Kügelchens  mit  Ztirück- 
^l?srtmg    des    jeweilen    gezogenen    aufgeführt,    worden»    und    zwar    in 
'*  ""=^37    Reihen    zu  je  s  =-  HK)  Ziehiuigen;    die  gezogenen  Nummern  _ 
^*"^Tden  notiert*). 

Das    Ereignis    E    sei    das    py.irhfiitwn    einer    untjtrmfm    Nftmmtr, 
^^llt  mau  sich  auf  den  Standpunkt,  die  Zusammensetzung  des  ümen- 

*^fcalt«s  sei  tmbekimnt,   so  liefert  jede  Reihe  in  dem  Quotienten     -, 

^^ssen  Zahler  die  Anzahl   der  erschieneneu   ungeraden  Nummern   he- 

'*«^ntet,  eine  Beobachtimg  l  der  unbekannten  Wahrscheinlichkeit  X  für 

^%8  Erscheinen  einer  solchen  Nummer,  und  die  37   so  erhaltenen  Be- 

^bachtimgeu  sind  als  gleich  genau  zu  Ijetnichten,  weil  sie  aus  Ziehungs- 

»•^ihen  gleichen  Umfanges  hervorgegangen  sind  (s.  Nr.  7iJ). 

Da   im   vorliegenden  Falte   der  walire  Wert  X  bekannt,  niimlich 

,y    ist,  SO  ist  es  möglich ,  auch  die  wählten  Fehler  zu  bestimmen  und 

die  theoretischen  Resultate  an  dem  Beohachtungsraaterial  in  mannig- 
faeher  Richtung  zu  prüfen. 

Dm  Beobachtungsmiiterial  sowie  die  zu  dieser  Prüi'uug  erfoi-der- 
lichen  Zahlenreihen   sind    in   der  folgenden  Tabelle  zusammcngeöteUt 


L 


1<   Die  Versuche   Bind   von   raeineii  Hörern  im  Wmter«eineflter  1900  »üb- 
geführt  worden 
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1 

1 

Nr.' 

eobachtung 

l 

heinb.Fehler 
X 

08 

XX 

SS 

,  geordnet 
d.  absoluten 
Betrage 

,  geordnet 
d.  absoluten 
Betrage 

m 

S 

^ 

CO 

i! 

0,56 

—  0,059 

—  0,06 

0,008481 

0,0036 

0,001 

0,00 

2 

0,47 

+  0,081 

+  0,03 

0,000961 

0,0009 

0,001 

0,00 

3 

0,49 

+  0,011 

+  0,01 

0,000121 

0,0001 

0,001 

0,00 

4 

0,46 

+  0,041 

+  0,04 

0,001681 

0,0016 

0,001 

0,00 

5 

0,62 

—  0,019 

—  0,02 

0,000361 

0,0004 

0,009 

0,01 

6 

0,58 

—  0,029 

—  0,03 

0,000841 

0,0009 

0,009 

0,01 

7 

0,58 

—  0,079 

—  0,08 

0,006241 

0,0064 

0,011 

0,01 

8 

0,46 

+  0,041 

+  0,04 

0,001681 

0,0016 

0,011 

0,01 

9 

0,60 

+  0,001 

0,00 

0,000001 

0,0000 

0,011 

0,01 

10 

0,42 

+  0,081 

+  0,08 

0,006661 

0,0064 

0,011 

0,01 

11 

0,54 

—  0,039 

—  0,04 

0,001521 

0,0016 

0,019 

0,02 

12 

0,62 

—  0,019 

—  0,02 

0,000361 

0,0004 

0,019 

0,02 

13 

0,66 

—  0,059 

—  0,06 

0,008481 

0,0036 

0,019 

0,02 

14 

0,50 

+  0,001 

0,00 

0,000001 

0,0000 

0,019 

0,02 

15 

0,44 

+  0,061 

+  0,06 

0,003721 

0,0086 

0,021 

0,02 

16 

0,49 

+  0,011 

+  0,01 

0,000121 

0,0001 

0,029 

0,03 

17 

0,56 

—  0,059 

—  0,06 

0,003481 

0,0036 

0,081 

0,03 

18 

0,50 

+  0,001 

0,00 

0,000001 

0,0000 

0,081 

0,03 

10 

0,56 

—  0,069 

—  0,06 

0,003481 

0,0036 

0,031 

0,03 

20 

0,47 

+  0,031 

+  0,03 

0,000061 

0,0009 

0,031 

0,03 

21 

0,47 

+  0,031 

+  0,03 

0,000961 

0,0009 

0,039 

0,04 

22  1 

0,51 

—  0,009 

—  0,01 

0,000081 

0,0001 

0,080 

0,04 

23 

0,52 

—  0,019 

—  0,02 

0,000361 

0,0004 

0,041 

0,04 

24 

0,48 

+  0,021 

+  0,02 

0,000441 

0,0004 

0,041 

0,04 

25 

0,56 

—  0,059 

—  0,06 

0,003481 

0,0036 

0,051 

0,05 

26 

0,43 

+  0,071 

+  0,07 

0,005041 

0,0049 

0,051 

0,06 

27 

0,58 

—  0,070 

—  0,08 

0,006241 

0,0064 

0,069 

0,06 

28, 

0,52 

—  0,019 

-  0,02 

0,000361 

0,0004 

0,069 

0,06 

29 

0,49 

+  0,011 

+  0,01 

0,000121 

0,0001 

0,059 

0,06 

30  1 

0,49 

+  0,011 

+  0,01 

0,000121 

0,0001 

0,059 

0,06 

31 

0,44 

+  0,061 

+  0,06 

0,003721 

0,0036 

0,069 

0,06 

32 

0,50 

+  0,001 

0,00 

0,000001 

0,0000 

0,061 

0,06 

33 

0,54 

—  0,030 

—  0,04 

0,001521 

0,0016 

0,061 

0,06 

34 

0,51 

—  0,000 

—  0,01 

0,000081 

0,0001 

0,071 

0,07 

35 

0,45 

+  0,051 

+  0,05 

0,002601 

0,0025 

0,079 

0,08 

36 

1   0,47 

+  0,031 

+  0,03 

0,000061 

0,0009 

0,079 

0,08 

37 

:   0,45 

+  0,051 

+  0,05 

0,002601 

0,0025 

0,081 

0,08 

1 

1  18,54 

+  0,651 

+  0,63 

0,067757 

0,0678 

1,306 

1,30 

;   Kl 

—  0,654 

—  0,67 

|U] 

kH 

n^i] 

[.f.] 

—  0,003 

—  0,04 

w 

[^1 

Nach    Addition    der   ersten   Kolonne    berechnet    man    das    arith- 
metische Mittel 

18,54        /\  >'/'\'i 

^'  =  -37- =  0,001, 

mit   Hilfe  desselben  die  A;   davon  fallen  21   positiv,   16   negativ  aus 
(gegenüber   der   wahrscheinlichsten   Verteilimg  19,  18    oder   18,  19); 
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ihre  Summe  ist  —  0,003  statt  0,  was  von  der  Abkürzung  des  Wertes 
von  X  herrührt. 

Mit  dem  wahren  Werte  X  =  ^  ^^^^  ^®  wahren  Fehler  b  ge- 
rechnet worden.  % 

Für  den  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  ergeben  sich  die 
beiden  Bestimmungen: 


^  =  y^^L^!  =  0,0434, 
^  =  -|/^f;:«  =  0,0428, 
aus  diesen  das  Präzisionsmaß: 

A  = ^—-  =  16,32, 

0,0434  |/2 

Ä=  -     —-  =  16,53. 

0,0428  |/2 

Ebenso  erhält  man  für  den  durchschnittlichen  Fehler  zwei  Be- 
stimmungen: 

|/37    36 
^  =  ^^^^  =  0,0351 

und  aus  diesen  für  das  Präzisionsmaß  die  Werte: 
A  =  --i  -      =15,75, 

0,0368  I/tt 

A  =  -     ^     -.  =  16,05. 

0,0351  I/tt 

Diesen  aus  den  Abweichungen  berechneten  Werten  des  Präzisions- 
maßes steht  derjenige  Wert  gegenüber,  der  sich  aus  der  Theorie 
selbst  ergibt  (s.  Nr.  79),  nämlich 


-l/^;?*!-"'"- 


h 

2       2 


Aus  dem  ersten  Werte  von  ^  berechnet  sich  der  wahrscheinliche 
Fehler  einer  Beobachtung: 

r  =  0,4769  •  0,0434  =  0,029^2 , 
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durch  Abzahlung  an  den  in   steigender  Größe   geordneten  l  (wie  e) 
findet  man 

r  =  0,031 ,  beziehungsweise  =  0,03. 

Der  inittletfe  Fehler  des  arithmetischen  Mittels,  aus  dem  ersten  /t 
gerechnet,  ist 

der  wahre  Wert  0,5  liegt  innerhalb  der  hierdurch  bestimmten  Grenzen: 

0,501  =F  0,007. 

Die  Verteilung  der  X  nach  ihrer  absoluten  Größe,  verglichen  mit 
derjenigen,  welche  sich  aus  dem  Fehlergesetz 


ergibt,  zeigt  sich  wie  folgt: 

'  X  '  zwischen           ' 

1  beobachtet 

0,000  und  0,020        j          14 
„        „     0,040       1           22 

„     0,060       ü          31           , 
„     0,080                  36           1 
„     0,100       ;          37 

berechnet 

13,2 
23.8 
30,8 
34,3 
36,2 

Man  kann  also  sagen,  daß  die  Beobachtungsreihe,  obwohl  nur 
von  mäßigem  Umfange,  die  theoretischen  Resultate  in  befriedigender 
Weise  wiedergibt. 

b)  Das  Ereignis  E  sei  das  Erscheinen  der  Nummer  1,  Aus 
theoretischen  Gründen  ist  hier  eine  genauere  Beobachtungsreihe  zu 
erwarten;    denn    der  wahre  Wert  X  der  Wahrscheinlichkeit    von   E, 

,  gibt  mit  der  entgegengesetzten  Wahrscheinlichkeit  -    ein  kleineres 

Produkt  als  im  Falle  a),  wo  beide  Wahrscheinlichkeiten  ^,    waren,  und 

daraus  entspringt  eine  größere  Präzision.  Hauptsächlich  um  zu  zeigen, 
daß  die  Erfahnmg  diese  theoretische  Erwartung  bestätigt,  ist  die  be- 
treffende Beobachtungsreihe  hier  mitgeteilt;  die  Uoehnung  ist  jedoch 
nur  mit  den  l  geführt. 
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1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
U 
16 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 


Schein- 

bÄrw  Fehler 

l 


0,17 
0,20 
0,10 
0,17 
0.12 
0,16 
0,19 
0,22 
0,17 
0,19 
0,14 
0,22 
0,18 
0,17 
0,13 
0,12 
0,18 
0,15 
0,17 
0,16 
0,16 
0,16 
0,18 
0,16 
0,14 
0,18 
0,17 
0,14 
0,13 
0,15 
0,22 
0,19 
0,16 
0,26 
0,14 
0,15 
0,14 


—  0,0049 

—  0,0349 
+  0,0661 

—  0,0049 
+  0,0451 
-f  0,0161 

—  0,0249 

—  0,0649 

—  0,0049 

—  0,0249 
+  0,0261 

—  0,0549 

—  0,0149 

—  0,0049 
+  0,0351 
-f  0,0451 

—  0,0149 
+  0,0151 

—  0,0049 
+  0,0051 
4-0,0151 
+  0,0151 

—  0,0149 
+  0,0051 
-f  0,0251 

—  0,0149 

—  0,0049 
4-  0,0251 
+  0,0351 
4-  0,0161 

—  0,0549 
0,0249 

4-  0,0051 

—  0,0949 
4-  0,0251 
+  0,0151 
+  0,0251 


II 


0,000024 
0,001218 
0,004238 
0,000024 
0,002034 
0,000228 
0,000620 
0,003014 
0,000024 
0,000620 
0,000630 
0,003014 
0,000222 
0,000024 
0,001232 
0,002034 
0,000222 
0,000228 
0,000024 
0,000026 
0,000228 
0,000228 
0,000222 
0,000026 
0,000630 
0,000222 
0,000024 
0,000630 
0,001232 
0,000228 
0,003014 
0,000620 
0,000026 
(),0()90()6 
0,000630 
0,000228 
0,000630 


'  1,  geordnet 

n.d.  absolutes 

Betrage 

0,0049 
I  0,0049 
i  0,0049 
I  0,0049 
0,0049 
0,0049 
0,0051 
0,0051 
0,0051 
0,0149 
0,0149 
0,0149 
0,0149 
0,0151 
0,0151 
0,0151 
0,0151 
0,0151 
0,0161 
0,0249 
0,0249 
0,0249 
0,0261 
0,0251 
0,0251 
0,0251 
0,0261 
0,0349 
0,0351 
0,0351 
0,0451 
0,0451 
0,0549 
0,0549 
0,0549 
0,0651 
0,0949 


II] 


+  0,4569 
—  0,4582 


0,0013 

Ul 


0,037524 


0,9151 


Daraus  berechnet  sich  das  arithmetische  Mittel: 

gegenüber  dem   wahren  Werte  (),16H(>  •  •  •;    der  mittlere   Fehler  einer 
Beobachtung : 

,u=y"-7/>*  =  0,0^23; 
das  Präzisionsmaß: 
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Ä  = 


-21,46, 


0,032S  y2 

für    das    sich    nach    der    theoretischen    Formel    (Nr.  79)    der    Wert 
--  =18,97    ergibt;   der   durchschnittliche  Fehler  einer  Be- 

obachtung:  ^       o,9i6l 


/;: 


» 


das  Verhältnis: 


ysi  ■  36 


=  =  0,0251; 


1  =  1,287, 


dessen  theoretischer  Wert  (Nr.  132)  l/y  =  1,236    ist;    der    mittlere 
Fehler  des  arithmetischen  Mittels: 

0,0328       ^  ^^- o 

SO  daß  der  wahre  Wert  innerhalb  der  durch  x  und  ^l^  bestimmten 
Grenzen 

0,1651  T  0,0053 

enthalten  ist.     Die  beobachtete  und  die .  theoretische  Verteilung  der  k 
gestaltet  sich  wie  folgt: 


X  I  zwischen 


,'  Anzahl 

'i 

|i  beobachtet  |  berechnet 


0,00  und  0,01 
0,02 
0,03 
0,04 
0,05 
0,08 


9 

8,7 

19 

16,9 

27 

1        23,5 

30 

1       28,6 

32 

'        .S2,2 

36 

36,4 

Theoretisch  war  die  Genauigkeit  dieser  zweiten  Beobachtungsreihe 


-1.  =  1,341 


mal  größer  zu  erwarten  als  die  der  ersten;  nach  den  k  beurteilt  stellt 
sie  sich 

21,40:  lf),32=  1,315 
mal  srrößer  dar. 

140.  Beispiel  LVI.     Im  Laufe  der  Jahre  1892—1894  wieder- 
holte Bestimmungen    der   Polhöhe   von  Kapstadt   haben  die  aus   der 
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naclifolgeiiden  Tabelle  ersichtlichen  15  Werte  ergeben,  welche  als  gleich 
^enane  Beobachtungen  zu  behandeln  und  auszugleichen  sind^). 


Nr.  1 

l 

X 

XX 

1  1 

—  33<>  66'  3",48 

—  0,22 

0,0484 

2  ' 

3  ,60 

—  0,24 

0,0576 

3  . 

3  ,60 

—  0,24 

0,0676 

4 

8  ,32 

—  0,06 

0,0036 

5 

3  ,09 

+  0,17 

0,0289 

6 

2  ,98 

+  0,28 

0,0784 

7 

8  ,07 

+  0,19 

0,0361 

8   1 

3  ,28 

—  0,02 

0,0004 

9 

3  ,27 

—  0,01 

0,0001 

10 

3  ,20 

+  0,06 

0,0036 

11 

3  ,30 

—  0,04 

0,0016 

12 

3  ,26 

+  0,01 

0,0001 

13 

3  ,11 

+  0,16 

0,0226 

14 

3  ,30 

-0,04 

0,0016 

16 

3  ,27 

—  0,01 

0,0001 

48",92       I       +  0,86 
I       —  0,88 


—  0,02 


0,3406 


Man  rechnet: 


48" ,92        ov  o« 
t/073406  , 

'     yib       ' 

und  kann  als  Ergebnis  der  Ausgleichung  hinstellen: 
-330  56'3",26  +  0",04. 

141.  Beispiel  LVH.  Zur  Bestimmung  der  Polhöhe  der  großen 
Kuppel  des  Astrophysi kaiischen  Observatoriums  bei  Potsdam  wurden  in 
den  Jahren  1892 — 1893  wiederholte  Beobachtungen  nach  derHorrebow- 
Methode  an  Stenipaaren  vorgenommen.  Dieselben  sind  gruppenweise 
zu  Mittelwerten  vereinigt  worden.  Die  Mittelwerte  der  so  gebildeten 
11  Gruppen  nebst  den  Anzahlen  der  dabei  verwendeten  Stenipaare 
sind  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt.  Aus  denselben  ist 
das  Schlußresultat  zu  ziehen   und  seijie  Genauigkeit  zu  bestimmen^). 

1)  Bericht  über  den  Stand  der  Erforschung  der  Breitenvariation  im  De- 
zember 1897,  von  Th.  Albrecht.  Berlin  1898,  p.  20.  —  Die  l  sind  hier  nicht 
einfache  Beobachtungen,  sondern  Mittelwerte  von  Beobachtungsreihen  und  als 
solche  nicht  von  völlig  gleicher  (ienauigkeit.  Sie  sind  dem  Zwecke  entsprechend, 
dem  sie  zu  dienen  hatten,  nach  der  Zeitfolge  geordnet. 

2)  Die  Polhöhe  von  Potsdam.  1.  Heft.  Veröffentlichung  des  Königl.  Preuß. 
Geodät   Institut^?».     Berlin  189S,  p.  122. 
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Die  Anzahlen  der  Sternpaare  werden  als  Gewichte  zu  verwenden 
sein  (s.  Nr.  137). 


^Paare 

1 

Nr. 

l 

P 

pl 

;     ^ 

n 

pXX 

1 

52«  22'  r)3'\98 

99 

97,02 

—  0,02 

0,0004 

'      0,0396 

2 

53  ,86 

118 

101,48 

+  0,10 

0,0100 

1,1800 

3 

53  ,95 

1      114 

108,30 

+  0,01 

0,0001 

0,0144 

4 

54  ,01 

'      142 

143,42 

—  0,05 

0,0025 

0,3550 

5 

54  ,06 

163 

172,78 

—  0,10 

0,0100 

1,6300 

« 

53  ,98 

192 

188,16 

—  0,02 

0,0004 

0,0768 

7 

1                     53  ,91 

168 

143,78 

+  0,05 

0,0026 

0,3960 

8 

1                     53  ,97 

102 

98,94 

'     —  0,01 

0,0001 

0,0102 

0 

'                    53  ,03 

103 

95,79 

1     +0,03 

0,0009 

0,0927 

10 

i                     53  ,90 

131 

117,90 

1     +0.06 

0,0036 

0,4716 

u 

1                    53  ,91 

90 

81,90 

+  0,05 

0,0025 

0,2260 

1 

!     1412 

1349,47 

1     4,3873 

[P] 

[P^J 

;  [p^] 

Die  Kolonne  pl  ist  mit  den  Resten  von  l  gerechnet,  welche  nach 
Abtrennung  von  52®  22' 53"  übrig  bleiben. 

Man  bestimmt  nun:  das  arithmetische  Mittel: 


1349,47         rv// n/? 
^  =      1412'  =  ^  '^^5 


den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit,  d 
aus  einem  Stenipaare: 


i.  der  Polhöhenbestimmung 

1  /4,3873         ..,f  ^^ 

|,,     _^^-   =  0  ,66; 


den  mittleren  Fehler  des  Mittels: 

^^=    1^^   ^()'7)1S. 

}/l412 

Das  Ergebnis  der  Ausgleichung  ist  hiernach: 
r)2«22'5:r,96  +  0",018. 

142.  Beispiel  LVm.  Im  Jahre  18H0  ist  in  der  Nähe  von 
Berlin  eine  Grundlinie  in  zehn  nahezu  gleichen  Teilstrecken  von  der 
durchschnittlichen  Länge  von  234  m  gemessen  worden.  Jede  Teil- 
strecke wurde  zweimal,  hin  und  zurück,  gemessen.  In  der  nachstehen- 
den Tabelle  sind  die  arithmetischen  Mittel  der  beiden  Messungsergeb- 
nisse und  ihre  Differenz  angegeben*).  Aus  den  Differenzen  (s.  Nr.  133) 
ist  zunächst  die  Genauigkeit  der  Messung  einer  Teilstrecke  abzuleiten. 


1)  Die  Neumesstmg  der  Grundlinien  bei  Strehlen,  Berlin  und  Bonn, 
offen tlichung  des  Königl.  Preuß.  Geodät.  Institutes,  1897,  p.  84 ff. 


Ver- 
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Strecke 

Mittel  aus 

beiden  Meeaungen 

in  m 

Differenz  A 
in  mm 

AA 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

236,459  786 
236,506  768 
236,492  006 
236,471  427 
243,428  614 
232,548  466 
228,625  791 
228,616  538 
228,662  732 
228,710  183 

—  0,040   '   0,001 600 

—  0,026      0,000  676 
+  0,240      0,057  600 

—  0,031      0,000  961 
+  1,673      2,474  329 
+  0,102      0,010  404 

—  0,096      0,009  216 

—  0,120   1   0,014  400 

—  1,363      1,867  769 

—  0,195   '   0,038  025 

!   2  336,412  310 

i 

4,464  980 

[AA] 

Nach  Formel  (2),  Nr.  133,  berechnet  sich 

als   mittlerer  Fehler  der  einmaligen  Messung  einer  Länge  von  234  m, 
so   daß  der  relative  mittlere  Fehler  einer  solchen  Messung 


0,473 
234Ö00 


oder 


ÖOOOOO 


der  Länge 


ausmacht.  Der  mittlere  Fehler  des  Mittels  aus  zwei  Messungen  einer 
solchen  Strecke  bestimmt  sich  hieraus  zu 

f^i  =  ';JP  =  0-*,334, 

beträgt  also  -^-^^^  der  Länge. 

143.    Funktioiieii   direkt  beobachteter   OröBen.      Es   sei 

/''  =  F(X^,  Xj,  •  •  •  XJ  eine  beliebige  Funktion  der  unabhängigen 
Größen  Xj,  Xj,  •  •  •  X„;  für  diese  seien  durch  direkte  Beobach- 
tung die  vorteilhaftesten  Werte  a^,  x^,  •  •  •  x„  mit  ihren  mittleren 
Fehlem  ^d  thf  '  '  '  ^n  gefunden  worden.  Man  soll  den  vorteilhaftesten 
Wert  f  von  F  und  seine  Genauigkeit,  ausgedrückt  durch  den  mittleren 
Fehler,  bestimmen. 

Die  erste  dieser  Aufgaben  ist  unmittelbar  gelöst;  denn  die  vor- 
teilhafteste Bestimmung  von  F  ergibt  sich  aus  den  vorteilhaftesten 
Werten  der  Elemente;  also  ist 

f=F{x,,x^,  '-  x„),  (1) 

Für  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  ist  die  Grundlage  in  Nr.  126 
gegeben.  Sind  die  wahren  Fehler  f^,  fg»  '  *  *  ^n  ^^^  Bestinmiungeu 
x^y  X2,  •  •  •  x„  sehr  klein,  so  kann  mit  Außerachtlassung  von  Gliedern 
mit  ihren  Potenzen  und  Produkten  gesetzt  werden: 
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woraus 

Befolgen  nun  die  Fehler  £,.  (i  =  1,  2,  •  •  •  n)  das  Gesetz 

so  befolgt  der  Fehler  in  der  Bestimmung  f  von  F  das  Gesetz 
wobei 


(KV    (KV  (KV 

nun  ist  aber 


H*         \*     "^    Ä,*     "•  •"    V    ' 


2/*,.*  ~  ^i 

das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  von  ^r^, 

1     _       2 


das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  in  der  Bestimmung  f  von  F]   die 
obige  Gleichung  ergibt  also: 


Damit  ist  die  allgemeine  Lösung  der  gestellten  Aufgabe,  das 
Gesetz  gefunden,  nach  welchem  sich  die  Unsicherheit  in  der  Be- 
stimmung der  Rechenelemente  x^,  x^,  •  •  •  rc,,  auf  das  aus  ihnen  ab- 
geleitete Resultat  /*  überträgt. 

Liegt  für  jede  der  Größen  X^,  Xg,  •  •  •  X^  nur  eine  Beobachtung 

h}  hf  '  ' '  K  ^^^7  sö   iß*  ^1  =  'i>  ^%^  hi  •  '  *  ^/i  =  h,  2^  setzen,   und 
es  bedeutet  dann  ft,.  den  mittleren  Fehler  der  Beobachtung  i,.. 
Ist  insbesondere 

F==X, +  X,  +  ...+  X,„  (3) 

so  ist  ' 

/*-=.ri  +  :rj.  H \-  x„, 

und  fc^,  weil  die   sämtlichen   Ableitungen   von  f  den  Wert  1   haben, 
nimmt  den  Ausdruck  an: 

ft/  =  l/M.*-F;^'  + •••  +  ;*„*,  (3*) 

eine  Formel,  die  auch  dann   zur  Anwendung  kommt,   wenn  mehrere 
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unabhängige  Fehlerquellen,  die  einzeln  dnrch  die  mittleren  Fehler 
Ihf  Ihf  '  "  l^n  charakterisiert  sind^  sich  zu  einem  Gesamtfehler  ver- 
einigen. 

Sind  alle  Elemente  mit  gleicher  Genauigkeit  bestimmt ,  so  daß 
fAj=f4=»--=»/i^=-fi  ist,  so  gilt  für  den  letzten  Fall  die  Formel: 

iiy-^(iVn.  (3**) 

Es    wächst   also   der  mittlere  Fehler   der  Summe   gleich   genau  be- 
stimmter Summanden  wie  die  Quadratwurzel  aus  deren  Anzahl. 
Ist  hingegen 

F^nX,  (4) 

ff  eine  Eonstante  und  x  die  Bestimmung  yon  X,  /i  ihr  mittlerer 
Fehler,  so  hat  man 

/*=  nx 
nnd 

f*/  =  w^.  (4*) 

Der  mittlere  -Fehler  eines  Vielfachen  wächst  also  wie  dieses  selbst. 

144.  Beispiel  LIX.  a)  In  Nr.  130  b)  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
X  för  das  Erscheinen  der  Nummer  1  aus  einer  Urne  experimentell 
bestimmt  worden,  und  es  ergab  sich  dafür  der  Wert 

X  =  0,1651 
mit  dem  mittleren  Fehler 

II  =  0,0053. 

Auf  Gfrund  dieses  Resultates  soll  die  Wahrscheinlichkeit  F  und 
ihr  mittlerer  Fehler  bestimmt  werden,  daß  in  6  Ziehungen  die 
Nummer  1   mindestens  ein-  und  höchstens  dreimal  erscheinen  werde. 

Es  ist 

F^  Qx«(i  ^  xr  +  Qx\i  -  xy  +  Qx  (i  -  xy-, 

die  TorteiUiafteste  Bestimmung  hierfür  ist 

f=  20ar'(l  -  xy  +  15a:*  (1  -  x)*  +  6x(l-  a.f 
=  x (IIa;«  +  3a;  +  0)  (1  -  xf  =  0,6530 
und  ihr  mittlerer  Fehler,  da 

1^  =  60a:*  (1  -  a;)«(l  -  2a:)  +  30a:  (1  -  a;)»(l  -  3a;) 

+  6  (1  -  a;)*  (1  -  6a:)  =  2,232 
ist,  kommt  gleich 

^^  =  ^(1  =  2,232  •  0,0053  =  0,0119. 

Das  Schlnßresultat  kann  in  der  Form  gegeben  werden:  Die  ver- 
langte Wahrscheinlichkeit  hat  die  mittleren  Grenzen 

0,6530  +  0,0119. 
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b)  Die  in  Nr.  142  besprochene  Berliner  Grundlinie  stellt  sich  als 
Summe  von  zehn  Teilstrecken  dar;  ihre  vorteilhafteste  Bestimmung 
ist  die  Summe  der  für  die  Teilstrecken  gefundenen  Mittelwerte  ^  also 

2336"*,412310; 

da  jede  Teilstrecke  bei  einmaliger  Messung  mit  dem  mittleren  Fehler 
0"*"*,473  behaftet  ist,  so  ist  der  mittlere  Fehler  einer  einmaligen 
Messung  der  ganzen  Grundlinie  nach  (3**)  der  vorigen  Nummer 

Omm^473  |/Jö  =  1""'»,494,    d.  i. 


1  560  000 


der  Länge; 


imd  der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittel  beider  Messungen, 
d.  i.  des  obigen  Resultates: 


V2     . 


',057,     d.  i.  ^^ 


210  000 


der  Länge. 


c)  Im  Jahre  1892  wurde  bei  Bonn  eine  Grundlinie  seitens  der 
Preußischen  Landesaufnahme  viermal,  je  zweimal  in  jeder  Richtung, 
und  seitens  des  Geodätischen  Institutes  zweimal,  je  einmal  in  jeder 
Richtung,  im  Ganzen  also  sechsmal  gemessen;  die  Messungen  der 
ersten  und  zweiten  Anstalt  erfolgten  mit  verschiedenen  Apparaten. 
Die  Grundlinie  wurde  dabei  nicht  in  einem  Zuge,  sondern  in  15  durch 
eingeschaltete   Zwischenpunkte   hergestellten  Abschnitten  gemessen^). 

In  der  nachstehenden  Tabelle  sind  die  Mittelwerte  aus  den  für 
die  einzelnen  Strecken  gefundenen  Längen  und  ihre  mittleren  Fehler 
zusammengestellt;  gleichzeitig  sind  die  Quadrate  dieser  letzteren  an- 
geführt. 


Strecke 

1  Mittelwert  der  Länge 

/i     1 

tifi, 

^-'  VA  V/  \J  M^  V/ 

1       in  m 

in  mm   | 

1 

[      234,06008 

0,44 

0,1936 

"2 

1      155,97226 

0,27 

0,0729 

3 

249,78797 

0,33 

0,1089 

4 

155,98596 

0,09 

0,0081 

ö 

156,10429 

0,22 

0,0484 

6 

156,05705 

0,36    i 

0,1296 

7 

156,08547 

0,27    ' 

0,0729 

8 

155,97206 

0,19 

0,0361 

9 

156,16567 

0,32 

0,1024 

10 

156,03199 

0,21 

0,0441 

11 

156,13442 

0,23 

0,0529 

12 

156,12006 

0,25 

0,0625 

13 

155,96778 

0,17    1 

0,0289 

14 

156,06933 

0,28 

0,0784 

15 

156,45838 

0,35    1 

0,1225 

2512,97277 

1 

1 
1 

1,1622 

1)  Die  Neumessung  der  Grundlinien  bei  Strehlen,  Berlin  und  Bonn.    Ver- 
ötfontlicbuug  des  Königl.  Preuß.  Geod.  Tust.,  1897,  p.  77—78. 
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Nach    Forniel    (3*)    der    vorigen    Nuiiimer    bestimmt    sich    der 
mittliire  Fell  1er  der  Gesamt  länge  zu 

^^^  yTÄG22^  V-ftlS,  d.  i.  ^-l^  der  Länge. 


§  2.    Vermittelnde  Beobachtungen. 


I 
I 


145.  Stelhmg  der  Aufgabe.  Torteilhafteste  Kombination 
der  Beobachtungdll  naoli  dem  Prinzip  des  kleinsten  Fehler- 
risikos.  Eine  der  unmittelbaren  Beobachtung  zngäiitrliclie  (froße  F 
stehe  mit  den  Unbekannten  X^  Y,  Z^  ■  ,  deren  Anzahl  u  sei^  in  der 
Bexiehllüg: 

Zu  jeder  Beobachtung  l^  von  V  gebore  ein  System  von  Werten 

«f,?   K,   '\'f   -' 

der  Kl j (effizienten,  entweder  a  priori  bekannt  oder  Eucb  dnreh  Beob- 
achtung festgestellt  und  in  diesem  Falle  als  frei  von  Feblern  an- 
gesehen. Ist  f^  der  wahre  Fehler  von  /,,,  ao  gibt  diese  Beobaohtung 
Anlaß  zu  der  Gleichung: 

£,  =  -  f,  +  ü,x  +  ft,r+  €^z  +  ^^ ..  (1) 

Werden  n  von  einander  unabhitugige  Beobaditungen  angestellt,  so 
ergibt  sich  ein  System  von  n  üleiehnngen  der  Form  (Ij. 

Wäre  n  =^  u  nnd  setzte  man  die  unbekaunteii  Fehler  ^^  sämtlich 
gleich  Null,  so  ergäbe  sich  ein  znr  Bestimmung  von  W^erten  der  Un- 
bekannten gerade  ausreichendes  System.  Diese  Werte  wären  aber 
nicht  die  wahren^  und  es  gäbe  auch  kein  Mittel^  Lhre  flenauigkeit  zu 
beurteilen.  # 

Ist  jedoch  H  >  u,  dann  eröffnet  sich  die  Möglichkeit  einer  mehr- 
faeheu  Bestimmung  von  Werten  der  Unbekannten;  man  brancht  nur 
auf  alle  möglichen  Arten  n  Gleichungen  auszuwählen,  ihre  linken 
Seiten  %u  annullieren  nnd  nach  den  Unbekannten  aufzulösen.  In  der 
NichtCibereinstiramung  der  verschiedenen  Lösungen  äußert  sieh  der 
Widerspruch^  der  von  der  Fehlerhaftigkeit  der  Beobachtungaresultate 
'u  ^sj  "  '  C  herrührt* 

Eö  entsteht  daher  die  Aufgabe^  das  ganze  überzählige  System 
von  Gleichungen  derart  zu  kombinieren,  daß  sich  eine  einzige  Lösung 
für  die  Unbekannten  ergibt  und  gleichzeitig  gewissen  Anfordenmgen 
Ijezflglich  der  Beschaffeidieit  dieser  Lösung  genügt  wird. 

Bezeichnet  man  das  vorteilhafteste  Wertsystem  der  Unbekannten 
mit  :r,  jj  Xy  —  ^,  so  führt  dasselbe  zu  analogen  Gleich ungen  wie  das 
System  der  wahren  Werte,  nämlich: 

K  =  - '.  +  «.^  +  Kv  +  <\^  +  -'  (-0. 
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mit  dem  unterschiede^  daß  die  linken  Seiten  nicht  die  wahren,  son- 
dern scheinbare  Fehler  der  Beobachtungen  vorstellen.  Das  System  (2) 
muß  widerspruchsfrei  in  dem  Sinne  sein,  daß  aus  irgend  u  ausge- 
wählten Gleichungen  sich  dieselben  Werte  der  o;,  y,  xr,  •  •  •  ergeben 
wie  aus  jedem  andern. 

Bei  den  folgenden  Ausführungen  beschränken  wir  uns  auf  drei 
Unbekannte;  weil  die  Verallgemeinerung  der  Resultate  auf  u  Unbe- 
kannte keine  Schwierigkeit  darbietet. 

Multipliziert  man  jede  Gleichung  des  Systemes  (1)  mit  einem 
unbestimmten  Multiplikator  «^  (v  =  1,  2,  •  •  •  n)  und  bildet  die  Summe, 
so  entsteht  die  Gleichung: 

[as]  =  -  [al]  +  [aa]X  +  [ba^Y  +  [ca]Z', 

aus  ihr  ergibt  sich,  wenn  man  die  Multiplikatoren  den  Bedingungen 

[aa]  =  l,     [H  =  0,     [ca]  =  0  (3) 

unterwirft: 

X  =  [ar] +  [«£].  (4) 

Die  Anwendung  eines  zweiten  Multiplikatorensystems  ß^  und 
eines  dritten  y^,  wenn  sie  an  die  Bedingungen 

[ay]  =  0,    [6y]  =  0,     [cy]  =  1 
geknüpft  werden,  führt  zu  den  Gleichungen: 

Y^m  +  iße] 

Wird  dasselbe  Verfahren  auf  das  System  (2)  angewendet,  so. 
kommt  man  zu  den  Ansätzen: 

x==[al]  +  \ak]  (5) 

y  =  \ßn  +  [ßX]  (5*) 

z  =  [yl]  +  [yA]. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

[aX]  =  A,    [^A]  =  ^,     [yX]  =  C,  (6) 

so  erhält  man  durch  Verbindung  von  (4),  (4*)  mit  (5),  (5*): 

X-x=^-A  +  [ae]  (7) 

Y-y  =  -B  +  [ßs]  (7») 

Z-e 0  +[rel 

Der  Fehler   in   der  Bestimmung  x   erscheint   hiemach   als   eine 
lineare     Funktion     der    Beobachtungsfehler.       Sind     die     Beobach- 
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tongen   ^kkih   genau,    and    befolgen    ihre   Fehler   das   symmetrische 
Gesetz 

h 


Yn 


■*«*a 


; 


TV'oinit  zugleich  aasgesprochen  ist,  daß  sie  von  konstanten  Fehleran- 
teilen  frei  sind,  so  ist  —A  der  mittlere  Wert  von  X  —  x,  daher  nach 
Nr.  126 

das  Gesetz  des  Fehlers  in  der  Bestimmung  x,  wenn 

Soll  nan  das  Fehlerrisiko  dieser  Bestimmung  das  kleinstmögliche 
sein;  so  ist  nach  Nr.  128  notwendig,  daß 

-4  =  0     and     [aa]  ein  Minimum  (9) 

sei;  dazu  kommen  die  ursprünglich  aufgestellten  Bedingungen  (3). 

Die  Durchf&hrung  dieses  relativen  Minimums  läuft  darauf  hinaus^ 
das  absolute  Minimum  der  mit  den  unbestimmten  Multiplikatoren 
Qiiy  Qiif  Qn  gebildeten  Funktion 

[aa]  -  2Q,,  ([aa]  -.1)  -  2  Q,,  [ba\  -  2Q,,  [ca] 

zu  bestimmen;  dieses  aber  erfordert,  daß  die  Ableitungen  nach  den 
einzelnen  a  fiir  sich  Null  werden.  Dadurch  ergeben  sich  die  Glei- 
chungen: 

^y  =  «voll  +  KQl2  +  <^vQlZ         (^=1.2,...»).         (10) 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Bedingungsgleichungen  (3)  ein, 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Multiplikatoren  das  Gleichungs- 
system: 

\ba-\Q,,+\bh]Q,,+{hc\Q,,=^0  (11) 

MÖii  +[ch\Qn  +  [cc\Q,,=^0. 

Wären  Q^^,  Q^^,  öis  berechnet,  so  ergäbe  die  Einsetzung  ihrer  Werte 
in  (10)  das  System  der  a,  das  zu  dem  vorteilhaftesten  Werte  x  führt. 
Es  läßt  sich  jedoch  ein  anderer  zweckmäßigerer  Weg  einschlagen. 

Vorher  möge  jedoch  noch  folgendes  bemerkt  werden.  Multi- 
pliziert man  (10)  nach  einander  mit  a^,  ß^  und  y^  und  bildet  jedes- 
mal die  Summe  für  alle  v  unter  Beobachtung  der  Gleichungen  (3) 
und  (3*),  so  kommt  man  zu  dem  Ergebnis,  daß 

fti  =  [««],    «.,  =  [«/3L    Qiz  =  Wr]  (12) 

ist. 


260  Zweiter  Teil.    Ausgleichungsreclmiiiig.  ^ 

Wird  die  ganze  Rechnung  in  derselben  Weise  für  die  beideBS^ 
andern  Unbekannten  durchgeführt,  so  ergeben  sich  als  Bedingunge- ^^' 
des  kleinsten  Fehlerrisikos  die  Ansätze: 

B  =  0     und     [ßß]  ein  Minimum  /Q*^*" 

(7  =  0     und     [yy]  ein  Minimum, 
daraus  für  die  ß  und  y  die  Bestimmungen: 

ßr  =  «V  ^21  +  K  Q22  +  ^v  Qi^       ('  =  1, 2. .  . ")       no*-^ 

wobei  die  Multiplikatoren  Q^^,  Q^^y  Ö23  und  ^3^,  ^33,  ^33  zu  rechnemM:^ 
sind  aus  den  Gleichungssystemen: 

[ha]  Q,,  +  [bb]  Q,,  +  [bc]  (2,3  ^  1    \ba] Q,,  +  [bb]  Q,,  +  [bc]Q^  ^  0  (11*1  ^ 
[ca]  ft,  +  [cb]  Q,,  +  \cc\ Q,,  =  0,  [ca\  Q,,  +  [cb]  Q,,  +  [cc]Q^  =  1. 
Weiter  ergibt  sich,  daß 

Q2i-[ß»],    Qi,  =  [ßß],    Q«  =  [ßy]  ^i2*> 

Der  bloße  Anblick  der  Gleichungen  (12)  und  (12*)  zeigt  über- 
dies, daß 

Qu  ^  V2I?       Vl3  ^  Qsif       V2S  ^  ^82- 

Die  Gleichimgen 

^  =  0,     JB  -  0,     C  =  0, 
d.  i.  nach  (6): 

M]=0,     [/3A]  =  0,     [yX]  =  0, 

die  nach  (9)  und  (9*)  mit  zu  den  Bedingungen  des  kleinsten  Fehler- 
risikos gehören,  haben  drei  andere  Gleichungen  im  Gefolge,  die  sich 
in  folgender  Weise  ergeben:  Multipliziert  man  die  Gleichungen  (10) 
und  (10*)  mit  X^  und  bildet  die  Summe  für  alle  v,  so  entsteht  eben 
mit  Rücksicht  darauf,  daß  \aX\  =  0,  [ß^=^0  und  \yX]  =  0,  das  System: 

Ö21  r«A]  +  Q,dhl]  +  QA(^^  =  0  (13) 

Qsi[^^]  +  Q,2[h^]  +  Q,^[cki^0. 

Die  Determinante  aus  den  Koeffizienten 

Qn  Qn  «1, 
Qii  Qu  Ö23 
Qu      Vs2      ^33 
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H  kimn     üielit  Nall    sein,    weil  dies  im  Widerspmeho  stünde  mit  dem 

■  fc,  [aa]  +  V,,  [a  b]  +  Q,,  \ac]  =  0  | 

H  da«  sirli  aus  den  ersten  Gleichungen  der  drei  Systeme  (11)  nnd  (11*) 
H  msünimensetxt  und  in  welchem  doch  [(ia\f  \ob],  [€tc\  von  vornherein 
H    bestimmte  Großen  bedeuten.     Daher  folgt  aus  (13),  daß: 

I  .                             I«Jt]  =  0,     [6A]-0,     [elj^O                          (14) 

H  ^in   müsse. 

H  Diese    Gleitthuugen    stellen    aber    die    Bedingungen    ilarj     unter 

■  WfeJ<.*hen  die  Hmnme  [AA]  in  bezug  auf  x,  ff,  ^  ein  Minimum  wijd^ 
H  A^^n  nach  (3)  ist 

I         •     ir-['M]-M.  --  I 

H  iWe   mriei^Jiü f festen j   weil   mit   dent   Mdn^n  Fehlet^rmio  verhuntimmk 

H  f^^erte  dr^r  ünhekmmkm  shul  alsö  dirjmifjvn,  wt^lche  den  Beobdchkinffim 

H  i^^hm\hare)  Fehhr  ron  Jdeimter  Qimdnüsumme  mtsdireihen. 

H  Damit  ist  das  Prinzip,   das  der  Mdhmk  der  kleimien   Quadrate 

H  ^gründe  liegt   und   in   Nr.  135   zunächst  tur  direkte  Beobachtungen 

■  erwieseu   wnrde,    als   ein   allgemeiu   giltiges   Ansgleiehungspriiiaip   be- 

■  ^^Tündet  Denn  die  in  Behandlung  stehende  Aufgabe  umfaßt  alle 
W  ^»'obleme,  welche  sich  der  Ausgleichungsrechnung  darbieten. 

Die  AuafTihning  der  Gleichungen  (14),  nämlich   die  Einsetzung 
^^1-  Ausdrücke  für  die  A  aus  (2),  ergibt  das  Gleich uugssjste m : 

K  [aa\x  +  [(ib]y  +  [ae]B  =  [al] 

^^  \ba\x  +  [bb]tf  +  \bc\^  -  [hl]  (15) 

**^rch   das  die  vorteilbafteaten  Werte  der  Unbekannten   eindeutig  he- 
^^immt   sindj   sofern    die  Determinante    der  Koeffizienten   niebt   rer- 

I^^l] windet.     Es  beißt  Ans  System  der  Nörmahjkichunffim, 
^         146*   Gewichte   der   Unbekaimten.     Weil   bei   der   Torteil- 
*^ fliesten  Kombination  die  Größen  Äj  B^  C  der  vorigen  Nummer  Null 
^intl,  so  schreiben  sieb  die  Gleichungen  (7)  und  (7*): 
X—  5?=  [a&]  ] 

Y-y  =  \ßi] 
Ist  daher  h  das  Präzisionsmaß  einer  Beobachtung,  so  ist  nach  Nr>  126 


'^^')'J  /v.'if.f    |,-ii       .\;;>L:l''i«liiini^.-r»'r]niunLr 

(las  PrJizisioiismaß  in  der  Beötiiuiiiuiig  von  w;  ebenso  sind 


h=ita 


Il=x 


die  PräzisionsmaBe  von  y  und  ;?. 

Führt  man  an  Stelle  der  Präzisionsmaße  die  mittleren  Fehler  eo^  ] 
wobei  die  Formeln 

h  =      -  ,     H^  =  —  ■--      u.  8.  w. 

/*l/2  /*,l/2 

ZU  benützen  sind,  so  ergeben  sich  für  die  mittleren  Fehler  der  Ub- 
bekannten  die  Formeln: 

(i,  =  iiy\äcc\,    ii^^^Yißß],    ^  =  f.y[7yi         (le) 

ausgedrückt  durch  den  mittleren  Fehler  fi  einer  Beobachtung.  Wird 
diese  als  Gewichtseinheit  genommen,  so  kommen  den  Be^mmnngv 
der  Unbekannten  folgende  Gewichte  zu  (s.  Nr.  137): 

Da  nun  bei  der  vorteilhaftesten  Kombination 

[««],    r^^J,    [yyJ  (18) 

Minima  werden,  so  haben  die  nach  der  Methode  der  kleinsten  QaadraU 
bestimmten  Werte  der  Unbekannten  zugleich  die  größten  Gewidik, 

Nach  den  Gleichungen  (12)  imd  (12*)  sind  die  Summen  (l^) 
gleichbedeutend  mit  den  Größen 

Qu,     <?«,     Qzi,  (18*^^ 

zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungssysteme  (11)  und  (11*)  diener^^ 
Diese  Gleichungssjsteme  werden  deshall)  als  die   GewidUsgleicItunge^^ 
bezeichnet,  und  zwar  bilden  (11)  die  Gewichtsgleichungen  für  die  Un 
bekannte  x,  weil  sie  (>n  enthalten,  (,11*)  die  Gewichtsgleichungen  fur^ 
y  und  x^. 

Man  bemerkt,  daß  die  Gewichtsgleichungen  mit  den  Normal- 
gleichungen (15)  übereinstimmend  gebaut  sind  und  nur  in  den  rechten 
Seiten  sich  von  ihnen  unterscheiden. 

147.  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  einer  Beobach- 
tung aus  den  scheinbaren  Fehlem.  Sobald  diese  Aufgabe  durch- 
geführt und  auch  die  Gewichte  der  Unbekannten  berechnet  sind,  sind 
nach  den  Ausführungen  der  vorigen  Nummer  auch  die  mittleren  Fehler 
der  letzteren  bestimmbar. 
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Zur  Lösung   der   in   der  Überschrift   bezeichneten  Aufgabe   be- 
nutzen wir  das  von  Gauß^)  angegebene  Verfahren. 

Geht  man  von  den  Gleichungen  (1),  (2)  aus,  welche  lauten: 

A^  =  —  ?^  +  a^oc  +  b^y  +  c^e, 
so     ergibt  sich  durch  Subtraktion  derselben: 

^,  =  e,  -  «,(X  -X)-  fc,(r-  y)  -  c^iZ-z); 
döxx  Gleichungen  (7)  und  (7*)  zufolge  ist  aber  bei  der  vorteilhaftesten 
Kombination  wegen  -4  =  0,  JB  =  0,  C  =  0: 

hiernach  ist 

A^  =  £^  -  a^las]  -  \[ßs]  -  cjyf], 

^1^0  Ay  als  homogene  lineare  Funktion  der  wahren  Fehler  dargestellt. 
^Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  e^  und  bildet  die  Summe  für 
^le  V  von  1  bis  w,  so  entsteht: 

[Xb]  =  [ee]  -  [as\  [aa]  -  [ha]  [ße]  -  [ca]  [ya]; 

^Multipliziert  man  hingegen  mit  A^  und  bildet  wieder  die  Summe,  so 
Icommt  man  mit  Rücksicht  darauf,  daß  nach  (14) 

[aA]  =  0,     [6A]  =  0,     [cA]-0 

ist,  zu  der  Gleichung 

[Xi.]  =  [Xa], 

welche    mit    der    letzten   verbunden   eine   Darstellung   von    [XX]    als 
homogene  quadratische  Funktion  der  wahren  Fehler  ergibt,  nämlich: 

[XX]  =  [aa]  -  [aa]  [aa]  -  [ba]  [ßa]  -  [ca]  [ya].  (19) 

Nach  Auflösung  der  Summen  ist: 
[AA]  =  [66]  -  61* K«i  +  feift  +  c^y^) 

—  £j*  (aj  «8  +  feg  A  +  ^an) 

-^n'K^n  +  Kßn  +  CnYn) 

-  «1^3  i^i^z  +  ^z^i  +  \ßz  +  \ßi  +  (^in+<^zyi) 


Man  ersetze  nun  auf  der  rechten  Seite  jedes  Glied  durch  seinen 
Mittelwert  imd  betrachte  den  so  erhaltenen  Wert  des  rechtsseitigen 
Ausdruckes  als  gleichwertig  mit  [AA].  Dabei  ist  zu  beachten,  daß 
der  Mittelwert  eines  jeden  e^^  gleich  ist  /ii*,  und  der  Mittelwert  eines 

1)  Theoria  combinat.  Art.  38.  —  Andere  Lösungen  siehe  in  des  Verf.s 
„Theorie  der  Beobachtungsfehler*  und  P.  Pizzetti,  1.  c,  p.  262  flf. 
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jeden  t^f^  gleich  Null,  weil  vorausgesetzt  wurde,  daß  die  Felder  ux» 
die  Null  symmetriseli  angeordnet  oder  frei  Ton  einem  konstanten  Aja- 
teil  sind.     Demnach  ergibt  dieser  Vorgang  den  Ansatz: 

[XX]  =  Hfl*  -  n*{a^u^  +  i»ift  +  f,yi) 


=  n{i'--ii'[[na\  +  [hßl  +  \cy]]; 

nach  den  grundlegenden  Bedingungen  (3)  und  (3*)  ist  aber 

ra«J  =  l,     [hß]  =  l,     [cj']  =  l, 
daher 

und  daraus 


^-i/s- 


Diese  Formel  kam  unter  der  Voraussetzung  zustande,  daß  drei  un- 
bekannte zu  bestimmen  seien;  allgemein  ist  für  u  Unbekannte: 

148.  Vermittelnde  Beobachtniigen  ungleicher  Oenaoig- 
keit.  Sind  die  Beobachtungen  Z^,  l^,  •  •  •  Z„  von  ungleicher  öenauig- 
keit,  und  ist  diese  durch  die  Präzisionsmaße  h^,  Äo,  •  •  •  li„  bezeichnet, 
so  befolgt  der  Fehler  e^  der  Beobachtung  /,.  das  Gesetz 

il.e-V..;  (1) 

es  wird  also  das  Produkt  h^.e^  =  £,.'  das  Gesetz 

j^e-'^'  (1*) 

befolgen  (s.  Nr.  12G).     Denkt  man  sich  also  jede  der  Gleichungen 

wie  auch  die  ihr  zugeordnete 

K^  —  K  +  <^v^  +  h^y  +  c^z  (3) 

mit  1%^  multipliziert,  so  entstehen  neue  Gleichungssysteme: 

e;  =  -  V  +  «;  X  +  i;  r  +  c;^  ^^^^  ^    ^^      (2*) 

K  -  -  V  +  «/a;  +  ft/y  +  c>  '  '        '       (3*) 


dn. 


Jij 


'  Beoljach 


die  Rieh  auf  ein  «inheitlidies  Gesetz  (l*)  beziehen  und  daher  e! 
All   behandeln  sind  wie  die  von  Nn  145, 

Es  ist  jedoch  üblich,  das  ßenauigkeit^verhältnis  der  Beol 
hingen  entweder  durch  ihre  mittleren  Fehler  oder  dnrch  die  Gew 
zum  Aosdmck  zu  bringen.  Nach  Nr,  137  sind  aber  die  Präzig 
maB«  den  mittleren  Fehlern  umgekehrt,  den  Qnadratwurzeln  aua 
Gewichten  direkt  proportional  Statt  also  die  Gleichungen  (2)^ 
uui  sie^  wie  man  sich  ausdrückt ^  mtf  ffletches  Gewirld  zu  rahm 
mit  den  Präzigionsmaßen  zu  multiplizieren,  kann  man  sie  durcl 
Quittieren  Fehler  der  bezuglichen  Beobachtungen  dividieren  odei 
den  Quadratwurzeln  aus  den  korrespondierenden  Gewichten  n 
pli^ierem 

Wir  wollen  den  letzteren  Vorgang  als  den  üblichen  vertolgen 
Wa&eiclmen  die  Gewichte  von  l^^  l^^  -    -  J^  mit  p^^  p^j     •  -  p^.    Be 

der  Fehler  t^  dag  Gesetz  (1),  so  unterliegt  VPv^^^^J  ^^^^  ^^ 
*leiji  Gesetz 

— ^^    p* 

wicl   da    sich    alle    Gewichte    auf  dieselbe    Gewicbtseiaheil 
'otiaagjj^  so  ist 

A 

=  h 


VT. 


^J^iihhTmgig   Yon  p   und   bezeichnet  das  Präzisionsmaß   der  Qef^ 
^*  9^^lirlL    Es  nnterliegen  also  bei  diesem  Vorgange  die  Gleichung 
*^^iii  einheithchen  Gesetze 

h 


fn 


■  Ä '  *v' 


*^^m  die  Gewichtseinheit  unterworfen  ist 
Die  nun  geltenden  NornmhjMchumjen: 

[aa]3^  +  [ah'ly  +  [a€\B  -  [a'^] 

Wa'lx  +  [Vl}]y  +  [&'g>  -  \VV] 

\e'alx  +  \cU]y  +  {c'c\z  =  [c'V] 

bauten  in  den  uröprtlngljchen  Großen: 

\^ba\x  ^  \phb]y  +  [pb6\2  =  \pht\ 
{p€ü\z  +  [p€h]y  +  [pcc\§  —  [j3crf]; 

ebenso    gestalten    eich    die    GewkhisgMchungeri'   für  :r   in   di 
firoßen  wie  folgt: 
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[paa]  Ön  +  [pab\  Öu  +  [pac]  Q^^  ==.  1 

[pba]  Q,,  4-  [pU]  Q,,  +  [phc]  Q,,  =  0  (5» 

[jpcd]Qn  +  Vpch]Qn  +  [pccjö,«  =0 

und  ähnlich  die  von  y  und  z. 

Die  Gleichungen  (14)  in  Nr.  145: 

[aA]  ==  0,     [hX\  =  0,     [cA]  =  0, 

aus  denen  die  Normalgleichungen  hervorgegangen  sind,  lauten  nunmeh 

[pak]  =  0,     [phX\  =  0,     [^cX\  =  0  (6'» 

und  stellen  die  Bedingungen  vor,  unter  welchen  die  Summe  [pl't 
in  bezug  auf  x,  y,  z  ein  Minimum  erlangt.  Daraus  ergibt  sich  di 
Erweiterung  des  in  Nr.  145  formulierten  Prinzips  auf  den  Fall  m 
gleich  genauer  Beobachtungen.  Es  sind  nämlich  dann  jene  Wer 
der  Ufibckannien  die  vorteilhaftesten,  für  welche  die  Summe  der  m 
den  Gewichteti  nmltiplizierteti  Quadrate  der  (scheifibaren)  Fehler  a 
kleinsten  ivird. 

Für  den  mittleren  Fehler  der  Gewiditseinlieit  ergibt  sich  aus  de 
auf  gleiches  Gewicht  (=1)  reduzierten  A'  der  Ausdruck: 


^=vm.  (• 


wenn  u  die  Anzahl  der  Unbekannten  ist;  in  den  ursprünlichen  A  au 
gedrückt  lautet  diese  Formel: 


"-n 


[pn\^  (7: 


Aus   ft   ergeben   sich   mittels   der  Gewichte    der  Unbekannten  derc 
mittlere  Fehler  nach  den  Formeln: 

f^x  =  r^  =  /^ Voll ,     /^y  =  y^  =  i^VQii     u.  8.  w. 

149.  AuflSsnng  der  Normalgleichungen  und  der  Oewichti 
gleichnngen.  Hierbei  ist  es  nicht  notwendige  den  Fall  ungleich  g 
nauer  Beobachtungen  von  dem  gleich  genauer  zu  unterscheiden,  we 
Normal-  und  Gewichtsgleichungen  in  beiden  Fällen  dieselbe  Fön 
haben. 

Wenn  es  sich  nur  um  wenige  Unbekannte  handelt  und  die  Koefl 
zienten  der  Gleichungen  einfache  Zahlen  sind,  dann  wird  man  sie 
eines  der  verschiedenen  Kombinationsverfahren  der  Algebra  bedienei 
um  möglichst  rasch  zum  Ziele  zu  kommen.  Sobald  aber  die  Anza] 
der  Unbekannten   einigermaßen   erheblich   ist   und   die  Koeffiziente 


II.  Ali.-f  liiiitt       KMiiil.iiiatiMii    \nii    iM'nha.  lituni^fn  :_'i;7 

liomplizierte  Zahlen  sind,  empfiehlt  sich  jener  systematische  Vorgang, 
den  Gauß^)  angegeben  hat. 

Aus  der  ersten  Gleichung  des  Systems 

[aä]x  +  [ab]y  +  [ac\z  =  [al] 

[ah]x  +  [hb-\y  +  [hc\z  ==  [hl\  (1) 

[ac\x  +  [hc\y  +  [cc]^  =  [ci] 
*Igt: 

^  +  [aa]  J'  ^  [aa]  ^       [aa]  ^^>' 

Subtrahiert  man  diese  Gleichung,  nachdem  man  sie  mit  [ah]y  be- 
ziehungsweise [ac]  multipliziert  hat,  von  der  zweiten  imd  dritten,  so 
entsteht  das  Gleichungspaar: 

das  analog  gebaut  ist  wie  das  System  (1);  denn  die  zur  Hauptdiago- 
nale  symmetrisch  liegenden  Koeffizienten  sind  wieder  gleich  und  die 
der  Hauptdiagonale  selbst  Quadratsummen  wie  dort,  daher  positiv;  so 
ist  beispielsweise 

rj ji  -_  EfLÜ  \ah\  =  [««]r&&] -[«&]'  _  /«i^-^«i^Y  .  /Msjzi^y  I  ... 

Femer  zeigen  die  Koeffizienten  und  die  absoluten  Glieder  einen  ein- 
heitlichen Bau,  der  sich  durch  das  Schema 

darstellen  läßt;  führt  man  dafür  das  Symbol 

[ik  .  1] 
ein,  wonach  also 

[«'«'] -["^}  [««']  =  [«'«'■  11,     \bc\-^^^'l\ac\^\hc.\\     ■••     (3) 
ist,  so  schreibt  sich  jenes  Gleichungspaar  wie  folgt: 
\hh  ■  l]y  +  \hc  ■  l]z  =  [bl  ■  1] 
[hc  ■  IJy  +  [cc  ■  l]e  =  [cl  •  1]. 
Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

y  +  [66.1J^~[66lJ'  ^^^ 

1)  Disquisitio  de  elementis  ollipticis  Palladis.    Comment.  Gott.  1810,  und 
Theoriae  combin.  suppl.  1826,  Art.  13. 
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mnltipliziert  man  dies  mit  [hc  -  1]  und  subtrahiert  von  der  zweiten 
Gleichung,  so  entsteht: 

Koeffizient  und  rechte  Seite  sind  hier  nach  dem  Schema 

gebildet;  gebraucht  man  hierfür  die  Abkürzung 

\ik  .  2], 
wonach  also 

[''^•ll-F6^jt*'^-lJ  =  Lcc-2],  •■•  (6) 

SO  schreibt  sich  die  obige  Gleichimg: 

[cc  .  2]z  =  [cl .  2].  (7) 

Aus  ihr  folgt  dann: 

Die  Gleichungen  (2),  (5),  (8)  sind  geeignet,  das  System  (1)  der 
Normalgleichungen  zu  ersetzen;  ihre  Vereinigung: 

**^  [aa]»  ^    [oo]    *         [aa] 

^-[CC.2] 

bildet  das  System  der  reduzierten  Normalghichimgen.  Dasselbe  ge- 
stattet die  Berechnang  der  Unbekannten  darch  successiye  Substitution 
von  der  letzten  zur  ersten.  Hat  man  die  darin  auftretenden  Brfiche, 
welche  in  ihrer  Reihenfolge  kurz  mit 

b,     q     ti 
c,     I, 

bezeichnet  werden  mögen,  berechnet,  so  lassen  sich  mit  Hilfe  der- 
selben Xj  y,  z  explizite  darstellen;  es  ist  nämlich 

a;  =  I,     1     c,  i  =  Ii  -  b^I,  +  (biC,  -  Ci)Is 
1,     0     1 
I,    c, 


y 


z^  I,. 


(10) 


h  ^2  ^8 
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Würde  man  dasselbe  Eliminationsverfahren^  das  hier  auf  die 
IN'ormalgleichangen  ausgeübt  worden  ist,  auf  die  Gewichtsgleichungen 
von  jgr,  d.  i.  auf 

[ah]Q,,  +  [bb]Q,,  +  [bc-]Q^^O  (11) 

[ac]Q,,  +  [bc]Q,,  +  [cc^Q^^  1 

zur  Anwendung  bringen,  so  ergäben  sich  in  (9)  links  dieselben  Koefi- 
zienten,  rechts  dagegen  andere  Werte;  es  entsteht  nämlich  (11)  aus 
(1),  wenn  man  auBer  der  Änderung  der  Zeichen  für  die  Unbekannten 

[a/]  durch  0,     [bT]  durch  0,     [cl]  durch  1 

ersetzt;  infolgedessen  wird  weiter 

L6M]  =  [6i]-L;^„jLafJ  gleich  0 

[cM]  =  |ci]-[^^Jj|a/J  gleich  1 

[ci .  2J  =  [cM| -[f^JLW-lJ  gleichl, 

und  das  zu  (11)  gehörige  reduzierte  System  lautet: 

«32  +[5T^]  033  =  0  (12) 

Qss=       ' 


[cc  •  2] 


Am  bemerkenswertesten  ist  die  dritte  dieser  Gleichungen,  da  sie 
aussi^,  daß  bei  dem  eingeschlagenen  Eliminationsverfahren  der  Nenner 
der  letzten  Unbekannten  zugleich  ihr  Gewicht  angibt. 

Auf  diese  Weise  ist  aber  eben  nur  das  Gewicht  der  letzten  Un- 
bekannten einfach  gefunden.  Um  das  der  ersten  zu  erhalten,  könnte 
man  das  System  der  Normalgleichungen  derart  unisteUen,  daß  die 
Gleichungen  und  die  Unbekannten  in  die  umgekehrte  Ordnung 
kommen;  führt  man  bei  dieser  Anordnung  das  Eliminationsverfahren 
wie  früher  durch,  so  gibt  der  Nenner  von  x  zugleich  dessen  Gewicht. 
Zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  y  wäre  nur  die  Umstellung  des 
abgekürzten  Systemes  (4)  erforderlich.  Wählt  man  diesen  Vorgang, 
so  gewährt  die  mehrfache  Bestimmung  der  Unbekannten  zugleich  eine 
Kontrolle  der  Rechnung. 

Bei  einer  größeren  Anzahl  von  Unbekannten  wird  jedoch  eine 
solche  Wiederholung  des  Eliminationsverfahrens  beschwerlich;  es 
empfiehlt  sich  dann,  jedes   System   von  Gewichtsgleichungen  ebenso 
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zu  reduzieren  wie  das  Norraalgleichungssjstem.     So   gehen  die  Qe- 
wichtsgleichungen  für  x: 

aas  den  Normalgleichungen  hervor,  wenn  man 

[al]  durch  1,     \bl]  durch  0,     IcJ]  durch  0 
ersetzt;  mithin  wird 

[cMl  =  [o/J -[;-:]- Kl  gleich  -[«Ij 
[er  2]  =  [cM]  -  [||-;JL/>M1  gleich  [^y^  ^^ 
und  daher  das  System  der  reduzierten  Gewichtsgleichungen: 

'«^i»  -t-  [ftft  .  ij  Vi3  —       [aalJbb  .  1] 

^     _        [ab][hc-l]_ 
*^i»       [a«J[66l][cc-2j' 

woraus    durch    successive    Substitution    Q^^,    das    reziproke    Gewicht 
von  x,  bestimmt  werden  kann. 

150.  Nichtlineare  Relationen  zwischen  der  beobachteten 
und  den  unbekannten  OrSßen.  Die  Theorie  der  Ausgleichung 
vermittelnder  Beobachtungen  bedarf  noch  einer  wichtigen  Ergänzung. 
In  Nr.  145  ist  nämlich  angenommen  worden,  daß  zwischen  der  zu 
beobachtenden  Größe  V  und  den  Unbekannten  X,  Y,  Z,  -  -  -  eine 
lineare  Beziehung  bestehe.  Ist  dem  nicht  so,  ist  der  Zusammenhang 
ein  anderer,  so  ist  eine  vorbereitende  Rechnung  erforderlich,  bevor 
an  die  Ausgleichungsrechnung  selbst  geschritten  werden  kann. 

Es  bestehe  allgemein  zwischen  V  imd  den  (drei)  Unbekannten 
die  Beziehung: 

o  =  -F+i^(x,  r,z).  (1) 

Die  Beobachtung  l^  von  V,  mit  dem  Fehler  f^,  fQhrt  zu  der  Gleichung: 

e,  =  -l  +  F,{X,Y,Z);  (2) 

der  Zeiger  v  bei  F  deutet  auf  Parameter  hin,  welche  sich  von  Be- 
obachtung zu  Beobachtung  ändern. 
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Wählt  man  in  zweckmäßiger  Weise  so  viel  Beobachtungen  aus, 
als  es  Unbekannte  gibt,  und  betrachtet  sie  als  fehlerfrei,  so  ergeben 
sich  Gleichungen  in  gerade  zureichender  Zahl  zur  Bestimmung  von 
Näherungswerten  X^,  yj,,  Z^  der  Unbekannten.  Von  diesen  werde 
angenommen,  daß  die  Korrektionen  g,  17,  g,  durch  welche  sie  auf  die 
vrahren  Werte  X,  Y,  Z  ergänzt  werden,  so  klein  seien,  daß  man 
Glieder  mit  Potenzen  und  Produkten  derselben  außer  Acht  lassen 
könne.     Unter  solchen  Verhältnissen  kann 

gesetzt  werden,  und  es  geht  die  Gleichung  (2)  über  in: 

dF  BF  dF 

6,  =  -  ?,  +  F^X^,  Y„  Z.)  +  ^-^1  +  gy;i?  +  ^-^l  (3) 

Wenn  nun 

K  ~  Fy  i^o>  ^o>  ■2Ö)  =  h 

3  F.. 

(4) 


bX, 

= 

a, 

dF, 

= 

h. 

dF, 

= 

c. 

gesetzt   wird,   so    nimmt  (3)    die   in  Nr.  145    vorausgesetzte   lineare 
Form  an: 

^  =  -  K'  +  ^.1  +  Kv  +  c^t  (5) 

Jeder  solchen  Gleichung  entspricht  eine  andere: 

in  der  x^  y,  z  die  vorteilhaftesten  Werte  der  Korrektionen  bedeuten, 
so  daß 

Xo  +  a:,     Fo  +  t/,     Zo  +  xr  (7) 

die  vorteilhaftesten  Werte  der  Unbekannten  selbst  sind. 

Aber  erst  der  Erfolg  der  Rechnung  kann  darüber  belehren,  ob 
die  Voraussetzimg  zulässig  war,  auf  welcher  der  Ansatz  (3)  beruhte. 
Sollten  sich  fiir  x^  y,  z  so  große  Werte  ergeben,  daß  man  gegen  die 
Außerachtlassung  der  Potenzen  und  Produkte  Bedenken  tragen  muß, 
dann  wäre  die  ganze  Rechnung  mit  den  Werten  (7)  als  neuen  Nälie- 
rungstoerten  zu  wiederholen. 

Die  Einfühnmg  von  Näherungswerten  für  die  Unbekannten  em- 
pfiehlt sich  zumeist  auch  dann,  wenn  die  Relation  zwischen  V  und 
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X,  Y,  Z,  '  ' '  von  Natur  aus  linear  ist;  sie  hat  dann  aber  einen  andem 
Zweck  als  vorhin,  nämlich  den  der  Vereinfachung  der  numeriscJten 
RecJinung.  Sind  nämlich  die  Beobachtungsergebnisse  l^  vielziffi-ige 
Zahlen,  so  kann  durch  passende  Näherungswerte  bewirkt  werden,  daß 
die  nach  der  Vorschrift  (4)  reduzierten  Beobachtungen: 

bequemere  Zahlen  werden. 

Mitunter  kann  die  Umwandlung  der  nichtlinearen  Relation  (1) 
in  eine  lineare  auch  auf  einem  andern  Wege,  mit  Umgehung  von 
Näherungswerten,  bewerkstelligt  werden,  wenn  sich  eine  analytische 
Operation  f  angeben  läßt,  durch  welche  die  Funktion  F  in  eine  lineare 
umgewandelt  wird^),  so  daß 

f{y)=f[F{X,  r,  Z)]  =K+  aX+hY+  cZ  (8) 

ist.  Nun  muß  aber  beachtet  werden,  daß  die  Ausgleichung  nicht  an 
den  Beobachtungen  von  V  selbst,  sondern  an  Beobachtungen  der 
Funktion  f{V)  vorgenommen  wird,  und  dies  hat  auf  die  Gewichte 
der  Gleichungen  (8)  Einfluß. 

Ist  l^  eine  Beobachtung  von  F,  f,.  ihr  Fehler;  gehören  ferner  zu 
dieser  Beobachtung  die  Werte  a,,,  h^,  c^,  der  Parameter,  so  gibt  sie 
zu  der  Gleichung: 

f{K  +  ^0  =  K^  +  a^X  +  fe,.  r+  cj.  (9) 

Anlaß;  für  ein  sehr  kleines  a^  kann 

gesetzt  werden.  Hat  nun  l^  die  Präzision  \,  das  Gewicht  j)^,  so  hat 
nach  Nr.  126  wegen 

/■(Z,)  die  Präzision 

und  ein  Gewicht  p^,  das  sich  aus  der  Beziehung 

h  * 


ergibt;  somit  ist 


1)  Als  Beispiel  diene:  F  ==  Cc* '^  "*■  * '^;  durch  die  Operation  des  Logarith- 
raicrens  im  natürlichen  System  geht  daraus  die  in  bezug  auf  X,  Y  lineare  Be- 
ziehung: IV  =1-  C-{-aX-\-hY  hervor. 
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Waren  die  Beobachtangen  l^  von  gleicher  Genauigkeit  und  vom  Ge- 
wicht 1;  so  bekommt  die  Gleichung 

<  -  -  V  +  «.X  +  KY+.c,z,  (11) 

welche  aus  (9)  hervorgeht,  wenn  man 


setsst,  das  Gewicht  . 

Pr'-'jily-  (10*) 

Auch  diese  Methode^),  die  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  an- 
wendbar ist,  hangt  von  einer  Voraussetzung,  nämlich  von  solcher 
Kleinheit  des  Beobachtungsfehlers  ab,  daß  dessen  Potenzen  vernach- 
lässigt werden  können. 

161.  Zimaminenstellnng  der  Besnltate.  Das  erste  Gieschäft 
bei 'der  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen  ist  die  Aufstellung 
der  Fehlergleichungen,  die  schließlich  immer  die  Form: 

^v  =  —  ^r  +  %^  +  ^yV  +  ^v^  (1) 

annehmen.  Ihre  Anzahl  stimmt  mit  der  Anzahl  der  Beobachtungen 
überein.  Handelt  es  sich  um  lineare  Beziehungen,  so  bedarf  dies 
keiner  besonderen  Rechnung;  nur  bei  Einführung  von  Nähenmgs- 
werten  Xq,  Fq,  Z^  zum  Zwecke  der  Reduktion  der  /  hat  man  für 
jede  Gleidiung  den  Wert  von 

zu  berechnen,  von  \  zu  subtrahieren  imd  mit  den  Differenzen  ?/ 
wieder  Gleichungen  von  der  Form  (1)  zu  bilden,  in  welchen  x,  y,  s 
nunmehr  Korrektionen  an  den  Näherungswerten  bedeuten.  Bei  nicht- 
linearen Relationen  erfordert  die  Aufstellung  der  Fehlergleichungeu 
besondere  Vorarbeiten,  die  in  Nr.  150  erörtert  sind. 

Das  zweite  Geschäft  besteht  in  der  Bildung  der  Nomialgleiehnmjni, 
die  auf  die  Berechnung  des  Summensystemes 

\ad\    [ah]    \ac'\    \al\ 

[bh\    ihc\     [6q  (2) 

[cc\     Vcl] 

1)  Auf  ihre  korrekte  Durchführung  hat  Th.  Wittstein  hingewiesen 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXVII  (1882),  p.  315,  und  „Das  mathematische  Ge- 
setz der  Sterblichkeit",  2.  Aufl.,  1883. 

Csaber,  WahrscbeiiiJic/iJIceitflrechnnng.  V^ 
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hinauskoninit  und  bei  zahlreichen  Beobachtungen  end  yielziffirigen 
Koeffizienten  den  beschwerlichsten  Teil  der  Arbeit  bildet.  Zu  ihrer 
Erleiehtening  koimea  Qnadrattafehi^)  und  Produkttafeln  ^)  gute  Dienstje 
leisten.  In  Ermangelung  der  letzteren  können  die  niehtquadratisclien 
Summen  wie  [tih],  \ac]  u.  s.  w-  mit  einer  Mehrarbeit  ancli  mittels 
Quadrattafeln  berechnet  w^rdeji^  weil 


[ab] 


2 


nndfl 


ist»). 

Das  dritte  Geschäft  ist  die  Auflmimj  tier  Normalffhiekungm 
damit  iu  Verbindung  die  Gewichtsbestimm ung.  Die  Aufstellung  der 
reduzierten  Normal  gl  ei  chmigenj  welche  hierzu  erforderlich  ist,  bedingt 
die  Bildung  der  Koeffizienten 

\bh-l]    [be-l]     [fcM]  ^ 

[cc-2\    [cl-2\  ^ 

nach  den  Schematou  der  Nr.  149;  siod  diese  berechnet,  so  kann  nach 
AuafUbruiig  einiger  Divisionfn  das  System: 


[«JJ 

io«j 


J 

[CC    2J 


(4) 


Äifferraäßig  heiTgesteUt  werden;  aus  ihm  erhält  man  (durch  sueeessive] 

Substitution)  ^^  p^  x.  Gleichzeitig  ist  das  Gewicht  von  z  bestimmt- 1 

über  die  Ermittelung  der  Gewichte  von  ^  und  x  ist  in  Nr*  149  Abb 

Nähere  angegeben. 

1)  Solche  findtiii  flieh  in  vielen  Logaxitlmien werken- 

2)  Rechentafeln    von    A*  L.   Grelle    (5,  Äusg,    1S80)    unil    H,  Zimmer- 
mann, 1BB9. 

3)  Bei   Beobachtungen    ungleicher   Genauigkeit  kommt  noch   die   Multi* 

plikafciOQ    mit    den    Gewichten    bin^u.      Das    au    berechnende    Summennysteml 

läutet  hier 

[pau]    [pabl    [pacl    [pal] 

[pbb\    [pbe]     [pbl\ 

[pcc]     [pcl}, 

ist  aber  bei  den  weiteren  ßechenprozeBBen  genau  ao  wie  (2)  zn  behandeln,  m? 
daher  bilüüg  nucb  in  der  Fonn 

(na)    (»&)    (ac)    («0 

(hb)    {hc)     (hl) 

(ec)     (cT) 

geachnehetj,     Dementsprodiemi  werden  auf.b  weiter  unten»  in  (S),  (4|,  .       diej 
eckigen  Klammem  durch  runde  eri*(*tKt. 
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Daa  vierte  Geschäft  betrifiFk  die  Berechnung  der  scheinbaren  Felder. 
Man  erhalt  sie  durch  Einsetzung  von  x,  y,  0  in  die  Fehlergleichungen  (1). 

Das  leUfte  Geschäft  ist  die  Genauigkeit shestimnmng,  Sie  erfordert 
die  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  der  einzelnen  Beobachtung  oder 
der  Gewichtseinheit.  Dazu  ist  die  Bildung  von  [Xk\  beziehungsweise 
[jOilA]  nötig;  wozu  wieder  Quadrat-  und  eventuell  auch  Produkttafeln 
verwendet  werden  können.     Hierauf  hat  man  bei  u  Unbekannten 

f(  «»  "1/-L^i-  ^     beziehungsweise  =  V  ^17^  •  (•'>) 

Daraus  berechnen  sich  mittels  der  Gewichte  p^y  p^y  p^  der  Unbekannten 
deren  mittlere  Fehler: 

'-^vK'  r'=Tfe'  '-^vf/         ^'^ 

Bei  der  Ausführung  umfangreicher  Rechnungen  ist  die  Anwendung 
von  Kontrollen  unbedingt  erforderlich.  Die  Theorie  gibt  deren  einige 
unmittelbar  an  die  Hand.  So  besteht  eine  durchgreifende  Probe  nach 
Auflösung  der  Normalgleichungen  und  Berechnung  der  X  darin,  daß 
man  prüft,  ob 

[aA]  =  0,    |tAl  =  0,    [cA]  =  0  (7) 

sei,  wie  es  die  Theorie  verlangt  [s.  Nr.  145,  Gleichung  (14)].  Bei  un- 
gleich genauen  Beobachtungen  treten  an  Stelle  von  (7)  die  Gleichungen: 

LpaA]  =  0,     \pbX]^0,    [pck]  =  0  (7*) 

[s.  Nr.  148,  Gleichung  (6*)]. 

Eine  andere,  ebenfalls  durchgreifende  Kontrolle  besteht  in  einer 
zweiten  Berechnung  von  [AA],  die  sich  wie  folgt  ergibt.     Aus 

folgt,  wenn  man  quadriert  und  addiert, 

[kX]  =  [II]  +  [[aa-]x  +  \ah-\y  +  [ac]z  -  2[al])x 
+  [[ab]x  +  [bh]y  +  [bc]z-2[hl]}y 
+  {[«c]^  +  [bc]y  +  [cc]z  -  2[cl])z, 
und  dies  reduziert  sich  vermöge  der  Normalgleichungen  auf 
[XX]  =  [;;j  -  [ar\x  -  [bl]y  -  [el]z. 

Um  sich  nun  von  den  berechneten  Werten  der  Unbekannten  unab- 
hängig zu  machen,  schreibe  man  die  erste  der  Gleichungen  (4)  darunter 
in  der  Anordnimg 


\^^ 
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multipliziere  sie  mit  [al]  und  addiere  sie  zur  vorigen;  dadurch  ent- 
steht: r/iM« 

[ZA]  =  [ZZ]  -  l?*^^  -  [6M]y  -  [cM>. 

Hierunter  setze  mau  die  zweite  der  Gleichangen  (4): 
0-      ^^^-^3  I   „  ,  [bei]. 

multipliziere  sie  mit  [hl  •  1]  und  addiere  zu  vorigen;  es  entsteht: 

Die  letzte  der  Gleichungen  (4)  nach  Multiplikation  mit  [cl  •  2]  dazu- 
gefügt,  erhält  man  schließlich: 

Hat  man  dem  Schema  (2)  gleich  von  Anfang  an  die  Summe  [11] 
angereiht,  so  erfordert  die  Durchführung  dieser  Formel  (8)  nur  noch 
Größen,  welche  schon  wegen  der  Büdung  der  reduzierten  Normal- 
gleichungen (4)  notwendig  sind.  Übrigens  ist  die  rechte  Seite  von  (8) 
gleichbedeutend  mit  dem  Symbol  [/i  •  3J  und  kann  daher  auch  nach 
den  Schematen  von  Nr.  149  gebildet  werden;  denn  es  ist 

[xx\  =  [ti.2\-  f;-.4]-=L"-3i, 

wenn  man  das  Gesetz  der  Schemata  fortbildet. 

Bei  großen  Ausgleichungsarbeiten  führt  man  eine  die  ganze 
Rechnung  begleitende  Kontrolle  durch,  auf  die  hier  nicht  eingegangen 
werden  solP). 

162.  Bedeutung  der  Resultate.  Ableitung  empirischer 
Formeln.  Die  Theorie  vermittelnder  Beobachtungen,  wie  sie  hier 
dargestellt  worden  ist,  beruht  auf  gewissen  Voraussetzungen.  Halten 
wir  an  dem  Falle  fest,  daß  es  sich  um  eine  lineare  Beziehung  handle, 
so  wird  zunächst  angenommen,  daß  in  der  Gleichung 

^r--lr  +  «v^  +  Ky+  c.^  (1) 

f^  den  Fehler  der  Beobachtung  l^  vorstelle  und  die  Parameter  a^,  &,.,  c,. 
fehlerfrei  bestimmt  seien.  Weiter  wird  vorausgesetzt,  daß  e^  dem 
Gesetze  , 

V^ 

1)  Näheres  hierüber  findet  man  in  F.  R.  Helmert,  Die  Aosgleichungs- 
rechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  1872,  p.  104 if. 
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folge.  Untfr  (Heeen  Voraussetzungen  hat  sich  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  ala  diejenige  lineare  Kombination  der  Gleiehuugeu  (Ij  er* 
geben,  welche  die  mit  dem  kleinsten  FehJerrisiko  verbundenen  Werte 
der  Unbekannten  liefert,  wobei  der  Begriff  des  Fehlerrisikos  in  der 
E'&Bsnjig  von  Nr.  128  gedacht  ist. 

Unter  minder  einsckränkenden  Voraussetzungen,  nämlieh  unter 
der  Annahrae,  daß  die  f^.  von  kouatauteu  Anteilen  frei  seieu,  daß  also 
das  Gesetz,  welchem  das  einzelne  f^  folgt,  irgend  eine  gerade  Funktion 
von  s^  sei,  hat  Gauß^)  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  als 
diejenige  lineare  Kombination  der  Gleichungen  (1)  nachgewiesen, 
welche  Werte  der  Unbekannten  mit  den  kleinsten  mittleren  Fehlern 
liefert.  Auch  hier  ist  das  Prinzip  des  kleiasten  Fehlerrisikos  zur 
Grundlage  genommen,  jedoch  in  dem  besonderen  Sinne,  daß  hierunter 
die  Quadratwurzel  aus   dem  mittleren  Fehlerquadrat  verstanden  wird. 

Kann  ferner  angenommen  werden^  daß  die  scheinbaren  Fehler 


X,  =  -l^  +  a^x  +  6,y  +  c^jt, 


(2) 


welche  ans  der  Annahme  x,  y,  ss  für  X^  Y^  Z  resultieren,  dem  Gesetz 

_^g-Ar'^r*    folgen,  so  erweist  sich  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 

als  dasjenige  Verfahren,  das  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  Unbe- 
kannten liefert,  weil  sie  der  Koexistenz  der  Werte  A^.  [>=  1,  2, -*  w) 
die  größte  Wahrscheinlichkeit  verleiht. 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  wird  aber  auch  in  Fällen 
zur  Anwendung  gebr^icht^  wo  die  Sachlage  eine  von  der  obigen  ver- 
schiedene ist  Man  denke  zunächst  an  den  Fall,  daß  nicht  bloß  l^, 
sondern  daß  auch  die  Parameter  werte  a^j  b^,  c^  Resultate  der  Beob- 
achtung und  daher  Fehlern  unterworfen  seien;  dann  hat  ^^  die  Be- 
deutung des  Fehlers  der  Funktion  -  /,  +  a^X  +  b,Y  +  c,Z.  Wüßte 
man^  daß  die  Fehler  von  l^.^  d^,  h^j  c^  sämtlich  Gesetze  von  der  Form 

*   (>-*'**'  beiblgen,  eo  könnte  nach  Nr,  126  das  Gesetz  bestimmt  wer- 

den,  nach  dem  f^  sich  richtet^  und  damit  wäre  auch  die  der  Glei- 
chung (11  Äuzusehreibende  Präzision  gefimden,  alles  dies  jedoch  unter 
der  Voraussetzung,  daß  man  gute  Nüberungs werte  von  X^  Y^  Z  im 
voraus  kennt. 

Ein  weites  und  wichtiges  Gebiet  der  Anwendung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  bildet  die  Ahkiimtg  empirischer  Formeln. 

Es  liege  ein  Beobaehtungsniafcerial  vor,  das  sich  auf  eine  Größe  V 
imd  auf  Parameter  a,  h^  c  bezieht,  von  welchen  jene  abhängt;  dasselbe 
bestehe  in  n  Reihen  zusaramengehöriger  Werte 


l; 


K 


(»  =  !.».    .    I.). 


1}  Theoria  combiuat. 
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Man  soll  iHeses  Beobachtimgsmaterial  durch  eine  analytische  Gleieliuiig 


v=F{x,r,z) 


(3) 


(larsteilen,  die  entweder  aus  thearetischen  Erwägungeu  hervorgegangen 
ist  oder  als  Hypothese  über  den  Zusammenhang  zwiBchen  l\  ü^  h^  e 
angentuniTU'u  wurde  und  außer  diesen  Großen  noch  u  {=  3)  unbekannte 
Konstanten   X,   Y^  Z  enthält. 

Man  schlägt  mm  zur  Losung  dieser  »Aufgabe  den  Weg  einy  den 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  filr  dieses  Problem^  als  einen  Fall 
der  Ausgleickiuig8re{*hnuugj  vorschreibt,  bestimmt  die  »^vorteilhaftesten" 
Werte  x^  f/,  ^  der  Unbekannten  und  biblet  mit  diesen  die  empirische 
Formel 

v  =  ¥{x,y,z),  (4) 

welche  gestattet,  zu  jeder  Wertgruppe  der  Parameter  a,  h^  c  den  zu* 
gehörigeji  Wei"t  von  V  zu  hctrclitwn. 

In  solchen  FlUIen  handelt  es  sich  nicht  mehr  um  die  ,^ Ausglei- 
chung von  BeobaihiurnfstahleTB^'*^  denn  die  A,j  welche  sich  durch  die 
Differenjsen 

K  =  —  K  +  ^v 


darstellen^  stammen  jetzt  nicht  allein  von  den  Fehlern  her,  welche 
den  beobachteten  Großen  /^,  cf^j  6^,  c^  anhaften j  sondern  und  meist 
viel  mehr  aus  den  vereinfachenden  Annahmen^  welche  bei  der  theo- 
retischen Ableitung  des  Ansatzes  (3)  gemacht  worden  sind^  beziehungs- 
weise  aus  der  Hypothese,  deren  analytischen  Ausdi-uck  dieser  Ansatz 
bildet.  Die  gewonnene  Formel  (4)  kann  als  eine  solche  bezeichnet 
werden,  der  das  Beobachtungsmaterial  in  seiner  Gänze  j,möglichst 
genau  genügt'*,  und  die  Summe  [AAJ,  die  kleinste  unter  alle%  so  lange 
man  an  der  Form  (3j  festhält,  repräsentiert  ein  ^^Maß  fiir  das  Ge- 
nügen". Die  Gewichte  der  Unbekannten,  wenn  man  sie  mitbestimmt, 
belehren  über  den  Grad  der  Sicherheit,  mit  welchem  jede  einzelne 
Unbekannte  bestimmt  ist.  Hat  man  über  dasselbe  Beobachtunga- 
material  zwei  versckiedene  Hypothesen  in  Form  von  Gleichimgen  auf* 
gestellt  imd  zu  jeder  Hypothese  die  empirische  Formel  bestimmt,  so 
zeigen  die  zugehörigen  Summen  \ll\f  welche  der  Hypothesen  das 
Beobachtuugsmaterial  in  seiner  Gänze  besser  darzustellen  geeignet  ist; 
man  wird  van  diesem  Gesichtspunkte  aus  jener  den  Vorzug  gebeUj 
der  das  kleinere  [11]  zukommt*). 


1)  Über  diese  erweiterte  ÄuffaesiiDg  der  Methode  der  kleinit^n  Quadrate 
ala  ein  Verfabren  zur  Lösimg  von  Problemen  dea  „möglicbat  genau  OeiiügenH^^ 
des  ,,iuöglicb8t  nabe  Liegena**  (bei  georaetiiBcber  Äualegnng)  vergleicbe  ma»  clie 
kleine  Scbrift  van  R.  Henke,  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
2.  Aufl..  ISU, 


1 


I 

I 
I 

I 
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Eine  allgemeine  Entscheidung  darüber^  wann  eine  empirische 
Formel  überhaupt  geeignet  ist,  einen  Komplex  von  Beobachtungen 
analytisch  darzusteUen,  kann  nicht  gefällt  werden.  Es  hängt  dies 
davon  ab,  ob  die  A^,  zu  welchen  die  Formel  führt,  innerhalb  der 
Fehlergrenze  liegen,  mit  welcher  F  beobachtet  werden  kann,  oder  ob 
sie  Abweichungen  vorstellen,  die  mit  Rücksicht  auf  den  verfolgten 
Zweck  vemacUassigt  werden  dürfen. 

1B3.  Beispiel  LX.  Die  Linien  des  sogenannten  Wasserstoff- 
spektrums zeigen  eine  von  Balmer  entdeckte  Gesetzmäßigkeit;  man 
kann  nämlich  die  Wellenlänge  der  aufeinanderfolgenden  Linien  /f„, 
H^y  H^y  •  •  •  des  Spektrums  durch  die  Formel 

ausdrücken,  in  welcher  m  die  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen 
von  3  an  und  X  einen  konstanten  Faktor  bedeutet;  zur  Berechnung 
dieses  Faktors  sollen  die  Ergebnisse  der  von  Am  es  durchgeführten 
Messungen  der  Wellenlängen  benützt  werden,  deren  Resultate  in  der 
weiter  unten  aufgestellten  Tabelle  aus  der  ersten  und  vierten  Kolonne 
ersichtlich  sind*). 

Bezeichnet  man  den  a  priori  bekannten  Parameter     i—  ^  mit  a, 

die  beobachtete  Wellenlänge  mit  2,  so  gibt  die  obige  Formel  Anlaß 
zu  einem  System  von  Fehlergleichungen  der  Form: 

l^  —  l  +  ax. 

Bestimmt  man  für  X  aus  irgend  einer  der  Beobachtungen  den  auf 
Einheiten  abgenmdeten  Näherungswert  X^,  so  ergibt  sich 

Xo-3647; 

nennt  man  den  vorteilhaftesten  Wert  der  hieran  anzubringenden  Kor- 
rektur g,  so  nehmen  die  Fehlergleichungen  die  Gestalt 

X r  +  a| 

an,  wobei 

r^i^aXo. 

Die  einzige  Normalgleichung 

\aa\l  =  [aV] 
liefert 

£  =  f^  =  -¥«  =016- 
^        [aa]        17,47       "'^°' 

folglich  ist 

X  =  A'o  +  S  =  3(547,16, 

1)  \V.  Nernnt,  Theoretische  Chemie,  2.  Aufl.,  1898,  p.  196^196. 
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und  die  empirische  Formel  zur  Bestimmung  der  Wellenlängen  lautet: 

L  =  3647,16 


w'  — 4 


Die  nachfolgende  Tabelle  gibt  außer  den  Beobachtungen  auch 
die  zur  Berechnung  von  x  benützten  Größen  sowie  die  Differenzen 
l  —  L  oder  Beobachtung  —  Berechnung.  Eine  Oenauigkeitsbestimmang 
ist  nicht  vorgenommen  worden. 


Linie 

m 

a 

l 

r 

aa 

aV 

Z-i 

Ha 

3 

1,8000 

6564,97 

0,37 

3,2400 

0,67 

0,08 

ß 

4 

1,3333 

4862,93 

0,39 

1,7769 

0,62 

0,06 

Y 

5 

1,1905 

4342,00 

0,25 

1,4185 

0,48 

0,07 

d 

6 

1,1250 

4103,11 

0,33 

1,2656 

0,37 

0,05 

s 

7 

1,0889 

3971,40 

0,18 

1,1859 

0,19 

0,02 

f 

8 

1,0667 

3890,30 

0,15 

1,1386 

0,16 

0,02 

n 

9 

1,0619 

3836,80 

0,34 

1,1067 

0,36 

0,17 

-0- 

10 

1,0417 

3799,20 

0,12 

1,0868 

0,12 

0,09 

L 

11 

1,0342 

3771,90 

0,17 

1,0692 

0,17 

0,01 

X 

12 

1,0286 

3761,30 

0,00 

1,0688 

0,00 

—  0,01 

X 

13 

1,0242 

3735,30 

0,04 

1,0486 

0,04 

—  0,27 

^ 

14 

1,0208 

3722,80 

-0,17 

-1,0424 

-0,17 

—  0,33 

V 

15 

1,0181 

3712,90 

-0,11 

1,0363 

-0,11 

—  0,27 

1 

17,4732 

2,80 

154.   Beispiel  LZI.     Ausgleichung  von  Höhenmessungen.     Es 
sind  die  Höhenabstände  folgender  Punktepaare  gemessen  worden: 

{AB)^l„    {AC)  =  l„    {AD)^k 
{BC)^l„    (BD)  =  I, 
(CD)  =  k. 

Zur  Festlegung  der  relativen  Höhenlage  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D 
genügen  aber  drei  Höhenabstände,  somit  sind  drei  Beobachtungen 
überzählig.  Faßt  man  die  drei  ersten  Höhenabstände  als  die  Unbe- 
kannten X,  Y,  Z  auf,  so  ergeben  sich  folgende  Fehlergleichungen: 

h^  —  h      +y 

^3  =  -  's  +  ^ 

h^^  —  h  —  ^  +  y 

h'^  —  h  —  ^  +  ^ 

h^  —  k  -  2/  +  ^. 

Sind  alle  Messungsergebnisse  als  gleich  genau  zu  betrachten,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  von  a;,  y,  ß  die  Normalgleichungen: 


x=> 


!/  = 
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-  rr  +  Sy  -    z^l^  +  l^-l^ 
-a:-    y  +  ^z^k  +  l^  +  k. 
Zu  ihrer  Lösung  bilde  man  die  Summe  : 

x  +  y  +  z^l^  +  l^  +  l^ 

and  addiere  sie  folgeweise  zur  ersten ;  zweiten  und  dritten  Gleichung; 
dadurch  erhält  man: 

^-^[h  +  k  +  '^h  +  h  +  h]' 
Für  [XX'\  erhält  man  nach  der  Formel 

{kk\  =  [11]  -  \al]x  ~  \hl\y  -  \cl\z 
mit  Benützung  der  rechten  Seiten  der  Normalgleichungen  den  Ausdruck: 

die    Quadratwurzel   aus   dem   dritten   Teile   dieses  Wertes   wäre   der 
mittlere  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung. 
Die  Gewichtsgleichungen  für  x  sind: 

3<?u-   Qi»-   <2,j  =  i 

-Vi.  +  3(?„-    (?„  =  0 

-Qu-    <2i,  +  3<2i3  =  0; 

verfährt    man    mit   ihnen   wie    mit   den   Normalgleichungen,    so    er- 
gibt sich: 

Es  ist  hiernach  der  mittlere  Fehler  jeder  Unbekannten  dem  j/j -fachen 
mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  gleich. 

165.  Beispiel  LXU.  SUitionsausgleichung.  Bei  dieser  handelt 
es  sich  um  eine  ähnliche  Aufgabe  wie  bei  der  Ausgleichung  von 
Höhenmessungen. 

Von  einem  Punkte  L  aus  sind  folgende  Winkel  zwischen  den 
Punkten  E,  S,  A,  G,  Fig.  14,  gemessen  worden: 

iSÄ)  =  l„     iSG)  =  k. 
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Die   nachfolgend   angegebenen   Ergebnisse   sind  Mittelwerte   aus  der 
daneben  angeführten  Anzahl  einfacher  Beobachtungen: 

^  Z,  =    59«53'44",03,  16 

\  =    98  53  23  ,41,  8 

/3  =  271  17  29  ,38,  8 

l^  =    38  59  38  ,97,  8 

Fig.  14.  '5  =  211  23  46,38,  8^. 

Da  zur  relativen  Bestimmung  der  vier  Richtungen  ZrJ?,  iS, 
hAj  LG  drei  Winkel  ausreichen,  so  sind  zwei  Messungen  über- 
schüssig.    Wählt  man 

X^(ES),     Y^{EÄ),    Z^{EG) 

als  die  Unbekannten,  die  rohen  Beobachtungswerte  Z^,  Z^,  l^  als  deren 
Näherungswerte,  so  ergeben  sich  für  die  vorteilhaftesten  Verbesse- 
rungen a;,  y,  ^  an  den  Näherungswerten  die  Fehlergleichungen: 


\ 


Ai  =                         X 

Gewicht  2 

K-                 y 

«  _     1 

h=                      ^ 

„        1 

k^  =      0,41  -  X  +  y 

„        1 

A,  =  -  1,03  -  a;         -\- z\        „        1 

0,41    entsteht  als  Differenz  aus  \  —  l^   und  l^,  —  1,03  als  Differenz 

aus  /j  —  ?!  und  h^. 

Die  Bildung  der  Normalgleichungen  gestaltet  sich  sehr  einfach; 

es  ist  nämlich 

t/mal  =  4,     [pah]^-l,     \imc\  =  -\,    [i,a7]  =  -0,62 

[phh\=      2,    lphc\=      0,     Li'^fl  =  -0,41 

[j)CCJ  = 

2,     \jpcl\=      1,03; 

sie  lauten  daher 

4^  —    y  —    ^  =  —  0,62 

-x  +  2y  =  -  0,41 

-X  +2z^       1,03 

und  geben  ohne  Mühe 

a;=-0",103,    y  =  -0",257,    ^  =  0",464. 

Man  berechnet  daraus 


1)  Die    Europäische   Längengradmessung.    I.  Heft.    VeröfFentl.   d.  Eönigl. 
Preuß.  Geod   Inst,  etc:  1898,  p.  206. 
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A,  =  -  0,103 

Aj, 0,257 

A,  =  0,464 
k^  =  0,257 
A,  =  -  0,464,, 

und  zwischen  den  ausgeglichenen  Winkeln 

i, +  A,  =  59«53'43",927 
?j  +  A,  -  98  53  23  ,153 
/,  +  A,  =  271  17  29  ,844 
h  +  }ii=  38  59  39  ,226 
«5  +  As  =  211  23  45  ,917 

bestehen  keine  Widersprüche  mehr. 

Aus  den  drei  Systemen  von  Gewichtsgleichungeu 

-Qn  +  ^Qi»  =0         -Qn  +  2Q,,  =1 


-Qu 


findet  mau  leicht 


+  2<2i,  =  OJ       -Q,,  +2Q„ 

-Q»i  +  ^Q»  =0 

-<?..  +2<^^  =  l) 


0 


12 


Femer  berechnet  sich  direkt 

[j)AAl  =  0,581028, 
daraus  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit: 

-1  /Ö,681028        „„  -  „„ 

endlich 

^,  =  0"^39  Yl  =  0",309,    /iy  =  0>39 1//-  =^  0",415  ==  /i,. 

166.  Beispiel  IiXTTT,  Empirische  Formel  für  die  Länge  des 
Sekundenpendels,  Die  Länge  des  Sekimdenpendels  aii  einem  Orte 
unter  der  geographischen  Breite  B  läßt  sich  durch  die  Formel: 

L=  X-  yco8  2i? 

darstellen,  in  welcher  X,  Y  Konstanten  bedeuten.     Da  filr  B  =  45® 
L^  X  wird,  so  heißt  X  die  auf  45®  reduzierte  Pendellänge,  und  Y 
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ist  die  Konstante,  durch  welche  die  Reduktion  bewirkt  wird.  Auf 
Grund  des  nachfolgend  mitgeteilten  Beobachtnngsmaterials  ist  die 
Bestimmung  der  Konstanten  vorzunehmen^). 

Ist  l  eine  unter  der  Breite  B  gemessene  Pendellänge,  so  gibt  sie 
Anlaß  zu  der  Fehlergleichung: 

k  =  —  l  +  X  —  y  Gos2 B. 

Aus  einer  vorläufigen  Rechnung  ergab  sich  für  y  der  Näherungswert 
0,002636  in  Metern;  setzt  man 


y  =  0,002636  (l-^„-), 


SO  daß  7]  die  prozentische  Verbesserung  dieses  Wertes  bedeutet,  so 
verwandelt  sich  die  Fehlergleichung  in: 


mit 


l  =  -l-  0,002636  cos  2B  +  X  +  0,00002636  iy  cos  25; 
l  +  0,002636  cos  2B  =  V,    0,00002636  cos  25  =  6 
schreibt  sie  sich  endlich: 

In  nachstehender  Tabelle  sind  die  Werte  von  V  und  6  für  act*» 
verschiedene  Breiten  zwischen  0  und  80®  und  die  weiter  zur  Durch' 
führung  der  Rechnungen  erforderlichjgn  Größen  zusammengestellt. 


^*  in  Mikrons  in  Mikrons 

bt 

X 

n 

1  1  993  568 

2  1,  993  559 

3  j!  993  528 

4  1  993  552 

5  1  993  551 

6  1.  993  555 

7  993  540 

8  i'  993  549 

25,5 
22,9 
17,5 
10,4 
1,5 

—  8,0 

—  16,2 

—  22,5 

650,25      25  335  984,0 
524,41      22  752  501,1 
306,25      17  386  740,0 
108,16  1    10  332  940,8 
2,25  '     1  490  326,5 
64,00  1  —  7  948  440,0 
262,44  1  —  16  095  348,0 
506,25    —  22  354  852,5 

-  13,8 

-  6,4 
+  24,6 

-  0,8 

-  1,4 

-  7,2 
+  6,1 

-  4,0 

190,44 

29,16 

605,16 

0,64 

1,96 

51,84 

87,21 

16,00 

7  948  402 

1'    in 

31,1 

2424,01 

30  899  851,9 
Ibl'] 

934,41 

[11] 

Da  in  dem  vorliegenden  Falle  «,,  =  1  ist  für  alle  Werte  von  v^ 
so  ist  [aa]  =  8,  [«6]  =  [6],  [«'-'J  =  [''l>  ^^^^  ®^  lauten  daher  die 
Normalgleichungen : 

8x+      31,1 1?=    7  948  402 
31,1a;  +  2424,0iy  =  30  899  852. 


1)  F.  R.  Uclmert,   Die  mathem.  u.  physik.  Theor.  d.  höheren  Greodäsie. 
n.  Bd.,  1884,  p.  288 ff. 
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31  1 
Multipliziert  mau  die  erste  mit     ~-  uud  subtrahiert  sie  von  der 

zweiten^  so  entsteht 

2302,7r;  =  447, 

woraus 

ri  =  0,19 

imd 

i).^  =  2302,7. 

Kehrt  man  die  Normalgleichongen  um: 

2424,0ij  +  31,1a:  =  30  899  852 
31,1 1J+      8a;  =    7  948402, 

31  1 

multipliziert  die  erste  mit  ^^  *  ^  und  subtrahiert  sie  von  der  zweiten, 

•i.i.      •   1.  2424,0  ' 

80  ergibt  sich 

7,6x  =  7  551596, 
daraus 

X  =  993  549 
und 

Mit  Hilfe  von  x,  iy  können  nun  aus  den  Fehlergleichungen  die  k 
gerechnet  werden;  so  ist 

A^  =:  _  993  568  +  993  549  +  25,5  •  0,19  =  -  13,8 

u.  8.  w.;  die  Werte  sind  in  die  Tabelle  eingestellt. 
Der  mittlere  Fehler  einer  Gleichung  ist  hiernach 


^==|/.^*i  =  12,5  Mikrons, 

der  mittlere  Fehler  in  der  Bestimmung  von  rj: 

u„  =   -7^:-=  =  0,2b. 
^        }/2303 

Wie  aus   den  Gewichten  zu  ersehen,  ist  die  Bestimmung  von  x 
weit  unsicherer  als  die  von  r^]  der  mittlere  Fehler  von  x: 

f**  =  -^  =  4,5 
betragt  4^  Mikrons. 

Für  f/  ergibt  sich  jetzt  der  Wert 

y  =  0,002036  (1  -  0,0019)  =  0,002631 
mit  dem  mittleren  Fehler 

0,002631  .  0,0026. 
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Mithin  lautet  die  empirische  Formel  mit  Angabe  der  mittleren 
Unsicherheit  in  y: 

2  =  993  549  -  2631  (1  ^  0,0026)  cos  2  JS 

in  Mikrons,  oder,  wenn  man  cos  2B  durch  1  — 2  sin*jB  ersetzt: 

2  =  0,990918  { 1  +  (0,005310  =F  0,000014)  sin«B} 

in  Metern. 

157.  Beispiel  LXHT.  Empirische  Formd  für  die  Spannkraß 
des  (jesättigteti  Wasserdampfes.  Magnus  hat  im  Anschlüsse  an  Untw- 
suchungen  von  August  für  den  Zusammenhang  zwischen  der  Spann- 
kraft S  und  der  Temperatur  t  des  gesättigten  Wasserdampfes  die 
Formel  ^  ^ 

S=X10^  +  '  (1) 

aufgestellt,  in  welcher  X,  F,  Z  Konstanten  bedeuten.  Für  diese  sollen 
auf  Grund  des  in  den  zwei  ersten  Kolonnen  der  weiter  unten  folgen- 
den Tafel  mitgeteilten,  von  Magnus  stammenden  Beobachtnngs- 
materials  die  vorteilhaftesten  Werte  gefunden  werden. 

Es  bieten  sich  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  zwei  Wege  dar 
(s.  Nr.  150).     Logarithmiert  man  (1),  so  entsteht: 

logS  =  logX  +  ^^; 

entwickelt  man  den  Bruch  mit  Hilfe  von  Näherungswerten  I^,  Z^ 
für  Y,  Z  nach  den  Korrektionen  y,  z,  so  gibt  er  bei  Beschrankung 
auf  deren  erste  Potenzen: 

und  wenn  /  die  zu  t  gehörige  Beobachtung  ist,  so  entsteht  die  Fehler- 
gleichung: 

A  =  -log/  +  ^^-  +  logX+^-A_^y-^-^^..,  (2) 

die  linear  ist  in  bezug  auf  log  X,  y,  Z]  bei  weiterer  Führung  der 
Rechnung  wäre  ihr  das  Gewicht 


1 


oder  ein  zu  l^  proportionales  Gewicht  beizulegen,  wenn  M  den  Modul 
der  gemeinen  Logiirithmen  bedeutet. 

Der  zweite  Weg  besteht  darin,  daß  man  die  Funktion  in  (1) 
selbst  mit  Hilfe  von  Näherungswerten  Xq,  Yq,  Zq  aller  drei  Kon- 
stanten nach  den  Korrektionen  x,  y,  z  entwickelt.     Setzt  man 
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gg. 

8Y, 


IT. 


a  =  h, 


tr. 


YJI  ■  10 


(3) 


so  ergibt  sich  für  die  Beobachtung  l  die  lineare  Fehlergleichnng: 

k^-V +  ax  +  hy  +  C2.  *  (4) 

Dieser  Vorgang  ist  dem  früheren,  hauptsächlich  wegen  der  be- 
schwerlichen Berücksichtigung  der  Gewichte,  vorzuziehen. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  neben  dem  Beobachtungsmaterial 
(t,  l)  die  nach  den  Formeln  (3)  gerechneten  Koeffizienten  der  Pehler- 
gleichungen  zusammengestellt  und  die  aus  der  weiteren  Rechnung 
hervorgegangenen  Abweichungen  l  angefügt.  Was  die  Näherungs- 
werte anlangt,  so  verschafft  man  sich  solche  durch  Anwendung  der 
Gleichung  (1)  auf  drei  Beobachtungen;  für  ^  =  0  hat  man  sogleich 
Xq  =  4,53;  die  andern  zwei  Gleichungen  bringt  man  durch  Logarith- 
mieren  auf  die  Form: 

tY^  -  log^-  'Z^^t  log^, 

so  daß  sie  linear  werden  in   bezug  auf  Yq,  Zq.     Eine  derart  durch- 
geführte Rechnung  ergab: 

Xo  =  4,53,     yo  =  7,45,     Z=  234,70. 


Nr. 

Temperatur 

Spannkraft 
l  min 

a 

' 

c 

r 

X 
mm 

1 

—   6,31 

2,95 

+  0,672 

—  0,161 

—  0,005 

—  0,096 

+  0,036 

2 

—  3,64 

3,45 

0,763 

—  0,124 

--  0,005 

—  0,007 

-  0,058 

3 

0,00 

4,525 

1,000 

0,000 

0,000 

—  0,005 

—  0,078 

4 

+  8»01 

7,93 

1,761 

+  0,605 

—  0,018 

—  0,049 

—  0,082 

5 

11,98 

9,88 

2,300 

1,166 

0,035 

—  0,541 

+  0,376 

6 

16,82 

13,52 

3,149 

2,196 

0,064 

—  0,746 

+  0,537 

7 

23,85 

22,24 

4,867 

4,681 

0,136 

+  0,194 

—  0,490 

8 

35,95 

43,96 

9,763 

13,623 

0,373 

—  0,265 

—  0,230 

9 

44,90 

71,20 

15,717 

26,326 

0,726 

+  0,002 

—  0,697 

10 

52,12 

101,40 

22,583 

42,806 

1,112 

—  0,903 

+  0,028 

11 

58,68 

139,72 

30,910 

64,490 

1,636 

—  0,893 

—  0,165 

12 

74,47 

281,55 

62,300 

156,520 

3,723 

—  0,649 

—  0,839 

13 

78,83 

330,68 

73,162 

190,924 

4,543 

—  1,248 

—  0,331 

14 

82,26 

387,56 

85,765 

232,136 

5,455 

—  1,365 

—  0,283 

15 

86,21 

453,31 

100,319 

281,098 

6,528 

-  3,807 

+  2,109 

1& 

91,34 

652,20 

122,213 

357,103 

8,160 

—  0,592 

—  1,116 

17 

93,66 

602,53 

133,354 

396,752 

9,003 

-2,314 

+  0,624 

18 

99,39 

743,49 

164,564 

510,637 

11,381 

—  1,916 

-i-  0,349 

19 

100,87 

784,07 

173,547 

544,065 

12,079 

-6,439 

-j-  4,922 

20 

1  104,64 

895,83 

198,293 

637,758 

13,999 

,  +3,436 

-  4,772 

288  Zweiter  Teil.    Ausgleichongsrechnang. 

Nach   Ausrechnung    der   Summenkoeffizienten   ergeben   sich   die 
Normalgleichungen : 

157  743,1225a:  +    476  833,1814y  -  10  722,0171^?  =  -  1816,8964 

476  833,1814:r  +  1  449  178,8203y  -  32  531,7187;? 5302,7052 

-    10  722,0181^-      32531,7187y+       740,5679;?=        121,5599. 

Eliminiert   man   nach   dem  Nr.  149    erläuterten  Vorgange  nach  und 
nach  X  und  y^  so  gibt  die  Endgleichung: 

9,9061^=  1,0019 
gleichzeitig 

^-0,1011     und    |>,  =  9,91; 

aus  dem  auf  diese  Weise  entspringenden  System  reduzierter  Normal- 
gleichungen: 

X  +  3,0228y  -  0,0679;?  -  -  0,0115 

y  -  0,0155;?  =   0,0243 

;?=       0,1011 
folgt  durch  Substitution: 

y  =  0,0259,    x=-  0,0829. 

Durch  Umstellung  der  Normalgleichungen  ergab  sich  weiter: 

|)y  =  6548,36,    i>,  =  816,35. 

Hiernach  sind  die  verbesserten  Werte  der  Konstanten: 

Xo  +  a;=      4,53-0,0829=      4,4471 

Fo  +  t/  =      7,45  +  0,0259  =      7,4759 

Zo  +  ;?  =  234,70  +  0,1011  =  234,8011, 

und  es  lautet  die  empirische  Formel: 

7,4759/ 

5  =  4,4471  .  10^»4,«on  +  r  (5>) 

Aus 

[AA]  =  55,3481 

berechnet  sich  der  mittlere  Fehler  einer  Gleichung: 


/*=K   '2Ö-3   =1'^^^"^' 

daraus  folgen  die  mittleren  Fehler  der  Konstanton: 
^1^?^==  0,0630,    a=--iA??_«  0,0222,    /t,  =  A^i  =  0,5714. 

'^^       >/816,3ö  "^^       V^548,36  '  '     ^'       y^ei  ' 

Nachstehend    ist  für  einige  Temperaturen  der  nach  Formel  (5) 
berechnete  Wert   von  S  neben   denjenigen  gestellt,    welcher  sich  in 
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EohlrauBchs  ^^eitfaden  der  praktischen  Physik^',  8.  Aufl.,  1896, 
p.  469 — 470  angegeben  findet.  Man  wird  daraus  entnehmen,  daß  die 
Formel  namentlich  für  nicht  zu  hohe  Temperaturen  den  Gang  der 
experimentell  bestimmten  Werte  gut  wiedergibt. 


Temperatur 

Spannung 

nach  (6) 

nach  Eohlrausch 

—  10« 

2,1"*"* 

2,2"*'" 

0 

4,4 

4,6 

+  10 

9,0 

»4 

20 

17,2 

17,4 

30 

31,3 

31,6 

40 

64,6 

64,9 

60 

91,3 

92,0 

60 

148,8 

148,9 

70 

231,7 

233,8 

80 

368,1 

365,4 

90 

624,3 

626,9 

100 

760,2 

760,0 

§  3.    Bedingte  Beobaclitüngen. 

158.  Problemsteilimg.  ZurüokfUinmg  auf  vermittelnde 
Beobachtungen.  Für  die  Größen  X^,  X^,  -  -  -  X^  seien  durch  Be- 
obachtung die  Werte  l^,  l^,  •  •  •  l„  erhalten  worden.  Sind  jene  unab- 
hängig  von  einander,  so  kann  der  Fall  unter  die  Form  vermittelnder 
Beobachtungen  gestellt  werden  wie  folgt:  Es  ist  die  Größe 

V^aX^  +  hX^  +  "-+gX^ 

n-mal  beobachtet  worden,  und  den  einzelnen  Beobachtungen  ent- 
sprechen die  nachstehenden  Wertgruppen  von  V  und  der  Parameter 
a,  6,  • .  •  flr: 

^i;     1,    0,    0,    ...    0 

Z,;     0,     1,     0,     ...     0 


l;   0,   0,   0, 


1. 


Daraus  ergibt  sich  das  System  der  Fehlergleichungen: 


-L 


+  x„, 


ans  dem  wieder  das  System  der  Normalgleichangen  hervorgeht: 

Oiuber,  yfabncbeialichkeitttechaimg.  \% 
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^2  =  '2 
X«  ==  L9 

das  nichts  anderes  besagt,  als  daß  in  diesem  Falle  der  yorteilhafteste 
Wert  einer  jeden  unbekannten  der  dnrch  die  Beobachtung  für  sie 
erhaltene  Wert  sei.  Die  Summe  [AA]  nimmt  dabei  den  absolut 
kleinsten  Wert,  0,  an.  Daraus  ist  aber  nicht  auf  Fehlerfreiheit  der 
Beobachtungen  zu  schließen;  vielmehr  ist,  da  sich  keine  Widersprüche 
ergeben  können,  kein  Mittel  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  vor- 
handen. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  zwischen  den  Größen 
Xj,  Xg,  •  •  •  X^  Gleichungen  bestehen,  welche  a  priori  gegeben  sind. 
Dann  muß  den  vorteilhaftesten  Werten  Xy^,  x^,  •  •  •  x„  die  Bedingung 
auferlegt  werden,  daß  auch  sie  jene  Gleichungen  erfüllen.  Dies  hat, 
da  die  rohen  Beobachtungsergebnisse  vermöge  ihrer  Fehlerhaftigkeit 
diese  Bedingung  nicht  erfüllen  werden,  Gleichungen  zwischen  den 
VerbesselTingen  A^,  A2,  •  •  •  k„  zur  Folge,  die  an  Z^,  Zj,  •  •  ?^  ange- 
bracht werden  müssen,  um  sie  in  x^,  x^f  -    -  x„  überzuführen. 

Es  seien 

f,{X„X„  ...  X„)  =  0 

/,  (X,,  Xg,  ■  •  •  X„)  =  0  /jx 

/;(x„x„..-  xj  =  o 

die  Gleichungen,  welchen  X^,  X^,  •  •  •  X„  zu  genügen  haben  —  die 
Bedinyangsgleichungcn.     Ihre  Anzahl  r  ist  notwendig  kleiner  als  n. 
Dann  wird  verlangt,  daß  auch 

fri^i,  ^,,    ■■■    ^„)  =  frih  +  ^l,    h  +  h,---ln  +  K)  =  « 

sei.    Entwickelt  man  die  linken  Seiten  und  setzt  dabei  zur  Abkürzung: 

fiih}  h>  •    •  Q  =  «'2  (2) 

so  entstehen  die  Gleichungen: 
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a^k^  +  a,  Aj  H h  %X„  +  tTj  =  0    oder    \ak]  +  w^  =  0 

Diese  Form  der  Bedingungsgleichungen  ist  streng,  wenn  die  (1)  linear 
waren;  im  andern  Falle  stellt  sie  nur  eine  Näherung  dar,  die  um  so 
zutreffender  ist,  je  kleiner  die  X  sind. 

Die  Ghrößen  w^,  w^,  •  •  •  w>  bedeuten,  wie  aus  ihren  Definitionen  (2) 
zu  ersehen,  die  Widersprüche,  die  sich  ergeben,  wenn  man  in  die 
Bedingungsgleichungen  (1)  statt  der  wahren  Werte  die  Beobachtungs- 
ergebnisse einsetzt. 

Die  Gleichungen  (4)  gestatten,  r  von  den  A,  etwa  Aj,  Aj,  •  •  •  A^, 
durch  die  übrigen  linear  auszudrücken.  Ist  beispielsweise  r  =  4  und 
t»  =  7,  und  setzt  man 

Xs  =  S,     Ag  =  ri,     X^  =  g, 
80  wird 

x^  —  U  +  (^^  +  ^2n  +  ^t 

Aa  =  -  Ij  +  ajg  +  b^n  +  Cjg 

^4  =  -U  +  oJ  +  b4^;  +  c,e  (5) 

x,^  e. 

Das  ist  aber  ein  System  von  Fehlergleichungen,  wie  es  bei  ver- 
mittelnden Beobachtungen  vorlag.  Hat  man  auf  Grund  des  Prinzips: 
„[XX]  ein  Minimum"  die  vorteilhaftesten  Werte  von  J,  iy,  g  berechnet 
und  mittels  derselben  A^,  Ag,  •  •  •  A,  bestimmt,  so  sind  auch  x^^x^,  -"  x^ 
gefunden. 

Es  ist  demnach  die  Ausgleichung  von  n  Beobachtungen  mit  r  Be- 
dingungsgleichungen zurückführbar  auf  die  Ausgleichung  von  n  ver- 
mittelnden Beobachtungen  mit  n .—  r  Unbekannten. 

159.  Direkte  Lösnng  des  Problems.  Außer  der  eben  dar- 
gestellten indirekten  Lösung  läßt  das  Problem  eine  direkte  Lösung 
zu,  die  auf  dem  Prinzipe  beruht,  die  Summe  [AA]  so  klein  zu  machen, 
als  es  die  Bedingungen  (4)  gestatten.  Analytisch  kommt  dies  darauf 
zurück,  das  System  der  A  so  zu  bestimmen,  daß 

[AA|  ein  Minimum 

werde  unter  gleichzeitiger  Erfüllung  der  Gleichungen: 

[aX]  +  ic,=^0,     [bX\  +  w,=-0,     ...     [(7A1+Mv  =  0;         (4) 
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dies    aber   ist   dann   geschehen,    wenn    man   die   A   und   die    Größen 
^i;  ^s?  •    *  K  s^  bestimmt;  daß  die  Funktion 

[AA]  -  2k^{\aX\  +  w,)-  2*2  {[&A]  +  w^] 2*,  {[^A]  +  w,\ 

ein   absolutes  Minimum    erlangt   und   die   Gleichungen  (4)   befriedigt 
werden. 

Die  Ausfahrung  dieser  Forderung,  wobei  wir  uns  auf  den  Fall 
dreier  Bedingungsgleichungen  beschränken,  führt  auf  das  Gleichungs- 
system: 

Ag  =  a^\  +  ftgÄ-g  +  c^li^ 


(6) 


[aA]  +  «;,  =  0,    \hk]  +  w^^O,    [ck]  +  w^^O,  (4*) 

das  aus  n  -f  3  Gleichungen  besteht  und  daher  zur  Lösung  der  Auf- 
gabe gerade  ausreicht. 

Die  Hilfsgrößen  A-^,  /:„  •  •  •  Av  heißen  Korrelaten,  die  Gleichungen  (6), 
welche  die  A  durch  sie  ausdrücken,  die  Korrdutengleichungen. 

Durch  Einsetzung  von  (6)  in  (4*)  ergeben  sich  die  Normal- 
gleichungen: 

[aa]kj^  +  [ab]k^  +  [ac]k^  +  m;i  =  0 

[ab]k,  +  [bh]k,  +  \bc]k,  +  w,  =  0  (7) 

[ac]ki  +  [bc]  k^  +  [ccj/^g  +  1^3  =  0, 

die  ähnlich  gebaut  sind  wie  die  Normalgleichungen  bei  vermittelnden 
Beobachtungen  und  zur  Berechnung  der  Korrelaten  dienen. 

Ist  diese  vollzogen,  so  gibt  die  Eintragung  der  gefundenen  Werte 
in  (6)  das  vorteilhafteste  System  der  A,  und  damit  ist  auch  das  vorteil- 
hafteste System  der  Werte  der  Unbekannten  gefunden: 

^1  =  ^1  +  ^1,    ^2-h  +  ^>     •••     ^n-h  +  K'  (8) 

Zur  Auflösung  der  Normalgleichungen  wird  man,  sobald  ihre 
Zahl  größer  und  ihre  Koeffizienten  vielziffrige  Zahlen  sind,  das  in 
Nr.  149  erläuterte  Verfahren  anwenden,  das  schließlich  zu  dem  System 
reduzierter  Nomialgleichungen  hinfahrt: 

*i  +  [da]  ^^8  +  JdöT^'^  +  Idaf  ^  ^ 
^  +  [cc.2j~^- 
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Dabei  haben  die  neu  eingeführten  Symbole  [w^  1],  [m?,  •  1], 
[tr,  •  2J  folgende  Bedeutung: 

[w^ .  IJ  =  w;^  -  j^^j  w, 

K-i]  =  t^,-g-|]t.,  (10) 

Es  erübrigt  noch  die  Genauigheitshestimmung.  Was  den  mittleren 
Fehler  einer  Beobachtung  anlangt^  so  ergibt  sich  dieser  aus  der  Be- 
merkung am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer,  wonach  die  Aufgabe  der 
Ausgleichung  von  n  Größen  mit  r  Bedingungsgleichungen  äquivalent 
ist  der  Ausgleichung  von  n  vermittelnden  Beobachtungen  mit  u=^n  —  r 
Unbekannten;  mithin  ist  nach  Nr.  147,  (20): 


:i/r^iJ. 


(11) 


Dieser  mittlere  Fehler  bezieht  sich  aber  auf  die  einzelne  Beob- 
achtung als  solche,  nicht  aber  auf  die  atisgeglichene  Beobachtung,  die 
durch  die  Ausgleichung  mit  den  andern  in  Kombination  getreten  ist. 
Um  z.  B.  den  mittleren  Fehler  von 

X^  =  Ij^  -f-  Aj 

ZU  bestimmen,  wäre  der  folgende  Weg  einzuschlagen:  Nach  (6)  stellt 
sich  Ai  durch  die  Korrelaten  dar;  für  diese  ergeben  sich  aus  (7) 
lineare  Ausdrücke  der  w;;  die  w;  aber  sind  nach  (2)  Funktionen  der 
unabhängig  erhaltenen  Beobachtungen  l^,  l^,  •  •  •  {„;  folglich  ist  x^ 
auch  eine  Funktion  dieser  letzteren  Größen,  und  sein  mittlerer  Fehler 
ist  mit  Benützung  von  fi  nach  den  Vorschriften  der  Nr.  143  zu  be- 
rechnen. Wir  begnügen  uns  mit  dieser  Angabe  des  wesentlichen  Ge- 
dankenganges, der  immer  zu  befolgen  ist,  wenn  es  sich  um  die  Ge- 
nauigkeitsbestimmung einer  Funktion  der  ausgeglichenen  Beobachtungen 
handelt,  und  verweisen  bezüglich  der  systematischen  Durchführung  auf 
die  spezielle  Litteratur^). 

Eine  summarische  BechnungskontroUe  besteht  in  der  zweifachen 
Bestimmung  von  [AA].  Außer  der  direkten,  welche  in  dem  Quadrieren 
der  einzelnen  l  und  darauf  folgender  Summenbildung  besteht,  gibt 
es  eine  indirekte  Berechnung  jener  Summe.  Multipliziert  man  nämlich 
jede  der  Gleichimgen  (6)  mit  dem  entsprechenden  A  und  bildet  hierauf 
die  Summe  unter  Rücksichtnahme  auf  (4*),  so  ergibt  sich: 

[AA] [kw].  (12) 

1)  Z.  B.  bei  Helmert,  Die  AusgleichungareebxiTmg  e^ß.  \.%1*l^^.V\^^. 
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160.  FortBetanng.  Beobachtungen  ungleicher  Oenauig- 
keit.  Sind  die  Beobachtungen  l^y  l^j  •  •  •  l^  ungleich  genau  ^  und  ist 
das  Verhältnis  ihrer  Genauigkeit  durch  die  Gewichte  Pu  p^j  ' ' '  Pn 
gegeben,  so  bilden  die  Forderungen: 

[^^AA]  ein  Minimum, 
[aX]  +  w^^O,    [&A]  +  m;2  =  0,     [c^  +  w^^Q  (4**) 

die  Grundlage  der  Lösung. 

Durch  Differentiation  der  Funktion 

{pXX] - 2\ { [aA]  +  w^]- 21c, { [6 AJ  +  w^}  - 2k, { [cA]  +  w, ] 

bezüglich    der   einzelnen  A  und  Nullsetzen  der  Ableitungen  ergeben 
sich  die  Korrelatengleichungen: 

At    = h\    -) A^  -\ Ä'o 

^  Pl      ^  Pl    ^  Pl      ^ 

^      Pt   ^      p%   ^     -Pi  (y  ) 


;t  =.^1^.  +^'jk  +^j. 

"  Pn      ^  Pn     *  Pn     ^' 


ihre  Einführung  in  die  Bedingungsgleichungen  (4**)  liefert  die  NonncA- 
gleichungen: 

deren  Auflösung  nach  demselben  Schema  vor  sich  geht  wie  im  Falle 
gleich  genauer  Beobachtungen.  Aus  den  Korrelaten  berechnen  sich 
nach  (6*)  die  Verbesserungen  und  aus  diesen  die  ausgeglichenen  Be- 
obachtungen: 

^l-h  +  ^U       ^2=^2  +  ^2;       •••       ^n  =  h  +  K'  (8*) 

Für  den  mittleren  Felder  der  Gewichtseinlieit  gilt  nun  die  aus  (7*), 
Nr.  148  hervorgehende  Formel: 

(.=ym,  (11*) 

wenn  r  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  bedeutet. 

Der  Beobachtung  l^.  an  sich,  also  vor  der  Ausgleichung,  kommt 
der  mittlere  Fehler 
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zu;  um  den  mittleren  Fehler  der  ausgeglichenen  Beobachtung 
^^  =  /^  -}-  Ay  zu  bestimmen,  müßte  der  am  Schlüsse  der  vorigen 
Nummer  angedeutete  Weg  eingeschlagen  werden. 

Die  Summe  [pAAj  kann  auch  hier  zur  Eontrolle  auf  indirektem 
Wege  bestimmt  werden;  es  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (6*)  mit 
Zuhilfenahme  von  (4**)  so  wie  im  früheren  Falle: 

LpAA]  =  -  [kwl  (12*) 

lei,  Beispiel  LZY.  Winkdatisgleichung  in  einem  Dreieck,  a)  Für 
die  Winkel  des  Triangulierungsdreiecks  MOL  sind  durch  gleich  ge- 
naue Beobachtungen  die  Werte: 

Zi  =  69«35'12",61 

l^  =  67  46    2  ,28 

l^  =  42  38  45  ,97 

gefunden  worden^),  deren  Summe 

^i  +  '»  +  '8  =  1^0^0'0",86 

beträgt.  Da  vermöge  der  Ausdehnung  des  Dreiecks  sein  sphärischer 
Exzeß  zu  0",41  gefanden  wurde,  ist  1800  0'0'',41  die  theoretische 
Winkelsumme,  folglich  0,86  —  0,41  =  0",45  der  Widerspruch,  und 

^  +  ^2  +  ^  +  0",45  =  0 
die  von  den  Verbesserungen  zu  befriedigende  Bedingungsgleichung. 

Da  aj  =  a,  =  Oj  =-  1  und  alle  weiteren  Koeffizienten  aus  der  all- 
gemeinen Darstellung  Null  sind,  lauten  die  Korrelatengleichungen: 

Ai  =  Aj  =  Aj  =  Ä; 

die  einzige  Normalgleichung: 

U  +  0",45  =  0 
gibt 

fc==-0",15; 
somit  ist  auch 

Ai  =  Ajj  =  As  =  -  0",15. 

Der  Widerspruch  ist  also  im  Falle  gleicher  Genauigkeit  der  Beobach- 
timgen  auf  diese  gleichmäßig  zu  verteilen;  die  ausgeglichenen  Beob- 
achtungen: 

a^i^  69^35' 12",46 

x^  =  67  46    2  ,13 

^3  =  42  38  45  ,82 

ergeben  die  durch  die  Theorie  geforderte  Summe. 

1)   Die   enropäische   Längengradmessnng.     Veröffentlich,  d.  Königl.  Prenß. 
Geod.  Inst.  1893,  p.  260. 
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Weil  [IX]  =  3  .  0,15»  =  0,0675,  so  ist  der  mittiere  Fehler  einer 
unausgegUchenen  Beobachfang 


yo^ 


■"^'^    =0"^6. 


Um  den  mittleren  Fehler  der  ausgeglichenen  Beobachtvmgx,=ij4-ili 

zu     erhalten,     beachte     man,     daß    >lj  =  k,     weiter    k  =  —  -r-    und 

ic;  =  ?i  +  ig  +  Zj  —  S  ist,  wenn  S  die  theoretische  Winkelsmnme  be- 
deutet; mithin  ist 

_  S        2  j  1  j         1  , 

^1  ~  T  "T"  3  ^1  3  4  —  3  ^3 

und  daher  nach  (2),  Nr.  143: 


'•,-"y(i)*+([)"+(i)'-^i/|=«".2i' 

ebenso  groß  ergeben  sich  auch  ft^  und  /t^^. 

b)  In  einem  Dreieck  wurden  die  Winkel  durch  Bepetition  ge- 
messen; es  ergaben  sich  die  Resultate: 

Zi  =  81«21'43",36  aus     70  Repetitionen 
Zjj  =  25  16  28  ,85    „     101  „ 

Zj  =  73  21  46  ,35     „      85  „ 

Der  sphärische  Exceß  berechnete  sich  mit  0",138;  daher  zeigt 

ii  +  i2  +  ^s  =  179«59'58",56 

gegenüber  der  theoretischen  Summe  180®0'0",138  einen  Widerspruch 
a;  =  —  1",578,  so  daß  die  Bedingungsgleichung 

>ti  +  Aj  +  A3  -  1",578  =  0 

zu  befriedigen  sein  wird. 

Die  Repetitionszahlen  bilden  zugleich  die  Gewichte  der  Beobach- 
tungen, und  da  in  der  einzigen  Bedingungsgleichung  alle  Koeffizienten 
gleich  sind,  so  lauten  die  Korrelatengleichungen: 


-13  = 

Jfc 

'  Pi 

und  die 

Normalgleichung: 

-1 

k  +  w  = 

0, 

so  daß 

Je «_ 

-p- 

1",678 
0,03696 

=  43' 

',894. 
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Mithin  ist 

A.  =  ^  =  0",627,     k,  =  i^^-  =  0",435,    A,  =  i^^,«^t  =  0",516, 

und  die  ausgeglichenen  Winkel 

a;,  =  ?, +  Ai  =  8P2r43",987 
arg  =  ?,  +  A^  =  25  16  29  ,285 
a^  =  ^3  +  ^3  =  73  21  46  ,866 

ergeben  die  theoretische  Summe  180«0'0",138. 
Durch  direkte  Ausrechnung  findet  man 

[iUA]  =  69,2648, 
mittels  der  Kontrollgleichung 

[pXJi]  =  43,894  .  1,578  =  69,2647; 
daraus  bestimmt  sich  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit: 

^=l/69;2648.=  8",32; 
die  unausgeglichenen  Beobachtungen  haben  somit  die  mittleren  Fehler: 

Um  den  mittleren  Fehler  des  ausgeglichenen 

^1  =  ^1  +  K 
zu    finden,    beachte    man,    daß    X^  =  — ,    weiter    A*  =  — _-^-,    und 

w  =  ^1  +  '2  +  's  —  S,  wenn  S  die  theoretische  Winkelsumme  bezeichnet; 
mithin  ist 

und  nach  (2),  Nr.  143: 


ebenso  ergibt  sich 
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/^. = '^y -'yx Y  "'  =  ovo,   ^,.  =  /^l/^i^-  =  0",73. 

Wie  in  beiden  Fällen  zu  bemerken,  werden  die  mittleren  Fehler 
der  Winkel  durch  die  Ausgleichung  vermindert. 

162.  Beispiel  LXVZ.  ÄiisgleichiifUf  eines  Vierecks,  In  dem 
vierpunktigen  Dreiecksnetz  ABGD,  Fig.  15,  sind  für  die  durch  Bogen 
und  Nummern  bezeichneten  Winkel  folgende  gleich  genaue  Werte  er- 
halten worden: 


'l  = 

37M8'52",27 

'2  ^ 

53  1  47  ,98 

'3  "^ 

96  32  31  ,84 

'4  = 

27  41  29  ,31 

'5  "^ 

62  32  24  ,28 

'g  "^ 

114  59  39  ,89. 

Da  zur  Festlegung  von  vier  Punkten  vier  Winkel  ausreichen,  so 
sind  zwei  Messungen  überschüssig;  daher  werden  zwischen  den  Winkeln 
zwei  unabhängige  Bedingungsgleichungen  sich  aufstellen  lassen. 

Die  eine  ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  ACD,  weil  darin  alle  drei 
Winkel  gemessen  wurden,  sie  lautet: 

^i  +  k  +  h  +  ^\  =  0  (1) 

mit 

H'i  =  h  +  h  +  h-  (180«  +  E) 

und  heißt  eine  WinhdgUichung. 

Würde  man  nach  Ausgleichung  dieser  drei  Winkel  das  Dreieck 
ACD  konstruieren,  durch  C  einen  Strahl  imter  dem  Winkel  l^  gegen 
CD  ziehen,  in  diesem  Strahl  den  Punkt  B  so  bestimmen,  daß  der 
Winkel  CBD  gleich  l^  wird,  endlich  durch  B  einen  Strahl  unter  dem 
Winkel  l^  gegen  BC  führen,  so  würde  dieser  wegen  der  Fehlerhaftig- 
keit der  Winkel  Z^,  l^y  1^  nicht  durch  A  gehen,  das  Viereck  würde 
sich  nicht  schließen.  Die  Winkel  müssen  daher  noch  derart  abgeändert 
werden,  daß  für  eine  Länge,  die  sich  mittels  der  gemessenen  Winkel 
auf  zwei  verschiedenen  Wegen  rechnen  läßt,  beidemal  derselbe  Wert 
erhalten  werde. 

Für  f  ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  ACD  der  Ausdruck: 

^^      8in(?,  +  Xe). 
/        %in(?/+T,)' 

aus  dem  Dreieck  ABC  findet  man  zunächst: 
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und  für  a  aus  dem  Dreieck  ABD: 

Bin  (/,  +  X,  +  /,  +  Z,  +  g,  +  X,  -  1 80  ^  , 
8in(/3+a,-Z,-I,) 

daher  ist  auf  dem  andern  Wege 

f^  .  Bin(h  +  h)Bm{l,  +  l,  ±_h  +  k  +  h  +  h-Z^^ 

Durch    Gleichsetzung    beider   Resultate    ergibt    sich    die    zweite    Be- 
dingungsgleichung,  eine  sogenannte  Seitenglekhung: 

8in  {1,+X,)  8in(l,  +  X,)  8in(/,  +1,  +  1^+1^  +  1^  + X,  -  180«)        ^'         ^^) 

Die  Gleichung  (1)  besitzt  bereits  die  lineare  Form 

\aX'\  +  ^1  =  0, 

und  zwar  ist  (der  Exceß  des  Dreiecks  *=  3",74) 

ttj  =-  a^  =  a«  =-  1,    o,  =  aj  =  a^  =  0, 

w^  =  180<>0'1",47  -  1800  0'3",74  ==  -  2",27. 

Bei  (2)  muß  diese  Form  erst  hergestellt  werden  durch  Entwick- 
lung nach  den  L     Logarithmiert  man  zu  diesem  Zwecke  und  setzt: 

w^  =  log  sin  («5  -1^  +  log  sin  l^  +  log  sin  (/g  -  l^) 

—  log  sin  ?8  —  log  sin  l^  —  log  sin  (1^  +  h  +  h  —  180®), 

so  sind  die  Koeffizienten  der  zweiten  Bedingungsgleichung 

[lk\  +  w,  =  0 

die  Ableitungen  von  tv^  nach  den  l,  also  z.  B. 

^1       dl,       "^ 

*«  ==  W  ^  ~  ^  ^^^*K  ('»  ^  ^^)  +  ^^^S  ('s  +  ^4  +  'e  -  180«)) 
u.  s.  w.;  M  bedeutet  den  Modul  des  gemeinen  Logarithmensystems. 
Diese  umständliche  Berechnung  der  Koeffizienten  kann  mit  Hilfe  der 
DiflFerenzen  in  der  logarithmisch -trigonometrischen  Tafel  umgangen 
werden;  ist  nämlich  l  ein  endlicher  und  X  ein  sehr  kleiner,  in  Sekun- 
den ausgedrückter  Winkel,  so  kann  mit  zureichender  Schärfe 

log  sin  (Z  +  A)  =  log  sin  Z  +  z/  •  A 

gesetzt  werden,  wenn  /d  die  DiflFerenz  zu  log  sin  l  pro  1"  bedeutet. 
Demnach  hat  man  zur  Berechnung  von  u\  selbst  und  der  Koeffizienten 
folgenden  Ansatz: 
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logam{lg-l^+l^-l^)  =  9,7569478.1  -30,2A4+30^ils 

log  sin  (ig +^6)  =  9,957  2954.1 

logBia{ls+li+Xi+Jii)  =  9,837  9094.7  -  22,2  ;ig + 22,2  A3 

29,552 1526.9 

log  sin  (üj + A,)  =  9,997  1 627.6  -  2,4  A, 

logsin(Z4+Aj  =9,6671823.3  +40,2^4 

log  sin  ('•  ii"'*:'?  i ?"  V  9,8«7  8085.2+ 17,3  A,  + 17,3  AsH 

29,552  1536.1 

Durch   Subtraktion  der  unteren   Gruppe  von  der  oberen  ergibt   si( 
fVf^  Bedingungsgleichung: 

-  39,5^8  +  24,6^3  -  10,41^  +  12,9^5  ~  27,2^6  -  9,2  ==  0. 

DivifliLi.   -qan  hier,  um  auf  kleinere  Zahlen  zu  kommen,  durch  10,  i 
kann  man  die  Bedingtimjsgleichungeti  endgiltig  schreiben: 

X,  -VK  +  ^  -  2,27  =  0 

-  3,95^2  +  2,46;t3  -  7,04A^  +  1,29^5  -  2,72;t6  -  0,92  =  0. 

Dies  führt  zu  den  K&rrdatengleicJmngen: 

^1  ^  \ 

h  =  2,46Ä, 

l^  =  A-j  _  7,04/.-8 
A,  =  1,29Z-, 

A,  =  /.i-2,72Ä-,; 
daraus  ergeben  sich  die  NormalgUichmigen: 

3,00Ä-i  -    9,76Ä-g  -  2,27  =  0 
-  9,76A-,  +  80,28Z-,  -  0,92  =  0; 

ihre  Auflösung  liefert: 

Äj  =  1,3139 
/f,  =  0,1712; 
hiermit  berechnen  sich  aus  den  Korrelatei^lcichungen: 

A,  =  +  1",314 

Ag 0  ,677 

A,  =  +  0  ,420 

A,  =  +  0  ,108 

As  =  +  0  ,220 

A,  -  +  0  ,848. 
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301 


37»18'53",584 
53  1  47  ,303 
96  32  32  ,260 
27  41  29  ,418 
62  32  24  ,500 


?i  =  ?,  +  ^i  = 

05,  =  ig  +  A,  = 

a^  =  ?s  +  ^  = 

a?^  =  (^  +   A4  = 

%  =  ^5  +  '^S  = 

a:^  =  ig  +  Ae  =  114  59  40  ,738; 

sie  fuhren  zu  einer  widersprachsfreien  Berechnung  desselben. 
Auf  direktem  Wege  findet  man 

[n]  =  3,1405, 

während    sich    indirekt,    durch   Benützung    der   Korrelaten    und   der 
Widerspräche  in  genügender  Übereinstimmung 

[IX]  =  1,3139  .  2,27  +  0,1712  •  0,92  =  3,1400 

ergibt;  hiemach  ist  der  mittlere  Fehler  einer  Winkelmessung: 

-1/3,14       .,,,^. 


Dritter  Teil. 
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I.  AliMchnitl,    Mi^  iiii^iiNi^lilii^lH^ii  Man^ifiifr^eliPinuiiiceii  vom 
Standiuuikie  tler  Walirselieinliehkeits^reelmung, 

§  1.    Der  Walirsclieiiüichkeitsbegriff  in  der  Statistik, 

163.  Analogie  zwischen  staÜBtischen  und  zufölUgren  Er- 
eignissen, (tewia;?!^  Erscbeiüuugen  im  Das^eiii  meiii^elilieher  IikU- 
vidneu»  die  für  deri  Umfang  und  die  iimere  Struktur  eiaer  Gemein- 
acliaft  von  Bedeutung  sind,  wie  der  Eintritt  ins  Dasein  mit  einem 
liestimmten  öesctdecht,  derÄbsehluB  des  Daseius,  mannigfaclie  Zustands- 
änderungen  im  Laufe  desselben ^  weisen  Analogien  auf  mit  zufälligen 
Ereignissen:  regellos  und  dalier  ohne  wissenseliaftliches  Interesse  im 
einzelneHj  zeigen  sie  in  großen  Vereinigungen  eine  gewisse  Beständig- 
keit in  der  relativen  Häufigkeit  ihres  Auftretens  und  geben  dadurch 
Anlaß  zu  mensehliehen  MasHen€f\scheimingen.  Bei  der  Wissenschaft- 
liehen  Betrachtung  dieser  Ersebeinungen  tritt  das  Einzelwesen  ledig- 
lieh als  Tniger  eines  bestimmten  ins  Auge  gefaßten  Zustandes  oder 
einer  Zuötandsänderung  auf  und  bildet  als  solcher  ein  Element  der 
der  Beobachtung  unterworfenen  genau  begrenzten  Masse,  Da»  Be^ 
sidtat  der  Untersuchung  kommt  in  qiiantikdkmi  Bestimmungen  zum 
Ausdruck 

Stellt  man  sich  auf  den  Standpunkt,  die  oben  berührte  Analogie 
sei  eine  voUBtSnditfc^  so  ist  die  nächste  Konsequenz  hiervon  die»  in 
gewissen  Relativzalden  empirische  Bestimmungen  von  WahrscheinlicJi- 
keiten  (oder  von  Funktionen  solcher)  zu  erblicken,  die  dem  äußeren 
Verlaufe  der  betreffenden  Erscheinung  zugrunde  liegen. 

Damit  eine  solche  Auffassung  zulässig  aei^  müssen  jedoch  zunächst 
gewisse  formale  Bedingungen  vorhanden  sein.  Damit  ein  Quotient 
logisch  erweise  die  nuraerische  Bestimmung  einer  Wahrscheinlichkeit 
lieileuten  könne,  muß  der  Nenner  eine  Gesamtheit  von  Fällen  be- 
deuten^ deren  jeder  einen   bestimmten  Verlauf  hätte  nehmen  köntmtf 


^ 
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während  der  Zähler  diejenija^en  unf^r  ihnen  zählt,  welche  diösen  Verlauf 
tatsächlich  genomniön  hahen, 

Die§e  Bediiigmig  fHuUt  beispielg weise  ein  Bruch,  dtisseo  Nenner 
eine  Geburtenmeoge  iinödrückt,  während  der  Zähler  angibt,  wie  viele 
der  Geburten  männlich  waren;  fmmeU  darf  also  ein  solcher  Bruch  als 
die  nnmerische  Bestitnmimg  seiner  Wahrscheinlichkeit^  der  Wahrschcin' 
ikhkeit  einer  Knahengebtirf^  augesehen  werden.  Die  Ergänzung  auf  die 
Einheit  bleutet  dann  einen  empirischen  Wert  der  Wahrscheinlichkeit 
einer  Mädchengeburt. 

Das  Gleiche  gilt  yon  einem  Bruch  ^  dessen  Neaner  eine  Gesamt* 
heit  Ton  Fersonen  eines  bestimmten  Alters,  etwa  von  x  Jahren,  dessen 
Zähler  die  aus  LLr  im  Laufe  eines  Jahres  hervorgegangenen  Todes- 
fälle zählt;  er  kann  als  Wert  einer  Wahi'scheinlichkeit,  der  SterbctiS- 
tfiihrschmüirhkeii  der  ic -jährigen  aufgefaßt  werden;  sein  Komplement 
5fiur  Einheit  bestimmt  dann  die  [jf^t^nsuahrscfmnlifhkcil  der  r-jahrigen, 
nämlich  die  Wahrscheiiüiebkeit,  auch  das  Alter  von  x  +  1  Jiihren 
lebend  zn  erreichen. 

Nicht  so  steht  es  mit  dem  QuotienteUj  dessen  Nenner  die  Größe 
einer  geschloasenen  (von  Ein-  und  Auswanderung  freien)  Bevülkermig 
am  Beginne  eines  Kalenderjahres  angibt  und  dessen  Zähler-  die  im 
Laute  des  Jahres  in  ihr  beobachteten  Sterbefälle  zählt;  denn  diese 
Bterbefälle  sind  nicht  bloß  aus  den  Lebenden  am  Beginne  des  JahreSj 
sondern  zum  Teil  aucli  ans  den  während  des  Jahres  Geborenen  hervor- 
gegangen; man  müßte  also  diese  zu  der  anfänglichen  Bevölkerung 
binzu^geo,  um  der  formalen  Bedingung  gerecht  zu  werden. 

Dem  Quotienten  aus  der  Zahl  der  Geburten  eines  Kaien  derj  all  res 
dnrch  die  Bevölkerung  am  Beginne  desselben  geht  das  formale  Merk- 
mai einer  Wahrscheinlichkeit  völlig  ab. 

Wenn  man  an  der  Vorstellung  festhält,  daß  einem  statistischen 
Quotienten,  der  die  formale  Bedingung  einer  Wahrscheinlichkeit  erfiilltj 
auch  tatsächlich  eine  Wahrscheinlichkeit  zugrunde  liegt,  welche  die 
betreffende  Ma^seiierscheitumg  beherrscht,  gleichgiltig  ob  dies  eine 
elementare  Wahrscheinlichkeit  oder  —  im  Sinne  Poissons  —  eine 
Durchschnittswahrscheiniichkeit  im  eigentlichen  Sinne  ist  (s.  Nr.  87); 
so  gibt  die  Wahrscheinlichkeitstheorie  die  Mittel  an  die  Hand^  eine 
Reihe  wichtiger  Fragen  zu  beantworten,  die  sich  auf  die  Zuverlässig- 
keit solcher  Quotienten  und  der  auf  ihnen  aufgebauten  Schlüsse  be- 
ziehen, Untersuchungen  dieser  Art  sind  zuerst  von  Laplace^)  aus- 
geführt worden. 

164,  Wahraclieinlichkeit  vorgegebener  O-renzen  einer 
Btatistiachen  WahrscheüLLIchkeit.  In  einer  Ma^se  von  8  Indi- 
viduen sei  ein  bcstinirntt^ü  Ereignis  E  in  m  Fällen  beobachtet  worden^ 


1)  Tb^rie  analyt.,  Art,  2%     31, 
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während  in  den  ibrigeu  n  ^  s  —  m  Fällen  das  entgegengesetzte  Er- 
eignis eingetreten  ist. 

Es  ist  dsnn  mit  der  WahrscTieinlichkeit 


e-*'di 


zu  erwarten^  daß  die  unbekannte  Wahrscheinlichkeit  p  von  E  zwischen 
den  Grenzen 


711  i/2wfrt  j      m    ,       i/2«fi 


i 


liege  (ß*  Nr.  96). 

Die  Grenzen  fallen,  vom  Größen  Verhältnis  m  :  n  abgeaehenj  ni 

enger  aus,  —  ist  also  als  eine  um  so  zuverlässigere  Bestiiumnng  von 

p  zu  erachten,  je  größer  s  ist.  Darin  liegt  der  mathematische  Grund 
des  längst  geübten  Prinzipes,  statistische  Schlußtolgenmgen  aiil'  mög- 
liehst breite  Grundlage  zu  stellen. 


Man  kann  ^   als   eine   direkte    Beobachtung   I   von  p    ansehen, 
der  die  PnizisJon 

zukommt;  aus  h  läßt  sich  nach  den  Formeln  in  Nr.  132  der  mittler 
und   der  wahrscheinliche  Fehler  dieser  Bestimmnng  von  p  ermitteh 

Beispiel.     Von  r>4391    männlichen  Personen,   welche   dui-ch  dasl 
Alter  Yon  50  Jahren  gingen,   sind   1049  vor  Erreichung  des  Altera' 
von   51   Jahren   gestorben^).     Aus   diesen   Daten   ergibt  sich   für  die 
Sterbens  Wahrscheinlichkeit  der  50 -jährigen   männlichen  Personen   diej 
empirische  Bestimmung 

™=i^  =  0,01929 


mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler 


"■7?*  =  0,47694  y^ 


1049    63342 
54301'^ 


0,000397, 


so  daß  Eins  gegen  Eins  darauf  zu  wetten  wäre^  daß  genannte  Wahr- 
scheinlichkeit zwischen  die  (freozen  0/)Is89  und  0,01969  falle. 

16B.  Wahrscbeinlichkeit,  daß  zwei  emplrl&chen  Bestim* 
mungeti  ungleiobe  Btatistlsche  Wohrscheiiilichkeiteti  zngmndt 
liegen.  Zwei  Mannen  von  Individuen  seien  auf  dasselbe  Ereignis  E 
hin    beobachtet   worden;   die  Ergebnisse  dieser  Beobachtungen  seien. 

1)  Deutsche  Sterblichkeitatafeln  etc.  1SS3,  p,  104. 
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durch  die  Zahlen  s,  m,  n  in  dem  einen  und  durch  s',  m\  n  in  dem 
andern  Falle  dargestellt.     Daraus  sind  die  empirischen  Werte 

8    '  8 

der  Wahrscheinlichkeiten  p,  p  abgeleitet  worden;  dieselben  mögen  die 
positive  Differenz  Z'  —  Z  =  d  ergeben.  Wie  groß  ist  auf  Grund  dieser 
Wahrnehmung  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  /)'>|)  sei? 

Setzt   man  p  —p^t  und  bezeichnet  die  Fehler  von  Z,  V  mit 
£,  £y  so  ist  auch 

r  +  e'_(i +  ,)  =  <, 
woraus 

^  -  d  =  £'  ~  £. 

Es  stellt  sich  also  t  —  ö  ^  z  als  lineare  Funktion  der  unabhängigen 
Fehler  s,  s'  dar;  infolgedessen  unterliegt  z  dem  Gesetz  (Nr.  126) 

wenn 

und  liy  Ji  die  Prazisionen  der  Bestimmungen  Z,  V  sind;  nach  der  vorigen 
Nummer  ist 

daher 


V  2(8'^mn4-8^nin 


Die  gestellte  Aufgabe  kommt  nun  darauf  zurück,  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  bestimmen,  daß  t  positiv,  z  also  zwischen  den  Grenzen 
—  d  und  cx)  enthalten  sei.     Diese  ist  aber 


00  00  —  nu 

-6  -H6  -« 

=  1  -  y-^fe-^dx  =  l  +y^ß-''d^  =  |[1  +  ^(Y)i>     (0 
wenn  man  0{y)  in  der  Nr.  72  erklärten  Bedeutung  gebraucht  und 


y^Hd^Ö y,,. ,-  -'i%-,^  (2) 

setzt. 

Dieses  Resultat  kann  in  zweifacher  Weise  verwendet  werden.    Die 
eine  besteht  darin,  daß  man  aus  gegebenem  d  die  Wahrsc1\e\Äl\e,\\kfevi  P 

Cxaber,  WabncheinlichkoitarechDung.  ^IV) 
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rechnet;  die  andere  geht  auf  die  Bestimmung  der  größten  Ab- 
weichung d  aus,  die  zwei  empirische  Werte  noch  aufweisen  dürfen, 
ohne  daß  man  sich  genötigt  sähe,  verschiedene  Grundwahrscheinlich- 
keiten anzunehmen;  diese  Bestimmung  läßt  sich  jedoch  ohne  eine  will- 
kürliche Festsetzung  nicht  durchführen;  man  wählt  beispielsweise 
y  =  2  oder  y  =  3  und  betrachtet  das  hieraus  nach  (2)  berechnete  i 
noch  für  praktisch  verträglich  mit  j/  =  p. 

Beispiele.     In  Paris  wurden  in  dem  40 -jährigen  Zeiträume  1745 
bis  1784  beobachtet: 

m  =  393  386  Knabengeburten, 
n  =  377  555  Mädchengeburten, 
s  =  770  941  Geburten  überhaupt; 
in  London  in  dem  95-jährigen  Zeiträume  1664 — 1758: 

m'  =     737  629  Knabengeburten, 
n'=     698  958  Mädchengeburten, 
s'  =  1  436  587  Geburten  überhaupt. 
Daraus  berechnet  sich 

^  =  0,51026   oder  nahe     -,      —  =  0,51353  oder  nahe  t^, 

also  J  -  ^  =  d  =  0,00327.     Wie  groß  ist  auf  Grund  dieser  Beob- 
achtung die  Wahrscheinlichkeit,  daß  in  London  die  Wahrscheinlichkeit 
einer  Knabengeburt  größer  sei  als  in  Paris? 
Aus  der  Formel  (2)  berechnet  sich 

y  =  3,353 

und  hieraus  mittels  (1)  nach  Tafel  I 

P  =  0,9999989, 

so  daß  die  Wahrscheinlichkeit,   es  sei  dem  nicht  so,  nur  wenig  über 
ein  Milliontel  ausmacht^). 

In  Österreich^)  entfielen  in  dem  17- jährigen  Zeiträume  1878  bis 
1894  von  s=  12  695  948  ehelichen  Lebendgeburten 

m  =  6  533  961  auf  Knaben,     w  ==  6  161  987  auf  Mädchen; 

von  s  ==  332  306  ehelichen  Totgeburten 

m'=  191 159  auf  Knaben,     w'=  141  147  auf  Mädchen. 

Daraus  berechnet  sich 


1)  Vgl.  Laplace,  Theorie  analyt.,  Art.  29. 

2)  Die  im  BeichBrate  vertretenen  Lander. 
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-  =  0,51465,      ^  =  0,57525, 

8  8 

d  =  0,06060; 

weiter  y  =  49,3;  das  zugehörige  0{y)  ist  von  der  Einheit  praktisch 
nicht  za  unterscheiden;  infolgedessen  unterscheidet  sich  auch  P  so 
wenig  Ton  1,  daß  man  fast  mit  Gewißheit  aussagen  kann,  der  Knaben- 
geburt  liege  bei  Totgeborenen  eine  größere  Wahrscheinlichkeit  zugrunde 
als  bei  Lebendgeborenen.  Die  Ergebnisse  der  vorausgehenden  zwölf- 
jährigen Periode  1866 — 1877  bestätigen  dies:  hier  war 

-  =  0,61548,      ~  =  0,57520, 

8  '  '8  '      '  ' 

8  -  0,05972. 

166.  Wahrsoheinlichkeit,  daß  ein  kfinftiger  statistischer 
Vorgang  innerhalb  gegebener  Chrenzen  sich  abspielen  werde. 

Von  s  beobachteten  Einzelfällen  haben  m  Fälle  den  Verlauf  JE?,  n  =  s  —  fn 
den  entgegengesetzten  Verlauf  genommen.  In  einer  zweiten  Beobach« 
tnngsreihe  sei  bloß  die  Zahl  w'  der  Wiederholungen  von  E  erhoben 
worden.  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  daß  die  zuge- 
hörige Zahl  n'  innerhalb  bestimmter  Grenzen  liege. 
Die  wahrscheinlichste  Bestimmung  von  n   ist 

»0=^-  (1) 

Bezeichnet  man  die  dem  Eintreffen  von  E  entsprechende  Wahr- 
scheinlichkeit mit  jp,  so  ist 

^  =  T  +  *  =  7  +  *  (2) 

ZU  setzen,  wenn  e  den  der  ersten,  e'  den  der  zweiten  empirischen 
Bestimmung  von  p  entsprechenden  Fehler  bedeutet.  Hieraus  ergibt 
sich,  wenn  für  s'  die  Summe  m  +  w'  eingeführt  wird: 

\-ms  —ms 

/  8 

n  = 


m    , 

8      ' 

nm'      m's  ,      m' s 

f f. 

m         m  m 


1  4-  B t 

m  m 


und  weiter  durch  Entwicklung  nach  e,  b,  wenn  man  bei  den  Gliedern 
ersten  Grades  stehen  bleibt: 


,      s^m       ,    8^m    , 

Wft *  ^  H — t  f » 
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woraus  ,    ,  ,    , 

Es   stellt  sich  also  der  Fehler  z  in  der  Bestimmung  n^    als  lineare 
Funktion  von  £,  f'  dar;  sein  Gesetz  ist  daher  nach  Nr.  126 

wenn 

1    m*  w* 

ist;  dabei  bedeutet  h  die  Präzision  der  ersten,   Ji   die  Prazision   der 
zweiten  Beobachtungsreihe,  ist  also 


wenn  man  b^i  der  Berechnung  von  h'  statt  n,  s'  deren  wahrschein- 
lichste Bestimmungen  — ,    —   verwendet.     Hiemach  ist 


g=l/,        "'"        V  (3) 


'  (w  +  w') 
Es  besteht  also  die  Wahrscheinlichkeit 

Hz 


-Z  ü 

dafür,  daß  die  DiflFerenz  n  —  %    zwischen  die  Grenzen  —  -^  und  +  ~ 
oder  daß  n   zwischen  die  Grenzen 


nrn  i  /28nm'  (m -{-  m')  ,       nm'    ,       t  /2snm  (m  4-  w')        /-v 

falle. 

Man  kann  von  diesen  Formeln  in  verschiedener  Weise  Gebrauch 
machen:  Einmal,  um  zu  einer  gegebenen  Wahrscheinlichkeit  P  die 
zugehörigen  Grenzen  der  Bestimmung  (1),  dann  aber  auch,  um  die 
äußersten  Grenzen  dieser  Bestimmung  in  dem  Sinne  einer  sehr  hohen 
Wahrscheinlichkeit  des  Zutreffeiis  (etwa  mit  y  =  }])  zu  rechnen. 

Wäre  s'  die  Größe,  um  welche  gefragt  wird,  so  hätte  man  dafür 
die  wahrscheinlichste  Bestimmung 

'o=„r,  ii*) 

während  sich  aus  dem  Ansatz  (2)  ergibt: 

sm 

, m  m 

m    ,  .  ~~  ^    ,     «  «    , ' 

ha  — f         1+    ~« « 

8  mm 
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durch   Entwicklung   nach  £,  a    mit   der  gleichen  Beschränkung  wie 
vorhin  wird 

SO  daß  genau  wie  im  vorigen  Falle 

es  gelten  also  auch  hier  die  Resultate  (3)  bis  (5)^). 

Beispiel.    In  dem  Zeiträume  1866 — 1877  sind  in  Österreich  regi- 
striert worden: 

m  =  4  311  076  männliche, 
n  =  4052193  weibliche, 
5=8  363  269  Lebendgeburten  überhaupt; 
wären  in  dem  darauffolgenden  Zeiträume  1877 — 1894  nur  die 
m  ==^  6  533  961  mäntdicfiefi  Lebendgeburten 

verzeichnet  worden,  welcher  Schluß  wäre  daraus  auf  die  Zahl  n    der 
weiblichen  Lebendgeburten  zu  ziehen? 
Ihr  wahrscheinlichster  Wert  wäre 

m;=-— =  6141587, 

die  äußerste,  mit  y  =  3  gerechnete  Abweichung,  der  die  Wahrschein- 
lichkeit 

P=*(3)  =  0,999977<J  =  l-j^ 

zukommt,  beträgt 


3y2*«m'(m  +  ,0_  23  226; 


es  ist  also  mit  der  eben  angegebenen,  sehr  großen  Wahrscheinlichkeit 
zu  erwarten,  daß  w'  über  das  Intervall 

6118  361  bis  6164  813 

nicht  hinausfallen  werde;  tatsächlich  ist  der  beobachtete  Wert  von  n, 
nämlich: 

6161987, 

in  diesem  Intervall  enthalten. 


1)  Vgl.  Laplace,  Thäor.  anal.,  Art.  30  und  31.  In  dem  letzteren  Artikel 
gibt  La  place  ein  Beispiel  der  früher  so  vielfach  geübten  Konjekturalberechnungen. 
Er  sucht  aus  dem  konstant  vorausgesetzton  Verhältnis  der  jährlichen  Geburten 
zur  Bevölkerung  —  der  GeburtszifFer  —  und  aus  den  Geburten  die  Bevölkerungs- 
zahl Frankreichs  und  ihre  äußersten  Grenzen  zu  bestimmen. 
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§  2.    Stabilität  statistisclier  Verliältiiiszalileii  und  Hittelwerte. 

167.   Präzision   einer  statistischen  BelativsahL     Es  sei 

beobachtet  worden,  daß  von  6  ==  m  +  n  Einzelfällen  m  den  Verlauf  £, 
n  den  Verlauf  F  genommen  haben.  Um  die  betreflFende  Massen- 
erscheinung quantitativ  zu  beschreiben,  bildet  man  aus  den  absoluten 
Beobachtungszahlen  m,  n,  s  irgend  eine  Relativzahl  und  läßt  sich 
dabei  häufig  von  dem  Gesichtspunkte  leiten,  daß  dieselbe  eine  leicht 
faßbare  Bedeutung  habe. 

Setzt  man  voraus,  daß  der  Erscheinung  ein  konstanter  Bedingungs- 
komplex zugrunde  liege,  so  sind  die  Verhältniszahlen  — ,       empirische 

Bestimmungen  der  komplementären  Wahrscheinlichkeiten  p,  \  —  p  von 
Ej  F,  und  die  gemeinsame  Präzision  dieser  Bestimmungen  ist: 


Y  2wn 


(1) 


Jede  andere  aus  m,  w,  s  abgeleitete  Verhältniszahl  v  hat  dann 
die  Bedeutung  einer  empirischen  Bestimmung  einer  gewissen  Funktion  V 
von  p,  so  zwar,  daß 

F  =  /-a;),       t;  =  /(f)  (2) 

ist;  es  handelt  sich  nun  um  die  Präzision  dieser  Bestimmung. 

Diese  Aufgabe  fällt  unter  das  in  Nr.  143  behandelte  Problem  der 
Genauigkeitsbestimmuug  einer  Funktion  direkt  beobachteter  Größen; 

bezeichnet    man    mit    ^    den    mittleren    Fehler   von    -    ,    mit   ft^    den 
mittleren  Fehler  von  v,  so  ist 

-.'-r(v)V'i 

geht   man   vom    mittleren    Fehler   zur   Präzision    über  (Nr.  130),    so 
ergibt  sich 

und  daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (1): 

I      \s  /  I 
womit  die  Aufgabe  allgemein  gelöst  ist. 

Der  Quotient  — ,  welcher  ausdrückt,  auf  wie  viele  Einzelfälle 
ein    einmaliges    Eintreffen    von    E    entfällt,    ist    eine    Bestimmung 
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von  —;  aus  f{p)  =  —  folgt  /"(j>)  = j]  folglich  ist  die  Präzision 

dieses  Quotienten  nach  (3): 

Die  Zahl  a-  ,  welche  ausdrückt,  wie  viel  Ereignisse  E  auf  a  Er- 
eignisse F  entfallen,  ist  eine  empirische  Bestimmung  von  f(p)  =  a  ^  ; 
da  f  (ji)  =  /.  _   Ni;  80  ist  ihre  Präzision 

Beispiel.     Im  Jahre  1897  sind  in  Österreich  beobachtet  worden: 

m  =  415  721  männliche, 

n  =  393  503  weibliche, 

s  =r  809  224  eheliche  Lebendgeburten  überhaupt. 

Daraus  berechnet  sich: 

1)  -  ^  0,51373  als  eine  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit 
einer  Knabengeburt; 

2)  =  1,94654  als  Anzahl  der  Geburten,  auf  welche  eine 
Knabengeburt  fällt; 

3)  —^  "^  =  1056,46  als  Anzahl  der  Knaben,  die  auf  1000  Mädchen 
entfallen. 

Die  Präzisionen  A^,  A^,  Aj  dieser  drei  empirischen  Bestimmungen  sind: 

'^1-1/^  =  1272,7 

'^^-V^-    335,9 

lu  =  0,001  V?-  =  0,30093. 

8  '  V  28m         ' 

168;  Typische  WahrscheinlichkeitsgröBen  normaler  Dis- 
persion. Die  im  vorangehenden  durchgeführte  wahrscheinlichkeits- 
theoretische Behandlung  statistischer  Relativzahlen  setzt  voraus,  daß 
der  untersuchten  Massenerscheinung  ein  derartiger  Komplex  von  Be- 
dingungen zugrunde  liege,  daß  jene  Relativzahlen  als  empirische  Werte 
einer  festen  Wahrscheinlichkeit  oder  einer  Funktion  dieser  Wahrschein- 
lichkeit angesehen  werden  können. 
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Wie  ein  Urteil  darüber  zu  erlangen  ist,  oh  und  wie  weit  diese 
Voraussetztuig  erfüllt  mm^  hat  W.  Lexis*)  durch  ein  methodisches 
Verfiiliren  gezeigt  Die  Gnuidhige  dieses  Verfahrene  bildeö  Jieilmt 
von  liviufiv^ahhn,  tlie  sich  auf  die  betreifende  Massenerschemimg  be- 
ziijheu  und  deren  Glieder  aus  zeitlich  oder  räumlich  getrennten  Beob- 
achtungsgebieten fitammeu.  Das  Studium  der  SchwanhinfftM  in  einer 
solchen  Reihe,  der  Verteilung  oder  Dispf^rsimi  ihrer  Glieder  um  einen 
Mittelwert  ist  es,  was  zur  Schöpfung  eines  begründeten  Urteils  in  der 
ao gegebenen  Richtung  führt. 

Wir  heginnen  mit  der  Darlegung  des  einfachsten  FalleS|  der  zu* 
gleich  die  Norm  für  alle  weiteren  Untersuchungen  bildet. 

Über  eine  Massenerseheiuung  E  seien  r  Beobaehtungsreihen  f^lcirhen] 
Umfamfes^  je  6'  Einzelfälle  umfassejid^  ausgeführt  wurden j  die  beob* 
achteten  WiederholuDg8zahlen  von  E  seien  m^^  m^,  *  ■  ■  tn^.    Liegt 
eine  feste  Wahrscheinlichkeit  p  zugrimde,  so  sind  die  Quotienten 


ak  gleich  genaue  empirische  Bestimmungen  oder  gleich  genaue,  von 
sjötematiaeben  Fehlern  freie  direkte  Beobachtungen  der  Uuliekannten  p 
aufzufafiseUj  und  ihre  Anordnung  um  dm  arithmetische  Mittal  als  den 
wahrscheinlichsten  Wert,  der  sich  ans  ihnen  für  p  ableiten  läßt: 


■  +  m. 


wird  dann  jene  Erscheinungen  darbieten,  welche  wir  bei  den  Ergeb- 
nts&eu  von  Veimtchs reihen  mit  zufälligen  Ereignissen  konst^iter] 
WahrHcheinlichkeit  wie  auch  bei  den  Ergehnißseu  direkter  Beobach- 
tuügeu  der  bezeiclmeten  yualitlit  kennen  gelernt  habeji  (s.  Nr,  HO^  139  L 
Die  mittlere  Abweiclumg  der  Zalüen  (1)  von  dem  wahren  Werte  p^ 
heziehuiigs weise  ihre  Präzialon^  ist  nach  Nr.  74,  79: 


I 


t*i-y     g    ,    "i- K2j.(i-p)' 

und  die  Abweicbungcji 
befolgen  das  Geeetz 


m 


(i  =  i.a,..,< 


1)  Das  ffeachlecbtsverhaUiiis  der  Geborienen  uad  die  WahrscbeiiUielikeit«. 
rdcknung.    Jakrk  iür  Nat.-Ök  u.  Htatist  '27  (1*176),  p,  209— 2  lä.    —    Zur  Theiiri 
der   Mafl8eneratlieißuiif*en    in    iler    metiNcUlu-hen    (Teaelkchafi.       Preiburg   L    BrJ 
1877.  —   t'^ber  die  l'hcorte  der  ^?taViiHtät  statistischer  ßeilien.     Jahrb.  Iiir  Nat. 
Ök.  u.  Statist,  ä2  (li79),  p.  60—98. 
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Dagegen  unterliegen  die  Abweichungen 


8 

dem  Gesetze 


worin  (s.  Nr.  136) 


_^  ^-V>i» 


ist. 

Weder  h^  noch  Ji^  läßt  mangels  der  Kenntnis  von  p  eine  strenge 
Auswertung  zu.  Maßgebend  wäre  der  Wert  Ag,  weil  ja  nicht  die  £, 
sondern  nur  die  A  zugänglich  sind;  indessen  besteht  zwischen  A^  und 
h^  bei  einigermaßen  erheblichem  z  nur  ein  geringer  Unterschied^). 
Man  erhält  eine  zureichend  genaue  Bestimmung  von  Aj,  wenn  man^ 

durch  Pq  ersetzt  und  von  dem  Faktor  l/^_-    absieht;  sie  heiße  A', 
so  daß 


ebenso  wird 

eine  zureichende  Bestimmung  von  ft^  abgeben. 

Diese  Berechnung  von  A',  ft'  ist  unabhängig  von  den  Einzelwerten 
der  Reihe  (1). 

Es  gibt  aber  noch  eine  zweite  Berechnung  dieser  Größen,  die 
sich  auf  die  Abweichungen  A  der  Werte  (1)  von  ihrem  Mittelwerte  p^ 
stützt;  nach  dieser  ergeben  sich  für  /t^,  A^  die  Werte: 

Statt  der  mittleren  Abweichung  könnte  die  durchschnittliche  ver- 
wendet werden,  und  es  ergäben  sich  für  diese,  entsprechend  [i  und  |Lt", 
die  beiden  Bestimmungen  (s.  Nr.  132,  130): 


Man  unterscheidet  die  beiden  Methoden,  von  welchen  die  eine  zu 
den  Werten  A',  ^',  %•',  die  andere  zu  den  Werten  A",  ft",  -O""  geführt 
hat,    als  die  kombhmtorische  oder  indirekte,    beziehungsweise  als   die 

1)  Es  ist  z  =    10  60  100 

l/-^  =  1,054         1,011         1,005. 
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physikaliscJie  oder  direkte*).  Die  erste  ruht  auf  dem  Boden  des  Ber- 
noulli sehen  Theorems  und  hängt  dadurch  mit  den  Vorausseizongen 
zusammen,  die  über  die  Natur  der  Erscheinung  E  gemacht  worden 
sind;  die  zweite  stützt  sich  auf  die  Fehlertheorie. 

Treffen  die  eben  erwähnten  Voraussetzungen  zu,  so  wird,  bis  auf 
die  durch  die  Natur  der  Sache  begründete  Unvollkommenheit,  nicht 
nur  Übereinstimmung  herrschen  zwischen  den  Werten 

h-,  (i',  »' 

einerseits  und 

andererseits,  sondern  es  werden  sich  die  A  im  großen  auch  dem 
Gesetze 

gemäß  verteilen,  d.  h.  die  Anzahl  der  A,  die  zwischen  die  Grenzen 

fallen,  wird  voraussichtlich  nahe  kommen  der  Zahl 

0lf{y)  =  ^Jc-''dt.  (9) 

0 

Dieser  Fall,  welcher  dem  Verhalten  von  Reihenergebnissen  über 
zußlli(/e  Ereignisse  entspricht,  wäre  der  Typus  einer  menschlichen 
Massenerscheinung,  der  ein  konstant  bleibender  Bedingungskomplex 
zugrunde  liegt,  bei  welcher  der  Verlauf  der  einzelnen  Fälle  den  Cha- 
rakter des  Zufälligen  an  sich  trägt  und  die  Fälle  als  unter  einander 
imabhängig  anzusehen  sind.  Lexis^)  bezeichnet  eine  solche  Massen- 
erscheinung als  eine  unverhmdme,  die  ihr  zugrunde  liegende  Größe  p 
eine  typische  Wahrscheinlichkeitsgröße  mit  normaler  Disperston,  Eine 
solche  Größe  ist  in  der  physiologischen  Konstitution  der  beobachteten 
Masse  gelegen,  bildet  eine  sie  charakterisierende  Eonstante,  eine  „massen- 
physiologische Konstante". 

Das  summarische  Merkmal,  daß  man  in  der  Reihe  (1)  empirische 
Werte  einer  typischen  Wahrscheinlichkeit  mit  normaler  Dispersion 
und  in  p^  ihre  beste,  aus  dem  vorliegenden  Beobachtungsmaterial  ab- 
leitbare Bestimmung  vor  sich  habe,  besteht  darin,  daß  nahezu 

li  =  h"     oder     /t'  =  ft",     0*'  ==  -O"" 


1)  W.  Lexis,  Zur  Theorie  etc.,  p.  27;  L.  v.  Bortke witsch,  Das  Gesetz  der 
kleinen  Zahlen  (1898),  p.  5.        2)  1.  c. 
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ist^  oder  daß  der  Quotient 

Q^^     oder     g=^,      <2  =  |;  (10) 

sich  von  der  Einheit  nur  wenig  unterscheidet.  Diesen  Quotienten, 
von  V.  Bortkewitsch*)  als  Feliletrelathn  bezeichnet,  hat  E.Dormoj*) 
in  der  dritten  Form  fast  gleichzeitig  mit  Lexis  und  unabhängig  von 
diesem  in  die  mathematische  Statistik  eingeführt  und  ihm  den  Namen 
„Divergenzkoeffizient"  gegeben. 

Betreffs  der  praktischen  Durchführung  der  Untersuchung  mögen 
gleich  einige  Bemerkungen  angeschlossen  werden. 

Sind  die  Beobachtungsreihen  nicht  von  gleichem  Umfange,  wohl 
aber,  wie  dies  häufig  vorkommt,  durch  Zahlen  s^,  Sj,  •  •  •  s^  von 
gleicher  Ordnung  dargestellt,  so  wird  es  genügen,  in  den  Formeln,  wo  s 

vorkommt,  dieses  durch  das  arithmetische  Mittel        zu  ersetzen  und 

die  Rechnung  weiter  so  zu  führen  wie  vorhin;  auch  zwischen  den 
beiden  Mittelwerten 

^1^1 [     ^z 

^  «1  +  «•  H h  «* 

wird  kein  erheblicher  Unterschied  bestehen. 

Gehen  aber  die  Zahlen  s^,  s^,  •  •  •  s.  beträchtlich  auseinander, 
dann  wird  man  die  Quotienten 


*i  '        s,^ 


9, 


(1*) 


als  Beobachtungen  von  den  Gewichten  6^,  6',,  •  •  •  i>\  behandeln  und 
erhält  (s.  Nr.  137): 

^«~    «i'+*, +  •••  +  «,   '  ^^  ^ 

als  deren  arithmetisches  Mittel  und 

(^"=yi"i'i  (7*) 

als  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  vom  Gewichte  1,  d.  i.  einer 
fiktiven  Beobachtung,  die  aus  einer  Reihe  mit  der  Beobachtungszahl 
5=1  stammt;  dem  entsprechend  wird 

und  der  Divergeuzquotient 

o  =  -^'-  =  i/      t^~^^i 

^        f*'         V  (z-l)p,(l-p,)' 

1)  Das  Gesetz  der  kleinen  Zahlen,  p.  31. 

2)  Thdorie  mathiimat.  des  assurances*  sur  la  vie  (1878),  I,  p.  39. 
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w, 


Hat  mau  statt  der  Quotienten  — ,  die  unmittelbar  die  Bedeutung 


«, 


einer  Wahrscheinlichkeit  haben,  andere  Relativzahlen 

Vi,     v,,     ...     v,  (1**) 

gerechnet,  die  sich  als  Spezialwerte  einer  gewissen  Funktion  f(p)  von 
p  darstellen,  so  sind  (1**)  direkte  Beobachtungen  dieser  Funktion,  und 
die  Berechnung  von  ft",  A"  modifiziert  sich  nur  dahin,  daß  nun 

wird;  dagegen  tritt  an  die  Stelle  von  }i  im  Sinne  der  Ausfuhrungen 
in  Nr.  167  der  Ausdruck: 

~''^\  r(pS\  V'^o  i^^^) '  ^"""^ 

Bei  ungleichen  Grundzahlen  s^,  s^,  -  -  •  s.  erfahren  diese  Formeln  die 
bereits  erklärte  Abänderung. 

Die  beiden  Beispiele  in  Nr.  139  bieten  das  reine  Bild  eines  Be- 
obachtungsmaterials, wie  es  am  Beginne  dieser  Untersuchung  voraus- 
gesetzt wurde,  und  typischer  Wahrscheinlichkeiten  mit  normaler  Dis- 
persion.    In  dem  Beispiele  a)  ist 

A'=  14,14,  r=  16,32,  also  0  =  0,86, 
in  dem  Beispiele  b) 

//'  =-  18,97,  r  =  21,46  und  Q  =  0,87; 
die  normale  Dispersion  der  Eiiizelwerte  ist  dort  nachgewiesen. 

169.  Typische  WahrscheinlichkeitsgröBen  mit  flbemor- 
maler  Dispersion.  Stellt  man  sich  vor,  daß  der  Bedingungskomplex 
der  Massenerscheinung  E  ein  mit  der  Zeit  oder  dem  Orte  veränder- 
licher sei,  daß  ferner  die  Quotienten 

sich  auf  eine  Reihe  von  z  Jahren  oder  auf  ^  getrennte  Beobachtungs- 
gebiete beziehen,  so  kann  die  Sache  so  aufgefaßt  werden,  als  lägen 
gleich  genaue  direkte  Beobachtungen  einer  Größe  vor,  die  selbst  von 
Beobachtung  zu  Beobachtung  sich  ändert.  Dann  kommen  in  den 
Abweichungen 

A,  =  ---'+i>o  0  =  1.2,...,) 

der  Glieder  der  Reihe  (1)  von  ihrem  Mittelwert 

_  Wj  +  w,  H h  w,  ,,.. 

Po-         =       zs  W 


:e-*'"^%- 
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nicht  bloß  die  mfäüigen  Abweichungen^  sondern  auch  die  wesenÜicJien 
Schwankungen  der  ßrundgröße  j)  zum  Ausdruck;  das  hat  eine  Ver- 
größerung des  aus  den  A  berechneten  mittleren  Fehlers  (i",  somit 
eine  Verminderung  der  nach  der  physikalischen  Methode  bestimmten 
Präzision  h"  zur  Folge;  man  hat  daher  eine  Ungleichung  des  Sinnes 

h'  >  A"  (3) 

und  einen  Divergenzkoeffizienten 

Ö>1  (4) 

zu  erwarten.  Je  ausgesprochener  dieses  Verhalten  auftritt,  um  so 
sicherer  ist  der  Schluß,  daß  die  wirkliche  Sachlage  den  gemachten 
Voraussetzungen  entspreche. 

Dies  hindert  jedoch  nicht,  daß  die  X  wieder  ein  Gesetz  von  der 
Form  des  früheren  Falles  befolgen,  nämlich  das  Gesetz 

es  brauchen  nämlich  nur  die  Schwankungen  der  Grundgröße  selbst 
den  Charakter  des  Zufälligen  zu  besitzen;  denn,  hat  die  Grundgröße 
während  der  i-ten  Beobachtungsserie  den  Wert  p.y  und  ist 

-?+!',  =  *?> 

so  hat  man 

A,  =  -?+i)o  =  *?  +  ei;', 

und  sind  sS*^ ,  e^^  beide  zufälliger  Natur,  so  befolgt  auch  ihre  Summe  A, 
das  Exponentisdgesetz  (Nr.  126).  Nur  wird  die  Dispersion  der  X^  jetzt 
eine  weitere  sein  als  in  dem  Falle,  wo  in  p^  der  empirische  Wert 
einer  konstanten  Wahrscheinlichkeit  zu  erblicken  ist,  sie  wird  iiber- 
nomial  sein  (vgl.  Nr.  86). 

Eine  menschliche  Massenerscheinung,  welche  diese  Merkmale  auf- 
weist, gehört  gleichfalls  zu  den  unverbundenen-^  sie  zeigt  aber  in  den 
Ergebnissen  einer  Serie  von  Beobachtungsreihen  eine  geringere 
Siühilitätj  als  eine  Erscheinung  der  in  der  vorigen  Nummer  beschrie- 
benen Art.  Die  ihr  entsprechende,  nunmehr  zufällig  veränderliche 
Größe  p,  von  welcher  p^  einen  für  die  Periode,  über  welche  sich  die 
Beobachtungen  erstrecken,  geltenden  Durchschnittswert  vorstellt,  wird 
von  Lexis  eine  typisclie  Wahrscheinlichkeitsgröße  mit  ühernormulcr 
lyispersion  genannt. 

170.  Fortsetzung.  N&here  Untersuchung  des  Falles  einer 
variabeln  Ornndwahrscheinlichkeit.  Wiewohl  die  Annahme  einer 
stetigen  Veränderlichkeit  der  Natur  der  Sache   im   allgemeinen  besser 
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entsprechen  würde,  möge  doch  angenommen  werden,  daß  die  Verande- 
nmg  serienweise,  also  von  Beobachtungsreihe  zu  Beobachtungsreihe 
erfolgt,  so  daß  während  einer  solchen  eine  Tconstante  Wahrscheinlich- 
keit herrscht  \). 

Die  Ei'gebnisse  der  Beobachtung  von  E  in  z  verschiedenen  Jahren 
(oder  aus  z  getrennten  Gebieten),  ausgedrückt  durch  die  Verhältnisse: 

seien  also  empirische  Bestimmungen  von 

Pu    2h,     •••     1\'  (2) 

Ferner  sei 

— -'i^^^'-i^o  (3) 

das  arithmetische  Mittel  der  Zahlen  (1), 

l^A±l_l±£=„  (4) 

das  unbekannte  Mittel  der  Zahlen  (2),  also  die  auf  sämtliche  Beob- 
achtungen bezügliche  durchschnittliche  Grundwahrscheinlichkeit,  für 
welche  p^  eine  empirische  Bestimmung  darstellt. 

Einem  konstant  bleibenden  p  entspräche  eine  mittlere  Abweichung 
der  Resultate  (1)  vom  Betrage 


dagegen  wird,  wenn  man 

VI:     , 

setzt,  die  wirklich  stattfindende  mittlere  Abweichung 

^'=V^  ■  (6) 

sein. 

Um  diese  zu  bestimmen,  bilde  man 

und  summiere  für  alle  f;  dadurch  ergibt  sich: 

Femer  folgt  aus 

1)  Diese  Vorstellung  rührt  von  W.  Lexis  her:  Über  die  Theorie  der 
Stabil,  etc.,  p.  66.  —  Vgl.  für  das  folgende  L.  v.  Bortkewitsch,  Das  Gesetz 
der  kleineu  Zahlen,  p.  29ff. 


1.  Alt^rliiiitt.      hi<'   iiifiisclili(  li«'n    .Mii->fti('r.-;cli(Miiiiii^tMi    u    --    v,  '.]]{) 

(-?+«)'- (:')'-2«='+i'.', 

daß 

setzt  man  diesen  Wert  in  die  vorige  Gleichung  ein,  so  wird 

L**]  =  [(-  7^  +i>,)']  +  2[i;,^']  -  \p,^]  -  2p\;"j]  +  zp\ 

In  dieser  Gleichung  möge  jedes  Glied  durch  seinen  Mittelwert  ersetzt 
werden;  dabei  ist  zu  beachten,  daß  der  Mittelwert 

von  f^  gleich  ist       fi"*, 

^      \      8   ^^0         »         ''  8 

;;  g  77         )f         Pij 

hiemach  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  fi'  der  Ansatz: 

**»"* = [^^~]  +  2  iPi']  -  \pn  -  2pip,]  +  ^p' 

oder  mit  Bücksicht  auf  (4): 

Nun  folgt  aus  der  Identität: 

PiQi  =  pg  +  (l>  -  g)  (p  -  Pi)  -  {Pi  -  pY, 
in  welcher  g<  =  1  —  i>o  g  =  1  —  i>  ist?  durch  Summierung  über  alle  i: 

\pai\  =  epa  +  {p-a)  i^p  -  [pi])  -  [(ä  -  i>)'J; 

und  wieder  mit  Rücksicht  auf  (4): 

[Pi9i]-^pq-'[(Pi-py]] 

femer  aus  der  Identität 

^  iPi  -  pY  =  ft'  -  ^PPi  +P^ 

durch  den  gleichen  Vorgang: 

[iPi-py\-[pn-''p'- 

Hiermit  verwandelt  sich  die  Gleichung  (7)  in: 
woraus  schließlich  gefunden  wird: 

f,"  =  ypr^J=üiK=Wi .  (8) 
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Diese  Formel  läßt  die  ZTiaanmienaetziiiig  von  jit"  aüs  xwei  Kom- 
ponenten deutlich  erkennen:  die  eine  Komponente 


pq 


übereinstimmend   mit  "dem    unter  (5)  gerechneten  ii\   ht  die  mittlere, ' 
vom  Zufidl  allein  abhängige  Schwan kimg,  die  univescfitlieJw  Schwan kiinga* 
komponente  (der  Normai fehler);  die  andere ^ 


M^ 


■v^ 


-i[(p,-j»)T 


(9) 


stammt  von  den  Schwankungen  der  Grund  Wahrscheinlichkeit  her  und 
«oll  als  pinfsisrhe  Sehwankungskomponente')  (ahsoluier  Fehlrrcjccedent) 
bezeichnet  werden.  Die  Zusammenaetzung  beider  zu  ^"  geschieht  nach 
dem  öeaetze  der  Zusammensetzung  der  mittleren  Fehler ^  die  aus  un- 
abhängcn  Fehlenirsacben  entspringen.  fl 

Die  Komponente  3f  ist  die  für  das  Wesen  einer  Massenerschei* 
ming    von    der    hier    beschriebenen    Art    charakteristische.      Ans    der 
Struktur  ihrer  Formel  ist  zu  erkennen,   daß  sie  um  so  geringer  aus-fl 
fällt,  je  geringer  ilie  Schwankungen  p^  —  p  der  Grundwakrscheinlieh-  ™ 
keit  sind,  je  stahller  also  die  betreffende  Masseuerscheiming  ist^  daß 
sie  femer  von  dem  Umfange  der  Beobachtangsreihen  nur  in  sehr  ge 

riugem  Grade  abhängt ,  weil  -^—  bei  erheblichem  s  nur  wenig  von 
der  Einheit  verschieden  ist 

Die  Komponente  ^'  hingegen  nimmt  im  Verhältnis  der  Quadrat- 
wurzel aus  s  ab.  Dies  hat  zur  Folge ^  daß  bei  sehr  umfangreichen 
Beobachtungsreihen  //'  gegen  M  zurücktritt  und  das  au^  den  Ab- 
weichungen X;  = '4-  Pq  gerechnete  (i'  vomehnüieh  die  Komponente  M 

zum  Ausdruck  bringt.  Bei  verhältnismäßig  Meinem  s  kann  die  Kom- 
ponente 31  durch  jene  ^'  verdeckt  werden. 

Es  bleibt  noch  dm  Verhalten  des  Divergenzkoeffizienten  im  Sinne 
dieser  Theorie  zu  untersuchen.     Der  Ausdruck 


I 


desselben  zeigt  vor  allem  die  gchon  hervorgehobene  Tatsache,  daß 

ist  und  daß  unter  muHt  gleichbleibenden  Umstänilen  Q  mit  5  wächst. 
Durch  Verkleinerung  des  Umfaoges  der  Beobachtuugs reihen  kann  also 
der  Divergenzkoeftizient  der  Einheit  nälier  gerückt,  die  tlbemormale 

1)  W.  Lexifl,  Dbf^r  die  TUporie  der  Stabil,  etc.,  p.  Ö6.    —    Bezviglieh  der! 
eingeklammerten  Bi^seichnutigcfn  vgl.  L.  v.  Bortkewit  sch^  Da»  Geseta  ete  ,  p.  30 J 


I 
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Dispersion  der  normaien  genähert  werden.  Gerade  dieses  Verhalten 
von  Q  hat  55ur  Aufklämng  mancher  Erscheiniuigen  geführt,  die  sich 
hei  der  Utitersuchnng  statistischer  Zahlenreihen  auf  üire  Dispersion 
eingestellt  haben  ^). 

Mit  HiUe  von  Q  nnd  ^*  drückt  sich  die  phjsische  Koinpoöente 
dea  mittlertjB  Fehlers  wie  folgt  aus: 


I 


I 


k 


M^^Yq'-I.  (11) 

Nach  dieser  allein  ist  der  wesentliche  Anteil  der  Dispersion  oder  die 
phvaiache  Disperäion  7ai  beurteilen.  Je  größer  31,  desto  größer  der 
Einfluß  des  Wechsels  der  maßgebenden  umstände  auf  die  Schwankung 
der  Resultate. 

Fflr  <?  =  y^  =  1,414—  wird  das  Maß  der  physischen  Schwan- 
kungen dorn  der  zufälligeu  gerade  gleich*  Von  da  ab  wächst  mit  Q 
der  EbfluB  der  physischen  Schwankungen  über  jenen  der  zufaUigen 
hinaus. 

171.   Untemormale  Bispereion.     Stabilität  statistiechar 
,       Reihdii.     Symptomatische  Seihen.     Da  eine   MaöSL-nei-schrinung, 

■  der  eine  Avi^^stof^^^  Wahrscheinlichkeit  zugrunde  liegt^  zu  Verhältniszahl- 
^kttthen  mit  normfikr  Digpersian,  eine  Massenerscheinung  mit  variabler 
^PWfthrscheinliclikeit    zu    solchen    Reihen    mit    f(bfrw)nHaler  Diapersion 

■  führt;  da  femer  ein  anderes  Verhalten  der  Wahraeheinlichkeit  außer 
diesen  nicht  denkbar  Ist^  so  kann  es  Massenerscheinuugen^  denen  der 
Charakter    des  Zufälligen   zukommt,   mit  anderer   als  normaler  oder 

■  übernormaler  Dispersion  nicht  gehen. 

Der  FaUj  daß  eine  Reihe  von  RelatiTzahlen  untenwrmaie  Dispersion 
^igtCj  was  sich  durch  eine  Ungleichung  zwischen  der  auf  kombinato- 
rischem Wege  abgeleiteten  Pnlzision  h'  und  der  physikalisch  he- 
stimmten  Präzision  h"  des  Sinnes 

}i  <  //' 

mid  somit  durch  eint'u  Divergenzkoeffizienten 

,       außem  müßte^  beträfe  also  nicht  mehr  eine  ungebundene  Massenerschei- 

■  nnng,  bei  der  die  Abweichungen  von  einem  mittleren  Verlauf  lediglich 
F  durch  zufällige  Einflüsse  bewirkt  werden.  Vielmehr  mußte  ange- 
nommen werden,  daß  durch  einen  absichtlichen  Eingriff^  eine  Norm, 


1)  V^l.  hierzu  die  von  L.  v*  Bortke witsch  tjuitcsr  der  Bezeichnung  ,,Geieti 
der  kleinen  Zahlen'*  veröffentlichten  IToteranchungen,  deren  Hauptergebnis  darin 
liegt^  daß  Masaenerscheinungen  mit  kleinea  Eieigni&KaMen,  ErachexnnngeD  also, 
die  relativ  gehr  selte»  auftreten^  tich  dem  Schema  der  normalen  Biaperaion 
besser  anpajien,  als  Maaten eracheinungen  mit  großen  Ereigiiiezahlen.  v.  Bortke- 
witsch  stützt  diese«  yerhajten  auf  die  oben  env^kale  ¥*lgeivat\iBi^  ^oict  % 
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ein  Gesetz  j  die  Tendenz  nach  oinem  beBtimmten  Verlauf  etzeu.^ 
werde;  dadurch  geht  die  Unabhängigkeit  der  Einzelfälle  verloreiij  und 
die  Größe,  welche  ak  Mittelwert  aus  der  Reihe  der  HelatiTzahlen  ge- 
wonnen wird,  kann  nicht  mehr  als  empirische  Bestirannmg  einer 
Wahrscheijihchkeit  oder  der  Funktion  einer  Wahrscheinlichkeit  gelten: 
sie  ist  nichts  mehr  ale  eine  quantitative  Beschreibung  des  änSereufl 
Verlaufes  der  Erscheinung  während  der  Beobachtung sperio de. 

Aus  diesen  Erwägungen  geht  hervor^  daß  das  höchste  Maß  toh 
SiahiUtäiy  das  einer  Reihe  von  Relativzahlenj  die  aus  einer  ungiiyundfmenii^ 
oder  wie  man  sagen  könnte,  natürlichen  Massenerscheiiiung  stammen, 
eigen  Bein  kann,  der  normahm  Dispersion  entspricht.  Eine  über  dieses 
Maß  hinausgehende  Stabilität  können  nur  Reihen  aufweisen,  die  sich 
auf  unter  einem  normativen  äußeren  Zwange  stehende  Masäenersehei- 
nuugen  beziehen. 

Es  Hegt  in  der  Natur  der  Sache^  daß  der  Fall  normaler  Dispersion^ 
der  gewissermaßen  den  Gipfelpunkt  bildet,  sich  nie  in  voUer  Strenge 
wird  erweisen  lassen;  ja  es  spricht  vieles  dafür,  duß  inenschlicJie 
Maasenerscheinungen  ihn  niemals  vollkommen  darbieten,  ihm  vielmehr 
als  einem  idealen  Falle  nur  nahe  kommen;  mit  andern  Worten:  daß 
die  völlige  Konstanz  der  eine  menschliche  Mass ener seh einnng  be- 
dingenden Umstände  auf  die  Dauer  niemals  vorhanden  ist  ^ 

Die  Relation  A'  =  A"  oder  Q=  l  wird  also  im  allgemeinen  nur" 
angenähert  zu  erwarten  sein;  selbst  dort,  wo  die  Bedingungen  normaler 
Dispersion  erfüllt  sind  (Ziehungen  aus  einer  Urae  mit  konstantem 
Mengenverhältnia  weißer  und  schwarzer  Kugeln  und  beständiger 
Mischung  der  letzteren),  wird  eine  Abweichung  nach  der  einen  oder 
andern  Seite  die  Hegel  bilden.  Nur  die  Erfassung  des  Gesamthildes, 
das  eine  Reihe  von  Beobacbtungsserien  über  eine  Massenerscheiiiung 
darbietet,  ermöglicht  einen  Schluß  auf  deren  Natur,  ■ 

Reihen,  welchen  der  typische  Charakter^  sei  es  mit  normaler  oder 
iiberaormaler  Dispersion,  abgeht,  werden  sifmptmnatmh^  Reihen  ge- 
nannt*), Sie  bÜden  die  quantitative  Beschreibung  eines  mit  der  Zeit 
veränderlichen  Zustandes  einer  Meuflchenmasse  nnd  mttsaen  nach  der 
Zeitfolge  geordnet  bleiben^  um  die  Art  der  Änderung  erkennen  ku 
lassen.  Verrät  sich  diese  als  eine  in  gleichem  Sinne  anhaltende  ^  so 
mag  die  Reihe  als  eine  emdotorische  bezeichnet  werden;  wechselt  sii 
jedoch  in  unregelmäßiger  Weise ^  ihren  Sinn,  so  soll  die  Reihe  eiu 
umiiilatormhe  heißen,  und  verrät  sich  in  dem  Wechsel  der  Anden 
tendenz  eine  regelmäßige  Zeitfolge,  so  hat  man  es  mit  mii%t  jm^iodisvhen 
Reüie  zu  tun.  Das  Studium  solcher  Reihen  ist  der  sicherste  Anhalts- 
punkt für  das  Htudium  der  Matssenerscheinungen  selbst. 

172.   UntersuohmngsergebnlSBe*      Seit   der  Begründung 
Disperaionstheorie  sind  durch  ihren  Urheber,  W.  Lexis  seibat,  s 

j;  W,  Lexii^  Zar  Theorie  eti:^.,  p.  8B. 
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seitens  anderer  verschiedene  raenschliche  Massenerscheiniingen  nach 
dieser  Methode  unteraucht  worden;  inahesondere  sind  das  Geachlechts- 
rerbältois  der  Geborenen,  das  Geschlechtsverhältnis  der  Gestorbenen 
und  der  Üherlebönden ,  Toraehmlieh  in  den  ersten  Lebensjatren,  die 
Sterblichkeit,  aber  auch  einige  Erscheinungen  der  Moralstatistik  Gegen- 
stand des  Stndiunia  gewesen*  üntersucbüngen  dieser  Art  haVjen  p^icht 
allein  ein  hervorragendes  wissenschaftliches  Interesse,  sondern  auch 
ine  praktische  Bedeutung^  indem  sie  der  Löaung  der  Vorfrage  dienen, 
\h  auf  gewisse  gesellschaftliche  Vorgänge  die  Satze  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung sich  anwenden  lassen.  Denn  dies  ist  nur  dann  ge- 
rechtfertigt^ wenn  eine  typische  WahrBcheinlichkeitsgroße  mit  normaler 
Dispersion  oder,  wenn  es  sich  nicht  um  weit  ausgedehnte  Zeiträume 
handelt,  eine  solche  mit  mäßiger  übemormaler  Dispersion  vorliegt. 

Im  folgenden  sollen  einige  Beispiele  und  Resultate  der  Unter- 
snchnng  mitgeteilt  werden. 

a)  llber  das  (Ti\^chleehtsvefiiültnis  der  Geborenen  hat  Lexie*)  an 
preußischen,  englischen  und  französischen  Beobachtungen  umfangreiche 
Berechnungen  angestellt,  die  zu  dem  Ergebnis  führten,  daß  man  es 
bei  dieser  Erscheinung  mit  einer  typischen  Wahrscheinlichkeitsgröße 
von  normaler  Dispersion  in  sehr  deutlich  ausgesprocher  Weise  zu  tun 
habe,  daß  also  eine  jenes  Verhältnis  charakterisierende  Zahl  eine 
raaasen physiologische  Konstante  darstelle,  die  mit  der  Zeit,  wenn  über- 
haupt, so  doch  nur  eine  sehr  geringe  Verindemng  erleidet.  Daraus 
folgt,  daß  die  Geschlechtsbestimmung  in  der  physiologischen  Konsti- 
tution einer  Mensehenmaase  tief  begründet  und  von  äußeren  um- 
ständen fast  unabhängig  ist. 

Nachstehend  ist  das  Resultat  der  ersten  Lezis sehen  Beobachtunga- 
reihe  zusammengestellt.  Es  handelt  sich  dabei  um  die  monatlichen 
Geburten  in  34  Bezirken  Preußens  aus  den  Jahren  1868  und  1869| 
also  um  34  Reihen  von  je  24  Beobachtungen.  Als  Relativzahl,  auf 
welche  sich  die  Untersuchung  bezieht,  ist 

1000  m       1000  p 

"^-s — 1^ 

verwendet^  also  die  Zald  der  Knabengeburten,  die  auf  100(>  Mädchen- 
geburteu  entfallen  (s.  Nr.  U*7).  Die  kombinatorische  Präzision  wurde 
nach  der  Formel 

gerechnet,  wobei  s  die  durchschnittliche  monatliche  Geburtenzahl  des 
betreffenden   Bezirkes,   p^   dagegen   die   aus  samtlichen   Geburten   der 


1)  Das  GeachlechtßverhiUtttiä   der  Geborenen  und  die  WahracheiiLliclikefta- 
rei-hnutig,  p,  ^16—345*  Zar  Theorie  der  MaiBetiBrBc\ieVxL\itigG\i^  \v  ^^^T'**. 
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ÄWei  Jahre  abgeleitete  Verhält aiszahl  der  mäiiiilichett  Geburten  ^n 
allen  Geh urts fällen  bedeutet,  die  sich  mit  0,515  ergab,  so  daß  bei  h* 
nur  der  Faktor  Ys  Ton  Bezirk  zu  Bezirk  wecbseltj  wahrend  der 
andere  (^  0^0(XÖ328)  konstaut  bleibt-  Die  physikalische  Präzision 
ist  für  jeden  Bezirk  nach  der  Formel 


Ii 


=V: 


23 

2[ii] 


berechnet.     Dadurch    Bind    sämtliche    Bezeichnungen    des    folgenden 
Tableaus  erklärt. 


Bezirk 

Eönigfiberg 

Gumbiimeii * . 

Dandg  ............  H 

Marien  wer  der .,.,... 

Berlin   , 

Potsdam,  >,,.,....., 
Frankfort  .,....,,,. 
Stettin  .,......__. 

Cöülin  . , , 

Stralsund  .  * 

PoBan  ....*...,.,.., 

Bromberg  . . , , 

Breslau  .,.,..,..*.. 

Li&gnitz 

Oppeln    ,,.♦., 

Hagdeburg  * 

Merseburg 

Erfurt. , 

Sehleiwig  ...... 

Hannover 

Hilde»heim 

Lüneburg, ^ . 

Stade    . " 

Aurich -Osnabrück  . .  . 

Münster 

Minden , 

Amaberg  ,,...,.,... 

Casael , . . 

Wiesbaden  , 

Koblenz , . . , 

Trier 

Köln  , 

DfijBeldorf 

Aachen 


Ä' 


Ä" 


3426 

0,0196 

0,0208 

0,94 

2275 

016Ö 

0144 

1,10 

1880 

014J 

0151 

0,94 

29ld 

OIBO 

0249 

0J2 

£448 

0165 

0158 

1,04 

3028 

0183 

0176 

1,04 

821 1 

0189 

0185 

1,02 

21Ö7 

0165 

0166 

0,93 

JH44 

0143 

0119 

l/iO 

639 

0086 

0096 

0,90 

8738 

0203 

0205 

0,99 

2133 

0164 

0145 

1,06 

4706 

0230 

OtiOn 

M2 

297.^ 

0182 

0163 

1,12 

4865 

0282 

ati4 

1,08 

HG50 

0201 

0174 

1,15 

2Hl*i* 

0179 

0146 

1,23 

I23r> 

0117 

0142 

0,82 

271Ö 

017S 

0118 

1,47 

1142 

0112 

0130 

0,86 

1200 

0115 

0114 

1,01 

975 

0104 

0094 

IJl 

870 

0099 

0003 

1,06 

1220 

0116 

0122 

0,95 

1118 

Olli 

001)2 

1,21 

1464 

0127 

0141 

0,90 

291S 

Olbü 

0177 

1,02 

2441 

0164 

0189 

0,87 

1837 

0143 

O108 

1,32 

1700 

0137 

0131 

1,05 

1901 

0145 

0148 

0,9ö 

1036 

0146 

0149 

0,^8 

4306 

0218 

0247 

0,88 

1485 

0128 

0161 

0,8& 

Die  Werte  von  Q  schwanken  zwischen  0,72  und  1,47,  liegen  in 
19  Bezirken  über^  in  15  unter  1.  Nichtsdeato weniger  macht  sich  die 
Einheit  oder  eine  ihr  sehr  nahe  liegende  Zahl  als  Zentralwi?rt  deut- 
lich bemerkbar;  iu  der  Tat  ist  das  arithmetische  Mittel  aller  Q  gleich 
IfiB^  und  mau  braucjit  keineswegs  aus  dem  geringen  Überschuß  über  1 


j 
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auf  übemormale  Dispersion  zu  schließen;  vielmehr  kann  derselbe  aus 
der  UnBieherheit  in  der  Bestimmung  der  A"  erklärt  werden. 

Auch  daraus  geht  die  gute  Ubereiiuitiminung  der  wirklichen 
Dispersion  mit  der  erwartungsiuaßigen  hervor,  daß  das  Mittel  der  h* 
gleich  0^156,  jenes  der  A"  gleich  0,0154  ist.  Aus  der  Prüfung  der 
Verteilung  der  34  -  24  =  816  Einzel  werte  von  v  von  dem  auH  dem 
Gei^amtmaterial  berechneten  r^,  =  1063  unter  Zugrundelegung  der  Prä- 
zision 0,0156  ergab  sich  folgendes: 


Abweichung 

Beobachtet 

Theöret, 

+ 

^^_^ 

Km. 

0      biß     19  J 

152 

130 

282 

272 

1»V     "      ^^1 

96 

na 

214 

231 

»1  „  .»; 

74 

61 

I3d 

I&9 

•4  "  "1 

46 

48 

94 

90 

'4  •■  »4 

25 

22 

47 

42 

Über     99-^ 

29 

15 

44 

23 

I 


Man  kann  auch  hier  Fon  einer  zureichenden  Annäherung  der  wirk- 
lichen Verteilung  an  die  erwart unj^amäßige  sprechen* 

b)  Die  Bearbeitung  der  in  Öskrreieh  (im  Reichsrate  vertretene 
Länder)  in  dem  32 -jährigen  Zeiträume  1866 — 1897  registrierten  Ge- 
burten in  ihrer  Scheidung  nach  Lebend-  und  Totgeburten  einerseits 
und  ehelichen  und  unehelichen  Geburten  andererseits  ergab  die  nach- 
stehend mitgeteilten  Ergebnisse  ^). 

Zunächst  möge  der  Gesamturafang  des  Materials  und  seine  Gliede- 
rung uaL^h  den  erwähnten  Kategorien  aus  folgender  Tabelle  ent- 
oommen  werden^  welche  auch  den  für  die  Rechnungen  erforderlichen 
Jahresdurchschnitt  angibt. 


r 

1                                       Lflbetidgfibuniifl 

TcitffflboHQe 

j                   abalttili                   1                 uwlMUch 

tb«Uoti 

lUlQhelteli 

rnftual. 

wbIIsI         sqc.     I   Ultimi.        wefbL         mm. 

miDul.     wtibl. 

tili. 

mkanl.     wvibl. 

■nt. 

-lg»? 

liaOflSäS^^ 

1 1 3!*5  27&  sn  IH«  Äl5t  \  JI7 i  139      J  8fi8  <Uf> !  3  8^13  SM 

391  &&^    S4fril6 

57«  SU 

BieBo]  Toaw 

J6S»&4 

.  Durcli 

m^hniW 

1    TMoiel                        ;   vmmt 

laooi 

4fjt 

l 


1)  Dafl  Matma!  für  diese  Untersuchupg  ist  dem  ^^Statisti&chen  Jahrbuch" 
tuid  (\ron  1883  ab)  der  ,J)sterreichiacheii  Statistik'*,  beide  heraiiBgegebeii  von  der 
8 tätigt.  jSentral-Kamm.,  eatnonunen. 
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Die  Untersuchung   wurde  an  dem  Verhältnis  —  der  Enabenge- 

burten  zur  Gesamtzahl  der  Geburten,  also  an  jenem  Verhältnis  vor- 
genommen, das  eine  empirische  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit 
einer  Knabengeburt  darstellt.  Für  jede  der  vier  Kategorien  ergab 
sich  so  eine  Reihe  von  32  Einzel  werten  dieses  Verhältnisses, 'deren 
Dispersion  dann  geprüft  wurde.  Die  Einzelwerte  selbst  sind  aus 
folgender  Tabelle  zu  ersehen. 

Relative  Häufigkeit  der  Knabengebnrten. 


Jahr 

Leb.  ehel. 

Leb.  unehel. 

Tot  ehel. 

Tot  nnehel. 

1866 

0,61637 

0,61060 

0,6769 

0,6268 

67 

61662 

61271 

6736 

6363 

68 

61601 

60929 

6788 

6407 

69 

61676 

61029 

6806 

6S84 

70 

61614 

61346 

6720 

6436 

71 

61666 

61628 

6781 

6276 

72 

61694 

61621 

6826 

6363 

73 

61664 

61366 

6728 

6389 

74 

61611 

61476 

6708 

6342 

76 

61397 

61696 

6719 

6810 

76 

61603 

61614 

6761 

6409 

77 

61488 

61482 

6716 

6387 

78 

61398 

61206 

6803 

6360 

79 

61446 

61381 

6682 

6333 

80 

61479 

61873 

6768 

6266 

81 

61469 

61420 

6766 

6460 

82 

61623 

61378 

6730 

6424 

83 

61460 

61463 

6734 

6468 

84 

61378 

61137 

6676 

6261 

86 

61439 

61498 

6769 

6362 

86 

61676 

61429 

6706 

6386 

87 

61323 

61187 

6779 

6476 

88 

61461 

61222 

6711 

6422 

89 

61406 

61298 

6761 

6861 

90 

61496 

61336 

6767 

6626 

91 

61473 

61626 

6780 

6462 

92 

61672 

61286 

6771 

6464 

93 

61662 

61620 

6814 

6643 

94 

61466 

61079 

6789 

6413 

96 

61409 

61430 

6721 

6489 

96 

61368 

61806 

6721 

6668 

97 

61373 

61624 

6663 

6673 

Die  Zahlen  jeder  Reihe  sind  verglichen  worden  mit  jenem  Werte  Pq 


des  Verhältnisses  — ,  der  sich  aus  der  Gesamtmenge  der  betreffenden 

Lbweichungen 


Geburten  ergibt;  aus  den  Abweichungen  A^  = -+Po  ist  dann  der 

mittlere  Fehler 
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aus  p^  nnd  dem  Jahresdurclisclmitt  Sq  der  Geburten  der  mittlere  Fehler 

berechnet  worden*);   aus   diesen   beiden  ergab  sich  der  Dispersions- 
koeffizient 

Die  betreffenden  Werte  sind  ans  der  folgenden  Tabelle  zu  ersehen. 


Q 


Leb.  ehel.  Leb.  nnehel.   Tot  ehel.   Tot  nnehel. 


0,61486 

0,000854 

0,000685 

1,46 


0,51381 
0,00208 
0,00144 
.  1,46 


0,6746 

0,00482 

0,00868 

1,17 


0,6401 

0,00862 

0,00721 

1,16 


Was  die  Verteilung  der  A,,  also  die  eigentliche  Dispersion,  an- 
langt, so  zeigen  die  nachstehenden  Daten,  wie  sie  nach  dem  jeweiligen 
Werte  von  h"  (physikalische  Präzision)  sich  hätte  ergeben  sollen  (Theor.) 
und  wie  sie  tatsächlich  sich  ergeben  hat  (Beob.). 


Lebend  ehelich 

Lebend  unehelich 

Tot  ehelich 

Tot  unehelich 

Ä"  =  827,8 

Ä"  =  340,1 

Ä"  =  163,7 

Ä"  =  82,0 

Anzahl 

Anzahl 

Anzahl 

Anzahl 

X 

X 

X 

X 

von  0  bis 

1 

von  0  bis 

8 

4 

von  0  bis 

8 

'S 

von  0  bis 

s 

S   & 

g     & 

e 

s 

S  \& 

-f-  0,0002 

6|     7 

±  0,001 

12 

13 

4-  0,002 

10 

9 

±  0,001 

I 
3        2 

0,0004 

12      12 

0,002 

21 

20 

0,004 

20 

24 

0,006 

14      14 

0,0006 

17   1   14 

0,003 

27 

26 

0,006 

26 

27 

0,010 

24  1  24 

0,0008 

20   i   18 

0,004 

30 

30 

0,008 

30 

31 

0,015 

29 

30 

0,0010     24  1  24 

0,0014     29  1  29 

0,0018 

31 

32 

1 

1)  In  der  Kategorie  der  ehelichen  Lebendgeburten,  wo  die  Geburtenmenge 
zwischen  621721  (1867)  und  809224  (1897)  schwankt,  wurde  die  Rechnung  des 
Vergleiches  wegen  auch  mit  Benicksichtigung  der  Gewichte  durchgeführt,  und 
zwar  wurde  als  Gewichtseinheit  eine  Reihe  von  10  000  Geburten  angenommen, 
so  daß  die  Zehntausender  der  jährlichen  Geburtsmengen  als  Gewichte  zu  ver- 
wenden waren.  Auf  diese  Weise  ergaben  sich  für  den  mittleren  Fehler  der  Ge- 
wichtseinheit nach  den  beiden  Bestimmungsmethoden  die  Werte: 

^/'  =  0,00727 
ft,^*  =0,00500 

und  daraus  in  fast  völliger  Übereinstimmung  mit  dem  andern  Rechnungswege: 


=  1,46. 
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Ha&  kann  wohl^  Damentlich  in  den  weniger  zaklreiclien  Kategorien, 
TOii  emeni  vollkommenen  Anßchluese  der  Erfahrung  an  die  Theorie 
sprechen. 

Daa  Ergehnis  der  Untersuchung  läßt  sich  iji  folgeodem  zuBanmiea 
fassen : 

Die  relative  Häufigkeit  der  Knabengeburten  ist  in  dem  betraclt*^ 
ten  Beobachtungsgebiete  eine  typiiche  Wahrschein lic-hkeitsgröße  mit 
mäßig  überaormaler  Dispersion;  dies  dürfte  seinen  Grund  nicht  b 
einer  zeitlichen  Änderung  der  konstitutiven  Bedingungen,  sondern  in 
Verschiedenheiten  dieser  ßedingungen  bei  den  mannigfachen  Volks- 
stammen  haben  ^  die  in  dem  Beohaehtungsmaterial  vereinigt  aiiid; 
darither  könnte  nur  eine  Trennung  der  Zahlen  naeh  Volkfistämmen 
oder  zum  mindesten  nach  Ländergebieten  Aufschluß  geben. 

Bei  den  dem  Umfange  nach  zurücktretenden  Kategorien  der  Tot- 
geborenen rückt  die  Dispersion  der  normalen  erheblich  nahe  (s.  die 
Interpretation  der  Formel  [10]  in  Nr.  170). 

Bei  den  Totgeburten  ist  die  relative  Häufigkeit  der  Knaheü^ 
geburten  erheblich  größer  als  bei  den  Lebendgeburten. 

Zur  Beleuchtung  der  Stabilität  dieser  Verhältnisse  sei  noch  folgen- 
des angeführt  E^  ergaben  sich  für  p^  in  den  ZeiträumeB  IHilB — 1877 
und  1H7S — 1894  und  bei  den  einzelnen  Kategorien  folgende  Werte: 

1866—1877      1878—1894 
Lebendgeborene,  ehelich 
Lebendgeborene,  unehelich 
Totgeborene,  ehelieh 
Totgeborene,  unehelich 
Geborene  überhaupt 

c)  Das  GeschkcMsverhältnis  der  Geatorfmien  in  den  verschiedenen 
iiltersklassen  ist  von  Lexis^)  an  Beobachtungen  über  die  Bevölkenmg 
Belgiens  in  dem  Zeiträume  1841 — 1860  untersucht  worden.  Es  ergab 
sichj  daß  diesem  Verhältnis  in  den  ersten  Altersjahren  eine  typische 
Wahrscheinlichkeit  mit  fast  normaler  Dispersion  zugrunde  liegt  und 
daß  diese  Wahrscheinlichkeit ^  der  Verstorbene  sei  männlichen  G<^ 
schlechtes,  mit  de  tu  Alter  abnimmt.  Später^  und  namentlich  in  den 
höheren  Altersklassen  (30  bis  75),  winl  die  Dispersion  ausgesprochea 
übemormal,  ein  Zeichen  dafür,  daß  hier  energisch  wirkende  und  stark 
wechselnde  äußere  Ursachen  vorhanden  sind^  die  spezifisch  auf  die 
Sterblichkeit  des  einen  und  des  andern  Geschlechtes  Einfluß  nehmen. 
In  den  höchsten  Altem  findet  wieder  ein  Ausgleich  statt  und  eitie 
fast  gleichmäßige  Stellung  beider  Geschlechter  zu  den  Todesursöcheo; 
der  organische  Unterschied  in  der  Lebensfähigkeit  der  beiden 
schlechter,  der  vordem  so  erheblich  war,  tritt  fast  völlig  zurück. 

l)  über  die  Theorie  der  StabiL  d,  »tatist.  Eeihea,  p.  M—n. 


0,51n45 

0,51465 

0,51368 

0,51349 

0,5752 

0,5653 

0,5359 

0,5410 

0,51642 

0,5160 

I 
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In  jüngster  Zeit  sind  diese  Untersuchungen  an  voUkoinmenereni 
und  auBgedelmterem  statistischen  Material  von  W.  Kam  mann')  von 
mem  aufgeführt  und  auch  auf  das  (Te.scltkdiisim^hälhiis  d^r  ÜhrUhen- 

in  den  Kinderjahren  erstreckt  worden.  Dadurch  ist  auch  ein  Ein- 
blick gewojm«n  worden  in  die  Art  nnd  Weise,  wie  das  ursprüji^liche 
Übergewicht  des  männlichen  Geschlechtes  liber  das  weibliche  nach  und 
nach  aufgehoben  wird^  so  daß  schon  sehr  früh  nahezu  völliges  Gleich- 
gewicht der  Geschlechter  sich  einstellt 

Die  Beobachtungen,  welche  Kam  mann  verwendet^  beziehen  sich 
auf  Holland  (1^70—1^73,  1880—1894)  und  auf  Preußen  (lHß7— 1894); 
durch  Zerlegung  des  preußischen  Mati^rials  nach  Provinzen  sind  Be- 
obachtungsreihen verschiedenen  Umfanges  hergestellt  worden,  um  auch 
den  Einfluß  dieses  Faktors  auf  die  Ergebnisse  zu  prüfen. 

Zunächst  konnte^  in  Übereinstimmuiig  mit  den  vorerwähnten  Re- 
sultaten von  Lexisj  festgestellt  werden,  daß  die  Gestorbenen  der  ersten 
Lebensjahre  in  bezug  anf  das  Geachlechtsverhältnis  in  guter  Annähe- 
rung maximale  Stabilität  aufweisen ^  wenn  auch  nicht  in  dem  hohen 

Grade  wie  die  Geborenen.     Die  Quotienten       ,  welche  das  Verhältnis 

der  Sterbefälle  von  Knaben  zur  Anzahl  aller  Sterbefälle  der  betreffen- 
den Altersstufe  ausdrücken^  können  also  als  empirische  Bestimmungen 
einer  nur  mäßig  schwankenden  Wahrscheinlichkeit  p  filr  einen  männ- 
lichen Todesfall  angesehen  werden.  Die  folgende  Tabelle  gibt  eine 
Probe,  wie  sich  «las  Geschlechtaverhältnis  der  zwischen  0  und  2  Jahren 
Gestorbeupu  gestaltet.  Dabei  bedeutet  z  die  Anzahl  der  Beobachtungs- 
reihen, die  für  das  betreffende  Gebiet  zu  Gebote  standen,  p^  den  aus 
ihrer  Gesamtheit  abgeleiteten  Wert  für  p^  s^  die  mittlere  Anzahl  der 
beobachteten  Sterbefälle^  Q  den  Divergenxko effizienten* 

GfneftlephtsyerliiiltiiiR  der  flf  störten en  ^wiseltefi  0  and  2  JaitF«a. 


Gebiet 


£ 

P^ 

*ö 

Q 

g4 

0,560   : 

41289 

1,Ö0 

21 

0,546 

316  359 

it,m 

%l 

0,542 

43  m% 

1,46 

21 

0,64$ 

45  882 

1,10 

Äl 

0,547 

57  384 

1.41 

21 

0,M7 

44  652 

1,4« 

2t 

0,54S 

11  872 

1,20 

21 

0,54S 

22  362 

1,06 

21 

0,547 

28  28e 

1,14 

n 

0,551 

16  415 

0,95 

21 

0,547 

20  074 

1,34 

Holland  . , 

Königreich  Preußen  ,,,...,.,., 
ProTina  Prefißeo  .  _  , , . , 

Brnndenbiirg , .  ^  „ .  ^ . , . . 

Schlesien  ......,..,,,. 

Rheinland > .  - 

Pommern 

Posen 

Sachsen    . . , , .. ... 

Haimover ...,.,,   ..... 

Westfalen  ......».,,.. 

Die  Reihe  der   Q  bestätigt  das  Ergebnis  der  Theorie,  daß  bei  dem 
Vorhandensein  einer  auch  noch  so  geringen  physischen  Schwankung 

1)    Dai  Geichlechtaf^erhaltnis   der  Überlebeiiden  in  den  Kiuderjahren   als 
K^lbetäiiidige  maBienphjBiologiftcht?  Konstante  etc.     OOttingen  1200. 
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der  Divergenzkoeffiscient  mit  der  GnmdzaM   wadist;  dean   die   sechs 
größten  Gebiete  geben  1,51,  die  fünf  übrigeo  Gebiete  1^14  ab  Mittel- 1 
wert  der  Q.  i 

Die  selbätaiidige  üntersuchxmg  des  GeschlechtsTerhältnisses  der ' 
Überlebenden^  nachdem  das  Geachlechtsverbältniö  der  Geborenen  und 
jenes  der  Gestorbenen  bereits  untersucht  ist,  erweist  sich  ans  folgen* 
den  Gründen  als  ein  neues  ^  für  aicb  bestehendeö  Problem. 

Es  sei 

m  die  Anzahl  der  geborenen  Knaben j 

s  die  Anzahl  der  Geborenen  überhaupt; 

femer,  für  die  Altersstufe  (0,  ac), 

Ml  die  Anzalil  der  gestorbenen  Knaben, 

s^  die  Anzahl  der  Gestorbenen  überhaupt; 

endlich^  im  Alter  x, 

tHg  die  Anzahl  der  überlebenden  Knaben, 

s^  die  Anzahl  der  Überlebenden  überhaupt; 

dMin  bestehen  die  Relationen 

m^  =  m  —  m, 


^ 


s  —    St 


^2  ^  a| , 

und  m  drückt  sich  dag  Geschlechts  Verhältnis  der  Überlebenden  durch 
den  Bruch 

m *i   «*i 

ausj  hängt  also  ab  Ton  dem  Geschlechtöverhältnis  —  der  Geborenen, 

das   maximale    Stabilität   besitzt,   Yon  dem   ßeschlechtsTerhältnis  ^ 

der  Gestorbenen,  welchem  nach  den  eben  angefiihrten  Daten  nur  an* 
genähert    raasimale  Stabilität  zukommt ^   schließlich   aber  auch   noch 

von    dem    allgemeinen    SterblichkeitsYerhältnis    —    auf    der    Alters- 

stiife  (0^  w),  das,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  von  der  normalen 
Dispersion  sich  weit  entfernt;  es  kann  daher  ans  der  obigen  Beziehmig 

ein  Schluß  auf  die  Stabilität  Yon      -    nicht  gezogen  werden. 

Die  direkte  Untersuchung  dieses  Verhältnisses  hat  nun  gezeigt, 
daß  ihm  in  den  ersten  und  mittleren  Kinderjahren  und  bei  den  der 
Beobachtung  unterzogenen  Bevölkerungen  nahezu  vollkommene  Sta- 
bilität zukommt^  daß  es  also  neben  dem  Geschlechtsverhältnis  der  Ge- 
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men  eine  inassenphysiologische  Konstante  deutlich  ausgesprochener 
Art  hildet.  Die  Größe  des  Verhältnisses  läßt  erkennenj  daß  die  er- 
hebliche Übersterblichkeit  der  Enahen  gegenüber  den  Mädchen  in  den 
ersten  Lebenaperioden,  wie  sie  aus  der  vorangegangenen  Tabelle  zn 
ersehen  ist,  sehr  rasch  dm  Gleichgewicht  beider  Geschlechter  herbeiführt 
In  der  nachstehenden  Tabelle  bedeutet  x  das  Alter  der  Cberleben* 
den,  ^  die  Anzahl  der  für  das  nebenstehende  Alter  gebildeten  Beob- 
achtungsreihen^  2\  den  aus  allen  abgeleiteten  Wert  des  Geschlechts- 
Terhältnisses,  Sg  die  mittlere  Gnind^ahl,  Q  den  Divergenzkoeffidenten. 


«««clikchtsverhjfcllnis  der  Überlftfeendcii* 

Kdnigreich  Preußen 

Königreicli 

Holland 

x 

I 

J»«              *« 

Q 

^ 

1^ 

P^ 

h 

Q 

t\ 

0,603         846  842 

0,99 

1 

n 

0,508 

117  457 

i,ii 

21 

0,50a         785 1*78 

1,04 

1       ^ 

24 

0,503 

110  271 

1,06 

21 

0,003         76a  168 

1,07 

23 

0,603 

106  HB4 

1,00 

«0 

0,503          733  y28 

0,97 

22 

0,&Ü2 

104  705 

M2 

n 

0,503         717  830 

1,28 

21 

0,508 

102  067 

1,12 

18 

0,503    1      706  283 

1,03 

20 

0,602 

101  660 

1,16 

10 

0,502 

100  475 

1,13 

18 

0,602 

99  47B 

1,10 

9 

17 

0,501 

98  412 

1,03 

k 

1 

10 

16 

0,501 

97  347 

1,06 

I 
I 


d)  Die  Untersuchung  der  StwIAiMeitsverlmUnisse  aof  den  yer- 
schiedenen  Altersstufen  ist  ein  Problenij  dem  neben  einen)  henror- 
ragenden  biologischen  Interesse  auch  eine  große  praktische  Bedeutung 
für  das  Versicherungswesen  zukommt.  Durch  solche  Untersuchungen 
soll  entschieden  werden,  wie  weit  die  Quotienten,  die  man  unter  dem 
Namen  der  Sterblichkeitswahrscheinlichkeiten  in  den  einzelnen  Alters- 
jahren anführt  und  gebraucht,  den  Charakter  von  Wahrscheiiilichkeiten 
besitzen  und  demgemäß  nach  den  Sätzen  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung behandelt  werden  dürfen. 

Über  diesen  Gegenstand  liegen  gegenwärtig  erst  wenige  Arbeiten  vor. 

Auf  Gmnd  bevölkerumfsdatistischer  Erhebungen  wurde  die  Sterblich- 
keit der  allgemeinen  männlichen  Bevölkerung  der  Niederlande  auf  ihre 
Stabilität  durch  J.R  Peek*)  untersucht  Unter  Leitung  van  Peschs  ist 
hier  für  jedes  der  zehn  lieobachtungsjahre  1H80 — 1889  für  jede  ein- 
jährige Altersklasse  der  Sterblichkeitsquotient  (Anzahl  der  in  der 
Altersklasse  Gestorbenen  durch  die  Anzahl  derjenigen^  welche  ihre 
untere  Grenze  lebend  überschritten  haben)  berechnet  worden;  dadurch 
war  die  Möglichkeit  geboten,  die  Dispersion  der  zehn  für  jede  Alters- 

1)  Dmi  Problem  dei  Risiko  in  der  Lebeniveniehenrng.  Zeitichr.  i\  Ver- 
liehene gerecht  nad  -Wissenach.  V,  189S^  p.  169—191. 
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klasee  gewonnenen  Quotienten   zu  prtlfen;  zu  ihrer  Charakterisierung 
wurde  auB  den  auf  die  beiden  Arten  bestimmten  mittleren  Fehlem 


y^ 


-p.) 


I 


der  Divergenzkoeffizient  Q  =  ^,    gebildet.    Dabei  bedeutet  p^  das  Mittel 

aus  den  zehn  Einzehverten,  s^  die  durehBcbnittliche  Zahl  der  Lebenden 

am  Beginne  der  Altersklasse^  ^r^^"  '+1^0  ^^  Abweichung  des 
Einzelwertes  Tom  Mittel  '  ■ 

Das  Ergebnis,  in  allgemeinen  Ziigen  dargestellt^  war  folgendes. 
In  den  ersten  neun  Lebensjahren  ist  die  Dispersion  übemormal  mit 
von  Jahr  zu  Jahr  abnehmender  Amplitude,  die  Sterblichkeit  ako  mit 
den  äußeren  Umständen  schwankend.  Vom  10,  Lebensjahre  an  oscilliert 
Q  m  nicht  weiten  Grenzen  um  die  Einheit ,  ist  55- mal  ühcr^  26-mid 
tmkr  1;  das  Mittel  der  Einzelwerte  von  Q  ist 

für  die  Alter  10—47     .     .     ,     1,163 

„    „     ,,    48-90  .   .   .   \,m 

^     „       „      10-90    ,         ,     1,144. 

Man  kann  also  sagen,  daß  mit  Ausschluß  der  ersten  und  mittleren 
Kinderjahr©  die  Sterblichkeitsquotienten  eine  nur  wenig  von  der 
normalen  abweichende  (schwach  übemormale)  Dispersion  aufweisen 
tmd  daher,  wenn  es  sich  nicht  um  langt*  Zeiträume  handelt,  ganz 
wohl  als  Wahrscheinlichkeiten  angesehen  und  behandelt  werden  dürfen. 
Auch  die  Verteilung  der  Einzelwerte  um  den  jeweiligen  Mittelwert 
epricht  dafür:  bezeichnet,  r  die  wahrscheinliche  Abweichung,  so  zeigte 
sich  bezüglich  der  10  ■  91  =  910  Emzel werte  von  l  das  folgende: 


Abweichung  1 


Theoret i&cke  Anzahl  i   Beobachtete  Anzahl 


von  Q  bii 

r 

a 

an 

224 

r 

»t 

f        1 

fl6 

208 

,.    *■ 

*t 

8r 
S 

172 

18Ö 

3r 

"    2 

11 

Sr 

i^i 

IST 

„2r 

»t 

5r 

~a" 

m 

m 

über 

6f 
2 

81 

m 

910 

yio 

Normale  Dispersion   in   sehr  guter  Annaherang  vnirde  TOn  dem- 
selben Autor  auch  an  .den  Sterbliehkeitsquotienteu  nachgewiesen,  didj 
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ABS  der  StÄtistik  der  niederläDdisehen  Beamten  (lÖTS-— 1894)  zur  Kon- 
straktioa  der  ersten  Beamtenster betafei  für  die  Niederlande  abgeleitet 
worden  sind.  Hier  handelt  es  sich  also  um  eine  Gesellschaft,  die  ver- 
möge der  Homogenität^  die  aie  in  manchen  Beziehungen  aufweist,  dem 
bestände  einer  Versicherungsanstalt  nahe  kommt  Bei  Trennnnj;^  der 
Beobachtungsjahre  nnd  Bildung  von  Altersgruppen  ergaben  sich 
192  Ein^elwerte  und  der  Mittelwert  der  berechneten  Divergenzko effi- 
zienten betrug  0,99. 

Ana  Beobachtungen  an  Versieherkm  wurde  die  normale  Dispersion, 
also  die  maximale  Stabilität  der  Sterblichkeitsquotienten ^  an  zwei 
speziellen  Fällen  (Gotha  I8ti9— lH>i(),  Leipzig  1880—1894)  von 
G.  Bohlraann^)  dargetan.  Für  die  fBnfjährigen  Altersklassen  von 
26  bis  90  ergaben  sich  die  Divergenzkoeffizienten 

0,8,    Oß,     lA    0,9,    0,9,    0,8,    1.2,    1,0,    1,0,    1,1,    t,2,     l.l,    1,1 

aas  den  Gothaer  Beobachtungen,  und  für  die  iunf jährigen  Altersklassen 

von  21 Y  bis  80^  diß  Divergenzkoeffizienten 

0,9,     1,0,     1,8,     1,6,     1,1,    0,8,     1,2,     1,1,     0,9,    0,9,    1,0,    1,1 
aus  den  Leipsjiger  Beobachtungen, 

173.  Extensive  statistiache  CS-röBen,  Zur  Beschreibung 
menschlicher  Massenerscheinuugen  werden  außer  den  bisher  betrachte- 
tem  Relativzahlen,  die  als  Iniensive  atatistische  Großen  bezeichnet  wer- 
den könnten,  weil  sie  die  Intensität  des  Auftretens,  die  Häufigkeit 
einer  Erscheinung  kennzeichnen,  auch  e^t-iemim  Größen  verwendet,  die 
durch  benannte  Zahlen  zum  Auadruck  kommen.  Insbesondere  sind  es 
Zeiträume,  welche  die  Dauer  einea  Zustoudes  oder  den  Abstand  zweier 
Zostandsänderungen  messen  und  teils  von  biologischem,  teils  auch 
von  soziologischem  und  wirtschaftlichem  Interesse  sind.  Als  Beispiele 
mögen  angeführt  werden:  die  Lebensdauer  der  Individuen  einer  bereits 
abgestorbenen  Gesamtheit;  die  bereits  durchlebte  Zeit  der  Individuen 
einer  lebenden  Gesamtheit;  das  Alter  der  in  den  Ehestand  tretenden 
mannlichen  und  weiblichen  Individuen;  die  Dauer  der  Ehen;  die  Dauer 
der  Aktivität  Ton  Personen  einer  bestimmten  Benifskategorie;  die 
Kranklieitsdauer  auf  verschiedenen  Altersstufen  u.  s.  w. 

Eine  solche  Große  kommt  nun  an  den  Individuen  einer  unter- 
suchten Masse  mit  verschiedenen  Werten  zur  Beobachtung  und  m  ent^ 
steht  zunächst  die  Frage,  welcher  Wert  derselben  zur  Charakterisie- 
rung der  ganzen  Masse  verwendet  werden  soU.  Wie  dieser  auch 
gewählt  werden  mag,  einen  völligen  Aufschluß  darüber,  wie  die  be- 
treffende Große  in  der  Masse  in  die  Erscheinung  tritt^  wird  er  nicht 
geben.    Dazu  ist  vielmehr  eine  Untersuchung  dai'über  nötig,  in  welcher 


1)  Über  angewandte  Mathematik  etc.     Leipdg  19CH\  p.  1-4^. 
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Verteilimg  die  beo1>achteten  Einzelwerte  auftreten  und  sich  um  den 
einen  Wertj  den  man  als  Haupkeeri  heran Bgegrilfenj  gruppieren.  Eine 
mmumnmfassmde  Beaclireibung  dieser  Verteilung ,  dL  K  eine  solche, 
die  ein  Zurückgehen  auf  die  Einzelwerte,  deren  Register  ja  immer 
die  volUtändiggte  Beschreibung  darstellt,  entbehrlich  macht ^  ist  nur 
dann  denkbar  ^  wenn  ein  von  Zeit  und  Ort  unabhängiges  Gesetz  der 
Verteilnng  eich  ausfindig  machen  läßt^  in  dessen  mathematiflchem 
Ausdruck  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Parametern  anftritt;  die 
Werte  dieser  Parameter,  die  sich  aus  den  Beobarhtungen  au  ein 
Masse  ergeben ,  bilden  dann  die  zusammenfassende  Beschreibung  de] 
selben  bezüglich  der  in  Betracht  stehenden  Große. 

Vornehmlich  interessiert  die  Frage^  oh  die  Verteilung  der  Einzel- 
werte eine  derartige  sei,  daß  ihre  Abweichungen  von  dem  gewählten 
Hauptwerte  das  Gau ß sehe  Gesetz  befolgen;  ist  dem  so,  dann  dürien 
die  Einzelwerte  als  irtißUitj  gestörte  Spezialisienmgen  eines  Gnmd^ 
werfen  der  betreffenden  extensiven  Größe  angesehen  werden,  för 
welchen  der  gewählte  Hauptwert  eine  empirische  Bestimmung  bildet  5 
ihre  Verteilung  läßt  sich  in  solchem  Falle  durch  eine  einzige  Zahl^ 
das  FrfiskhnsmajJj  charakterisieren. 

Was  nun  den  aus  einer  Masse  von  Einzclwerten  zu  bildenden 
Hauptwert  anlangt,  so  wird  hierfilr  zumeist  das  ariihmeiiscfH'  MiHeJ 
genommen  und  kurz  als  durchschnittlicher  oder  Mittelwert  der  zugrunde 
liegenden  Größe  beÄeiehnet.  Außer  ihm  bieten  sich  durch  hervor- 
ragende Eigenschaften  der  Zentralwerf  imd  der  dkhkMe  Wert  oder  d^a 
Dichtigkeitsmittel  dar.  Der  erstere  wird  so  geuanntj  weil  er  in  der 
Reihe  der  nach  ihrer  Größenfolge  geordneten  Spezialwerte  die  mittelste 
Stellung  einnimmt;  da  infolgedessen  die  Wahrscheinlichkeit,  ein  be- 
liebig herausgegriffener  Einzel  wert  liege  unter  ihm,  ebenso  groß  ist 
wie  tlie  Wahrscheiulicbkeity  er  liege  über  ihm,  so  wird  der  Zentral- 
wert auch  der  wahrscheinliche  Wert  des  Grandwertes  genannt.  Der 
dichteste  Wert  liegt  in  der  in  gleicher  Weise  geordneten  Reihe  der 
Einzel  werte  an  einer  Hmifimgsstdku  ao  daß  die  Wahrscheinlichkeit, 
ein  beliebiger  Einzelwert  gehöre  einer  Wertstrecke  an,  die  jenen  ent- 
hält, größer  ist  als  für  jede  andere  Wertstrecke  von  gleicher  Aus- 
dehnung^). J 


Lie 


1)  In  allgetneinater  Auffftsaung  hat  G.  Th.  Fechuer  extensive  Gröien  in 
dem  hier  angedeuteten  Sinne  zum  Gegeostande  de»  Studiami  gemaobt  und 
unter  dem  Namen  „Kollektiviuaßlehre''  eine  eigene  Disziplin  begründet,  die 
eich  gleicherweise  in  den  Dienst  der  Statistik  wie  der  Aüthropalogie,  dep] 
Zoologie,  Botanik,  Meteorologie,  ja  selLat  der  Artistik  stellt,  kurz,  überall 
Yerwendting  finden  kann,  wo  der  Betriff  des  „KoUektivgegenstatules'*  Geli 
hat.  Hierunter  wird  jeder  Gegenstand  vemtanden,  ,,der  aue  UDbeätimmt  vielen.» 
tiBch  Zufall  variiere  öden  Exemplaren  besteKt,  die  dnrch  einen  Art-  oder  Gattungs- 
begriff maanimengeh alten  werden^'.  Vgl.  KoUektivmaßlebre  von  G.  Tb.  Fechner. 
Eersüsgegehen  von  G.  F,  Lippi.    Leipzig  189T. 
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Ein  Hauptwerk  der  Abweiehuiigen  der  Emzel  werte  aüur  Folge  hat, 
die  dem  Gau ß sehen  Gesetz  IbLgen^  zeichnet  sich  dadurch  aus»  daß  er 
die  Eigenachaften  der  drei  eben  genannten,  des  arithmetischen  Mittels, 
des  Zentralwertes  und  des  dichtesten  Wertes  in  sich  vereinigt;  Lexis') 
hat  einen  solchen  als  ty^insrhes  Miikl  bezeichnet.  Die  Erkenntnis  der 
Bedeutiing  dieses  Mittels  auf  dem  Gebiete  der  Statistik  und  seine 
Nftchweisung  in  einigen  menschlichen  Massenerscheinungen  ist  ein 
Verdienst  Ä.  Quetelets"). 

174.  FeststdUung  einea  typischen  Mittels.  Bei  der  Ent- 
leidung  der  Fmge,  ob  man  anzunehmen  berechtigt  sdj  daß  einer 
?usiyen  Größe j  die  au  den  Individuen  einer  großen  menschlichen 
Masse  beobachtet  wordau  ist,  ein  typischer  Wert  zugrunde  Hege,  von 
welchem  die  Ebizelwerte  nur  infolge  zufälliger  Störungen  abweichen, 
kommt  es  darauf  an,  in  welcher  Foim  das  Beobachtungsmaterial  ge- 
geben igt. 

Die  eine  Form  besteht  darin,  daß  man  die  Reihe  der  Einzel  werte 
selbst  kenntj  die  andere,  daß  ihre  Gruppierung  in  der  Weise  gegeben 
ist,  daß  für  eine  Folge  von  Intervallen  die  Anzahl  der  in  »ie  fallen- 
den Einzelwerte  zur  Verfügung  steht. 

Wir  beginneu  mit  dem  detaillierteren  Modus  und  nehmen  an, 
f*i,  %,  *  '  '  a„  seien  die  t^  Eiuzel  werte  der  unbekannten  Große  X.  Da 
ein  typisches  Mittel  arithmetischeB  Mittel,  Zentral  wert  und  dichtester 
Wert  zugleich  istj  so  wird  man  von  diesen  drei  Hauptwerten  jenen 
Wahlen^  der  die  einfachste  Bestimmung  zulaßt;  dies  ist  das  arithmetische 
Mittel  und  es  sei 

Die  Frage,  ob  x  mit  zureichender  Sicherheit  als  ein  typisches  Mittel 
betrachtet  werden  dürfe,  kommt  darauf  zurück,  oh  sich  %,  a^,  *-  «„ 
als  gleich  genaue,  nur  von  zufälligen  Fehlern  beeinflußte  Beobachtungen 
einer  festen  Größe  auffassen  lassen.  Um  dies  zu  entscheiden,  bilde 
man  die  Reihe  der  Abweichungen 

A.  =  — ö,+2:  ii=h%...n}  (2) 

und    wenn   diese    die  Fordenmg    der    symmetrischen   Anordnung   um 

■  Null  in  zureichendem  Maße  erfüllt^  dann  kommt  es  35ur  Prüfung  des 
I  Umstaudes,  ob  sie  sich  dem  G  au ß sehen  Gesetze 

I 

■  genüge 

L: 


v-^' 


-A'i* 


genügend  anschmiegt;  die  Prä^ii^ion  h  wäre  dabei  aus  der  Formel 


h 


1)  Zar  Theorie  der  MaKsenerscheiiiangeii ,  p.  38.         3)  Anthiopoux^trie. 
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übereinstinimt;  darin  ist  y  =  h&.  Auf  ?oUe  Übereinstiramung  ist 
dabei  nicht  zu  rechtteu^  das  Gesaratbild^  das  die  für  eine  Aii2alil 
von  Intervallen  abgeleiteten  Resultate  darbieten,  muß  darüber  Auf- 
acbluß  geben,  ob  man  von  einer  zureichenden  Ajipassung  an  das  be- 
setz sprechen  kann. 

Eine  Probe  kann  auch  darin  bestehen^  daß  man  aus  der  Eeihe 
der  a^  neben  dem  arithmetischen  Mittel  auch  den  Zentralwert  ableitet 
Zu  diesem  Zwecke  sind  die  a.  in  steigender  Folge  zu  ordnen,  wobei 
gleiche  ö-  so  oft  gesetzt  werden  mtissen,  als  ihrem  wiederholten  Auf- 
treten entspricht;  da«  mittelste  ü-  (bei  ungerader  An/*ahl}  oder  ein 
Zwisehenwert,  etwa  das  Mittel,  der  beiden  mittelsten  (bei  gerader 
Anzahl)  gibt  eine  Bestimmung  des  Zentralwertes.  Dieser  datf  sich 
nuD  über  gewisse,  diu'ch  die  Natur  der  Sache  bedingte  Grenzen  toü 
dem  arithmetischen  Mittel  nicht  unterscheiden,  soll  von  der  Existenz 
eines  typischen  Mittels  die  Eede  sein  dürfem 

Anders  gestaltet  sich  die  üntersnchungj  wenn  bloß  eine  tiach 
Intervallen  geordnete  Tabelle  von  Zahlen  gegeben  iat^  die  angeben, 
wie  vielmal  der  beobachtete  Wert  von  X  m  jedes  einzelne  Intervall  zu 
liegen  kam.     Es  sei 

^0^     %*      «si     *"      ^»^1  (ß) 

diese  Reihe  von  Zablen,  wobei  Uq  die  Einzelwerte  zählt,  die  zwischen 
ÜQ  und  rt(j  +  ^  ^  ^n  ^i  ^^^  Einzölwerte,  die  zwischen  a^  und  a^  +  d  =  Oj, 
■  ■  \  %^i  ^^  Einzelwerte,  die  zwischen  a^_^  und  a^_j  +  i  ^  a„  ge- 
fellen  sind.  Das  Intervall  (oj^f  a^)  enthält  somit  den  kleinsten,  jenes 
(öfi-i^  aj  den  größten  zur  Wahmehmung  gelangten  Wert  von  X^^ 
d  ist  die  Intervallgröße.  fl 

In  dem  Intervall,  welchem  das  größte  u  entspricht»  und  wir 
nehmen  an,  daß  nur  ein  solches  existiere,  ist  der  dichteste  Wert  zu 
suchen^  der  zugleich  eine  Bestimmung  von  X  liefert.  Seine  Lage  m 
dem  Intervall  näher  zu  bestimmen,  ist  Aufgabe  einer  Interpolation, 
auf  die   hier   nicht   eingegangen  werden  soll^),     Es  sei  also  a    die 


I 


1—1 


1)  Die  Präzision  mit  Bessug  auf  den  wahren  Wert  X  wü^e  A,  =1/—     -^  - 

in     Ermangeiuug     der     KenntniB     deBselben    und    der    waliren    Abweichtingen 
£|  ^=  ^a,-^  X   wird  die  UnterBuchnng  an  der  Beilie  der  l   vorgeuommen   und 


dieser  kommt  nach  Nr.  136  die  Präiision  A  ^  1/  — — -  ft  =  1/ 


t)  S.  Nr.  175 


2[U] 


vu. 


I 


I 


I 
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größte  d^r  Zahlen  (5)  und  a^  +  ^ö  der  dichteste  Wert  fO  <  6^  <  1); 

Vbcb  Bei  a^  bereits  m  die  beiden  Teile  a^\  ttj'  anfgeteilt,  von  denen 
der  erste  dem  Intervall  teil  (a^,  a^  +  #d),  der  zweite  dem  Interrallteil 
(a^+diit  ^f^  +  i)  ang**hört.  , 

Bildet  man  nun  (für  ein  i  <  g)  die  Snmmen  ^ 

^^^  ^i  + «i  +  i  +  ^^;  +  ^i,^i  +  <^  «^^  I 

B  i«t  ^  =  P  ein  empirischer  Wert  für  die  Wahrscheinlichkeit^  daß 

die  Abwaichnng  X  zwischen  —  {a^  +  d'd  —  a^)  ^  —  6  und  +  6  falle; 
dem  ÄU^'unde  gelegten  Gesetze  zufolge  ist  diese  Wahrscheinlichkeit 

B 

ans  dieser  Gleichung,  in  der  P  und  ß  bekannt  sind,  bestimmt  man 
EQit  Hilfe  der  Tafel  1  die  Präzision  k 

Eine  Probe  auf  die  Giltigkeit  jenes  Gesetzes  würde  darin  be* 
stehen,  daß  man  die  Präzision  auf  mehrfache  Art^  ihesseits  und  jenseits 
des  dichtesten  Wertes  bestimmt^);  genügende  Übereinstimmung  der 
erhaltenen  Werte  spricht  für  die  Giltigkeit.  Eine  andere  Prüfunga- 
methode  besteht  darin^  daß  man  mit  Benützung  des  au8(Ö)  gefundenen  /* 
die  wirkliebe  VerteiUmg  der  l  mit  der  erwartungsmäßigen  vergleicht^ 
wie  dies  vorhin  geschah;  nur  hat  man  sich  jetait  an  die  Intervall- 
grenaen  zu  halten. 

17B.  Beispiel  UCTII.  Lexifi^)  ist  durch  nähere  Betrachtung 
der  Sterblichkeitsverhiiltnisse  und  durch  die  Wahrnehmung,  daß  die 
Sterbetafeln  allgemein  in  der  Nähe  des  70.  Lebensjahres  eine  relative 
Häufung  der  Sterbefälle  ausweisen,  zu  der  Frage  geführt  worden,  ob 
der  so  auftretende  dichteste  Wf^rt  der  D^ensdmter  wenigstens  mit  ge- 
wissen Einschränkungen  die  Merkmale  eines  typischen  Mittels  auf- 
weise. Zur  strengen  Beantwortung  dieser  Frage  wiire  eine  kontinuier- 
Uche  Beobachtung  der  Individuen  einer  zahlreichen  Generation  (etwa 
der  Geborenen  eines  Landes  aus  einem  Kalenderjahre)  bis  zu  ihrem 

1)  Pechner,  l.  c-,  p.  69  a,  371,  behandelt  auch  den  bei  KoUektiTgegeii* 
stäodea  auftretenden  PaD,  daß  die  Verteilung-  um  den  dichtesten  Wert  Asym- 
metrie zeigt,  und  zwar  eine  eolchet  die  vermöge  ihres  Grades,  ihres  bestandigen 
Aiiftretesm  nicht  mehr  ala  eitie  «ufällige  Störung  der  Hjnimetrie,  sondern  ala 
wesentlich  aufgefaßt  werden  muß.  Er  wendet  auf  tÜeÄen  Fall  eine  Verallgemeine- 
rung des  Gau  fischen  GeaetÄei  an,  die  er  als  ,^zweiseitigeü  GauQ«cließ  Gesetz"  be- 
zeichnet; ihr  Wesen  besteht  darin »  daß  zu  beiden  Beiten  des  diehtesten  Wertes 
mit  Terschiedeuer  Präzit>ion  geret^hnet  wird.  Von  einem  typiflchen  Mittel  kann 
dann  nicht  mehr  gesprochen  werden 

S)  Zur  Theorie  der  Massenerscb einungen,  p.  42 — M.  j 

Ü»iih0r^  WmhrsGtieiotfebkeitMTeifhiiang,  '^^ 
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Aussterben  erforderlich;  so  weit  Sterbetafeln  eine  angenähert©  Losung 
zukiösen,  hat  Lexis  gefunden,  daß  tatsächlieh  zu  beiden  Seiten  de 
dichtesten  Wertes^  und  zwar  nach  der  Seite  der  niedrigeren  Sterbe- 
alter  nur  bis  zu  einer  gewisBeu  Grenze,  nach  der  Seit«  der  hfjhereu 
Älter  aber  bis  zu  dem  böeheten  AJter  bin  die  Merkmale  des  typischen 
Mittel  in  ziemlich  deutlicher  Weise  vorhandeu  sind.  Dies  führte  ihn 
zu  den  Begriffen  der  j^normalen  Lebensdauer*'  \md  des  „normalen  oder 
typischen  Sterbens",  welch  letzteres  nach  der  Seite  der  niedrigen  Alter 
allerdings  recht  bald  durch  ein  „vorzeitiges  Sterben"  verwischt  wird. 
Wir  wollen  als  Beispiel  der  Untersuchung  auf  einen  typischen 
Mittelwert  und  zur  Beleuchtung  der  erwähnten  Verhältniase  die  Reihen 
der  Zahlen  der  Gestorbenen  in  den  einzelnen  Altersklassen  vomehmen, 
wie  sie  die  „Deutsche  Sterbetafel^^  fiir  das  männliche  und  weibliche 
Geschlecht  angibt^)-  Sie  lanteni  zunächst  nur  an  der  hier  maß- 
gebenden Stelle: 


Anzahl  «ler 

SttrliefaUe 

Alter 

Männlich 

Weiblich 

66 

1396 

1531 

er 

1417 

1568 

6g 

U31 

169t 

69 

14311 

leao 

70 

1440 

1636 

71 

U30 

1648 

78 

1412 

IUI 

78 

1383 

1653 

74 

1342 

1630 

7Ö 

1289 

1587 

Hieraus  folgt.^  daß  ein  dichtester  Wert  der  Lebensdauer  bei  dem 
männlichen  GeöchJeeht  zwischen  70  und  71,  bei  dem  weibliehen 
zwischen  72  und  73  Jahre  fäUt.  Um  ihn  näher  zu  bestimmeUj 
stellen  wir  ims  vor,  das  Sterben  sei  ein  kontinuierlicher  Vorgang,  ge- 
regelt nach  der  Funktion  f(x)  des  Alters  j-  in  dem  Sinne,  daß  das 
Integral 


I  f{x)  dx 


die  Menge  der  Sterbefälle  zwischen  den  Altem  x^  und  x^  bedeutet. 
Nimmt  man  für  den  engen  Umkreis  von  drei  aufeinander  folgenden 
Jahren 

f{x)^%ux^^2ßx  +  y 


1)  Monatthefte  sur  Statistik  d.  Deutaclien  Eeichea.   1887.  —  Man  verglaic 
Nr  \m  und  Tafel  11  am  Ende  de»  Biichei. 
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an^  80  ergibt  sich^  nachdem  man  die  Koeffizienten  bestimmt  hat,  der 
dichteste  Wert  von  x  aus  der  Gleichung 

Behu&  Durchffihrung  der  Bechnung  bezeichne  n^|n  die  größte 
Zahl  aus  der  Reihe  mit  d^^  die  ihr  nachfolgende  mit  d^j  die  voran- 
gehende mit  d_^  und  benütze  das  neben  der  letzteren  stehende  Alter 
als  Nullpunkt  der  Zahlung;  dann  ergeben  sich  zur  Bestimmimg  von 
«,  ß,  y  die  Gleichungen: 
1 

ff{x)dx=^       a+     ß+y^d_^ 


0 

8 

Jfix)dx 

=    7a  +  3/}  +  y 

=  rfo 

s 
Jf{x)dx 

=  19a  +  5/}  +  y 

=  '^; 

wird  weiter 

i 

df,  —  d_i 

=  ^-1,     d^-d^ 

=  ^1 

gesetzt,  so 

findet  man: 

a  =  — 

^-1  +  ^1        . 
6         '       ^=- 

«i-.- 

6^_ 

1  +  2^1 
6 

Hiemach  ist  für  das  männliche  Geschlecht,  wo  rf_i  =  1439,  zi_i  =  l, 
z^i  =  10  ist,  Xq=-\  +  —,  somit  70,1  Jahre  die  dichteste  Lebens- 
dauer, femer  a  =  —  1,833,  ^  =  6,  y  =  1435;  für  das  weibliche  Ge- 
schlecht,   wo   d_i  =  1648,   zi_i  =  1^,   z/^  =  4  ist,   ^o="l  +  f«;   *^so 

72,7  Jahre  die  dichteste  Lebensdauer,  ferner  «  =  —  2,17,  /3  =  11, 
y  =«  1639. 

Die   größte  Zahl   teilt   sich   hiemach    bei    dem   männlichen   Ge- 
schlechte in 

^f{x)dx=  144  Sterbefälle  vor  x^  und  1296  nach  Xq, 

bei  dem  weiblichen  Geschlechte  in 

^  f(x)dx=  1121  Sterbefälle  vor  Xq  und  536  nach  Xq. 


fr 

1 

m  w 

fr 
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Nun  kann  an  die  Ermittelung  der  Präzision  geschritten  werden; 
bei  dieser  ist  nur  der  über  dem  dichtesten  Sterbealter  liegende  Teil 
der  Tafel  zu  ver^enden^  wie  dies  aus  den  eingangs  gemachten  Be- 
merkungen hervorgeht. 

Bei  dem«  männlichen  Geschlechte  weist  die  Tafel  zwischen  dem 
Alter  70;1  imd  dem  vollendeten  79.  Lebensjahre^  bei  einer  Alten- 
diflferenz  von  8,9  Jahren, 

1296  +  1430  +  1412  +  •  •  •  +  1067  =  11596  Sterbefalle 

auf,  während  die  Zahl  aller  Sterbefälle  über  70,1 

1296  +  1430  +  . . .  +  1,0  -  17  605 

beträgt;  hieraus  ergibt  sich  für  die  Grenzen  —  8,9  bis  +  8,9  der  Ab- 
weichung vom  dichtesten  Werte  die  Wahrscheinlichkeit 

H-JJ«  =  0,65807  =  <I>(y), 

ZU  der  sich  aus  Tafel  I  das  zugehörige  y  findet: 

y  =  0,67287; 


demnach  ist 


,        0,67287       .V  ^„p,  ^ 
Ä  =   -g  9~  ^  0,0756. 


Eiue  mit  dem  Altersintervall  von  72,7  bis  zum  vollendeten  83.  durch- 
geführte Rechnung  gibt  für  das  weibliche  Geschlecht 

h  =  0,0866. 

Die  Prüfung  der  Verteilung  der  Sterbefälle  an  der  dem  Gau ß sehen 
Gesetze  entsprechenden  ergibt  nun  das  folgende  Resultat: 


Männliches  Geschlecht 

1               Weibliches  Geschlecht 

Qestorbene 

Gestorbene 

Alters- 

Alters- 

intervall 

nach  der 

nach  der 

intervall 

nach  der 

nach  der 

Theorie 

Sterbetafel 

i 

Theorie 

•Sterbetafel 

66—69 

1810 

8248 

62—67 

6166 

7167 

69—62 

2667 

8666 

67—70 

4471 

4786 

62—66 

8607 

8906 

70—72,7 

4607 

4406 

66—68 

4172 

4182 

72,7-78 

8444 

8886 

68—70,1 

8181 

8014 

78-88 

6896 

6617 

70,1—78 

4284 

4188 

88-88 

2662 

2679 

78—76 

4021 

4014 

88—98 

889 

798 

76-79 

8292 

8444 

93-98 

191                    131 

79—82 

2482 

2632 

über  98 

84                      10 

82—86 

1616 

1748 

t 

86—88 

980 

969 

1 
1 

88-91 

688 

441 

91—94 

260 

164 

94—97 

116 

48 

97—101 

64 

12 
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Der  Anschltiß  tkr  Tafelwerte  an  die  theoretischen  ist  oberhalb 
des  dichtesten  Sterbealtera  ein  tüiverkeimbarer  und  er  hält  auch  anf 
eine  kurze  Strecke  in  den  niedrigeren  Altern  an,  so  daß  mit  dieser 
ErnsctränkuDg  von  den  Merkmaien  eines  typischen  Mittels  gesprochen 
werden  kann^). 

176.  AuedehBiimg^  des  DiBperfilonsbegpriffes  attf  extensive 
^röBen-j.      Wiejin    über   eine   umi   die^elhy  extifiis^yt^  (rroße  meluere, 
zeitlich   oder    örtlich   Terschiedene   Beobachtungsreihen    und   die   aus 
diesen  für  jene  Größe  abgeleiteten  Haupt  werte  Torliegen,  so  stellt  sich 
die   wichtige   Frage   ein,    ob   diese  Hauptwerte   ihrerseits  als   zufällig 
igestÖrte  Modifikationen  eines  einzigen  Grundwertes  angesehen  werden 
können  oder  nicht;  sollte  die  Antwort  entachieden  in  letzterem  Sinne 
muBfalleUf  so  wäre  dies  ein  Anhalt  fiir  die  Annahme,  daß  die  in  Rede 
stehende  Große  zeitlichen,  respektive  örtlichen  wesentlichen  Schwan- 
kungen unterworfen  sei. 

Angenommen,  es  lagen  j^  Reihen  von  je  n  Einzel  werten  einer 
«rtensiven  Große  X  vor: 


*«  +  !? 


*i*+lJ 


*S« 


(l) 


jllen  wir  uns  auf  den  Standpunkt,  X  habe  für  alle  Reihen  den- 
selben typischen  Wert,  für  welchen  die  erste  Reihe  in  ihrem  arith- 
metischen Mittel  die  Bestimmung  a;^,  die  zweite  Reihe  die  Bestimmung 
■  '  ',  die  letzte  Reihe  die  Bestimmung  x,  ergab^  so  folgt  aus  dem 
[zen  Beobachtimggmaterial  die  Bestimmung^ 

X  =  ^L±^l±lll±^^  (2) 

zugleich  das  arithmetische  Mittel  aller  als  gleich  genau  erachteten  rt> 
Die  Präzision  von  x  lilßt  nun  zwei  Berechnungsweisen  zu,  die 
in  ihren  Resultaten  bis  auf  die  Unsicherheit ,  die  in  der  Natur  der 
Sache  liegt,  übereinstimmen  müßten,  wenn  die  gemachten  Voraus- 
setzungen  zutreffend  wären.  Einmal  ergibt  sich  für  x^  wenn  man  es 
als  Mittel  der  a  auffaßt  und 


seM,  die  Präzision 


-fl;  +  j? 


ii  =  i,%,...tn\ 


ft'^]/^ 


(«-A). 


[II] 


(3) 


1)  Nur  scEeinbar  ist  die  Übe  rein  itin^mung  in  der  obigen  Tabelle  geringer 
ftls  in  den  vielen  von  Leria  a.  a.  O.  gereckneten  Beiapielen.  Diesen  hegen 
näinlicb  Sterbetafeln  mit  kleiner  Grundzahl  (lOOO)  zugnuide, 

*2)  Vgl  L,  V.  BortkewitBch^  KritiHche  Betrachtungen  zur  theoretischen 
Statistik,     Jahrb.  f.  Nationalök.  u.  StaÜBt.  (3),  X  (lööö),  p.  342  ff. 


342 


Dritter  Teil.     MÄthematiBche  Stetistik. 


weirn 


i  X  eIb  Mittel  der  j:-  ansieht  imd 

j^  ^  ^  Xf  +  X 
setzt,  hat  niRJi  dafür  die  Präzision 


^■=nÄi-^4 


"■■-VW^- 


Das  Merkmal  tilr  normale  Bispersimi  der  Werte  x^  und  Bomit  far 
dae  Vorhandensein  eines  gemeinsamen  Grundwertes,  von  dem  die 
Einzelwerte  nur  zufällig  abweichen^  wäre  das  wenigstens  sehr  ange- 
näherte Bestehen  der  Relation 


h'  ^  k"     oder 


V  -  ft" 


1. 


I 


f>' 


O     1 

nter- 1 


Wenn  dagegen  der  Gmndwert  von  Reihe  zu  Reihe  ein  anderer 

ist^  so  kommen  in  den  x^  nicht  allein  die  zufälligen  Schwankungen 
der  a.  nm  den  jeweiligen  Grundwert^  sondern  auch  die  wesentlichea 
Schwankungen  des  Grundwertes  selbst  zum  Ausdruck;  dies  hat  eine 
Vergrößerung  von  lydJ]j  daher  eine  Verkleinerung  von  A"  zur  Folg^; 
dieser  Fall,  der  der  itbcrnormalen  Dispersion  der  jp-  eutspricht^  ist 
also  durch 

h'  =  h"     oder     Q  - 

gekennzeichnet. 

Dieser  Gedankeugang  entspricht  völlig  demjenigen,  der  bei  Unter- 
suchung von  Relativgrößen  befolgt  worden  ist,  und  es  läßt  sich  auch 
zeigen^  daß  li  der  dort  auf  kombinatorischem  Wege  bestimmten  Prä- 
zision adäquat  ist.  Stellt  man  sich  nänilieh  vor,  an  die  Stelle  von  X 
träte  die  unbekannte  konstante  Wahrscheinlichkeit  p  eines  Ereig-'fl 
nifises  E,  für  die  aus  Bn  Versuchen  der  Wert  /j,^  ermittelt  worden  wäre; 
so  heißt  dieSj  daß  E  im  ganzen  Bnp^-msL\  eingetroifen,  ^«(1  —  p,j)-mal 
ausgeblieben  ist;  eo  oft  E  eintraf,  hat  man  fiir  p  den  Wert  1  beob- 
achtet, war  also  k^\  —  2W  so  oft  es  ausblieb,  hat  man  für  p  den! 
Wert  0  beobachtet  und  betrug  die  Abweichung  —  p^-^  infolgedessen 
ist  also 

[A  A]  =  Bnp^  (1  -  p^f  +  Bn{l^  p^)p^^  =  ^np^  (1  ^  p^). 
Setzt  man  diesen  Wert  in  (3)  ein,  so  wird 


und  dies  entspricht  [vgl  Nr.  168,  Öl.  (5)  u,  (4)]  der  ^^komhinatorischeii*! 
Pm^isioB  ans  in  Beobachtungen, 
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II.  Abschnitt.    Sterblichkeltsmessmig. 

§  1.    SterbliclikeitsmaBe. 

177.  Sterbens-  und  Lebenswahrsoheinlichkeit.  Wir  stellen 
uns  zunächst  auf  den  ideellen  Standpunkt^  es  sei  möglich;  eine  große 
Anzahl  l^  gleichzeitig  Geborener  in  Evidenz  zu  halten  und  zu  beob- 
achten bis  zu  ihrem  völligen  Absterben.  Da  eine  kontinuierliche  Be- 
obachtung, die  sich  auf  die  jeweilige  Menge  der  Personen  zu  beziehen 
hätte ;  praktisch  unausführbar  ist,  so  beschränke  man  sich  darauf, 
festzustellen,  wie  viele  von  den  l^  das  Alter  von  1,  2,  •  •  •  a;,  a;  +  1, 
...  CO  —  1  Jahren  vollendet  haben,  wobei  vorausgesetzt  wird,  daß 
keine  der  Personen  das  Alter  cd  erreicht  habe.  Dieses  Ziel  kann  da- 
durch erreicht  werden,  daß  man  in  den  Zeitpunkten 

ri  =  ^-fl,    Tg -^+2,     •••     t^^t  +  x, 
r,+i  =  <  +  a;+l,     •••     r„_i  =  /+a)-l, 

sämtlich  in  Jahren  ausgedrückt,  wobei  t  den  Zeitpunkt  der  Geburt 
bedeutet,  zählt,  wie  viele  der  Personen  am  Leben  sind;  die  so  er- 
haltenen Zahlen,  mit  der  ursprünglichen  Iq  zusammengestellt^  bilden 
die  (niemals  steigende)  Reihe  der  successive  überlebenden: 

Es  steht  nichts  im  Wege,  auch  die  Anzahl  der  Überlebenden  in  einem 
Zwischenalter  x  +  Jx,  wo  Jx<  1,  festzustellen;  sie  heiße  Ix^-jx* 

Man  kann  zu  der  Reihe  (1)  auch  durch  Zahlimg  der  Sterbefälle 
gelangen,  die  sich  im  Laufe  der  Jahre 

(^,  Ti),     (rj,rsj),     •••     (r,,  r^+i),     •••     (^^0,-1;  O 
zugetragen  haben;  ihre  Anzahlen  seien 

^0.      rfi;      •••      ^x>      •••      ^0,-1-  (2) 

!Es  bestehen  nämlich  die  Beziehungen 


Wi  =  ^x-rf.  (3) 


0  =  i„-i-d„_i. 
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Durch   Sumniierung   der  Gleichungen   von   l^^^^   abwärts  ergibt  sich 
0  =  Zj.  —  ^dj. ,  woraus 

?.  =  ^rf„  (4) 

wobei  sich  die  Summenbildung  auf  alle  Zahlen  von  d^  an  bis  zum 
Schluß  der  Reibe  bezieht. 

Die  allgemeine  Relation  zwischen  den  Überlebenden  und  den  Ge- 
storbenen lautet: 

d.-^K-K^,.  (5) 

Der  Verlauf  der  Reihen  (1)  und  (2)  muß  als  abhängig  von  der 
Geburtszeit  t  erachtet  werden,  weil  ja  die  zu  verschiedenen  Zeiten  (an 
demselben  Orte,  in  derselben  Bevölkenmg)  Geborenen  unter  verschie- 
denen äußeren  Verhältnissen  existierend  in  verschiedener  Weise  ab- 
sterben werden.  Er  wird  auch  davon  abhängen,  ob  mau  die  beiden 
Geschlechter  vereint  oder  getrennt  beobachtet  tmd  somit  besondere 
Reihen  (1),  (2)  für  jedes  Geschlecfd  feststellt. 

Hätte  eine  vorausgehende  Untersuchung  gezeigt,  daß  die  fOr 
Personen  aus  verschiedenen  Geburtszeiten  bestimmten  Verhältniszahlen 

i-   normale  Dispersion  aufweisen  (vgl.  Nr.  172,  d),  so  wäre 
•* 

fc  =  T^  (6) 

als  eine  empirische,  und  zwar  als  die  der  wahrscheinlichsten  Hypo- 
these (Nr.  94)  entspringende  Bestimmung  einer  Wahrscheinlichkeit 
anzusehen,  nämlich  der  Wahrscheinlichkeit,  daß  eine  Person,  welche 
das  Alter  x  erreicht  hat,  vor  Erreichung  des  Alters  x  +  1  sterben 
werde.  Man  nennt  sie  die  SterbefiswdhrscheinlicHkeit  zum  Alter  x. 
Ihr  Komplement: 

hätte  dann  in  demselben  Sinne  die  Bedeutung  einer  Wahrscheinlich- 
keit, nämlich  der,  daß  eine  Person,  welche  das  Alter  x  erreicht  hat, 
auch   das  Alter  x  +  l  vollenden  werde;   man  nennt  sie  die  Lebens- 
Wahrscheinlichkeit  zum  Alter  x. 
Jede  der  Reihen: 

Qo>     Qu     •••     (/x;     •••     (Zco-i  (=1)  (8) 

Po,    Pu    '"    Pxy     "•    Pco-i  (=0)  (9) 

ist  ebenso  wie  die  Reihen  (1),  (2)  geeignet,  den  Verlauf  des  Sterbens 

darzustellen;  es  lassen  sich  in  der  Tat  die  Reihen  (1),  (2)  aus  jenen 

(8),  (9)  mittels  der  Relationen  (6),  (7)  imd  des  bekannten  Iq  ableiten. 

178.  SterbUchkeitsintensität,  SterbUchkeitskoefBiient 
und  lentrales  SterbUchkeitsverhUtnls.    Um  die  Raschheit  des 
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Sterbens  oder  die  SterUkhkeitslraft  in  irgend  einem  Alter  zu  messen, 
hat  man  drei  Größen  gleichzeitig  in  Betrai-lit  zu  ziehen;  1)  die 
Menge  I^  der  Personen  des  betreffenden  Altere,  die  am  Leben  sind; 
2)  die  Menge  der  Todesfälle  bis  zu  einem  höheren  Alter  w  +  ^^, 
d,  i,  L-^h  +  jx'^  —  ^k\  3)  die  Größe  der  AlterBdifferenz  /ix*  Und 
man  wird  bereehtigt  aein^  die  Sterblichkeitskraft  fiir  um  io  großer  zu 
erklären j  je  größer  —  ^l^  bei  demselben  l^  und  Jx^  und  je  kleiner 
l^  und  zfa:  bei  demBelben  ^  ^l^  sind^  hiemach  bildet  der  Ausdruck 


(10) 


I 
I 
I 


ein  Maß  der  Sterbtirlikeitskraft  bei  dem  Alter  x,  und  zwar  ein  um  so 
zutrefienderesj  je  kleiner  das  als  kmi^tunt  feetzusetssendc  ^^  ange- 
nommen wird. 

Der  Verkleinerung  des  Jx  ist  aber  durch  die  Menge  der  beob- 
achteten Personen  eine  Grenze  gesetzt.  Denn  würde  ^s:  so  klein  ge- 
EommeEj  daß  auf  manchen  Altersstufen  {^  x  +  ^x)  kein  Todesfall 
einträte,  so  ergäbe  sich  bei  solchen  Altem  die  Sterblicbkeitskraft  NuU^ 
wa»  der  Vorstellung  von  dieser  Größe  widerspricht. 

Wiewohl  die  Verminderung  der  nreprlkiglichen  l^  Personen  durch 
den  Tod  unstetig,  in  diskreten  Zeitpunkten  Tor  sich  geht,  kann  man 
sich  doch  unter  l^  eine  di'tkfe  (und  diflerentiierbare)  Firnktion  dos 
Alters  -F  vorstellen,  die  bei  gunzzahligen  x  die  Werte  (1)  besitzt  nnd 
ein  um  so  brauchbareres  Bild  der  allmählichen  Abnahme  bietet^  je 
größer  /p  ist;  der  einem  beliebigen  x  entsprechende  Wert  l^  k?mn  etwa 
in  dem  Sinne  die  Zahl  der  Überlebenden  bedeuten,  als  die  ihm  nächst- 
liegende ganze  Zahl  sie  angibt.  Dadurch  erlangt  man  den  Vorteil, 
daß  auf  den  Vorgang  des  Absterbens  die  Hilfsmittel  der  Analysis 
anwendbar  werden. 

An  dieser  Vorstellung  festhaltend^  bezeichnet  man  den  Grenzwert 
dea  Quotienten  (10)  fiir  lim  Jx  =  0  als  die  SkrblkhhHtmitmmiäi  bei 
dem  Alter  ^;  wird  sie  mit  ;i_^  bezeichnet,  so  ist 


_  _  J^  di. 


(11) 


Ist  1^  wirklich  als  Funktion  von  x  anal^isch  dargestellt,  so  kann 
nach  dieser  Formel  /t^  ffir  jedes  Alter  bestimmt  werden. 

Aus  (11)  eigibt  sich  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  or 
tmd  fl?  -f  1: 


woraus 


*+i 


-/»','* 


j»,=f 


^^^ 
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Diese  Formel  gestattet,  aus  der  bekannten  analytisch  dargestellten 
Sterblichkeitsintensität  die  Lebenswahrscheinlichkeit  fttr  jedes  Alter 
zu  bestimmen. 

Denkt  man  sich  die  Funktion  l^  durch  die  zu  den  Abscissen  x 
gehörigen  Ordinaten  einer  Kurve,  der  Kurve  der  tJherlebenden,  dar- 
gestellt, so  bedeutet  ^  den  RichtungskoefSzienten  der  Tangente  im 

Punkte  a:  i,*);  die  Sehne,  welche  die  Punkte  x—l\l^_^y  x+\\lg^^ 
verbindet,  wird  dort,  wo  l^  keine  große  Bewegung  ausfiihrt,  sich  in 
der  Richtung  nicht  wesentlich  von  jener  Tangente  unterscheiden;  daher 

kann  näherungsweise =   i-  und 

gesetzt  werden;  eine  Formel,  die  man  zur  Bestimmung  der  Sterbens- 
intensität bei  den  ganzjährigen  Altem  verwenden  kann,  wenn  die 
Reihen  (1),  (2)  gegeben  sind. 

Die  durchschnittliche  Sterblichkeitskraft  während  eines  Alters- 
intervalls (x',  x")  ist  ausgedrückt  durch 

x" 

x^ 

x" 

x' 

und  heißt  der  dieser  Altersstrecke  entsprechende  Sterblichkeitslcoeffizient. 
Für  den  Zähler  ergibt  sich  vermöge  (11)  der  Wert 

V  ~~  V'  5 
der  Nenner  hat  die  Bedeutimg  einer  Zeit,  und  zwar  bedeutet  er,  da 
angenommen  werden  kann,  daß  alle  l^  Personen,  die  das  Alter  x  er- 
reicht haben,  aucl^  noch  die  Altersstrecke  (x,  x  +  dx)  durchleben,  die 
von  den  unter  Beobachtung  stehenden  Personen  auf  der  Altersstrec^e 
(Xy  x")  durchlebte  Zeit.     Insbesondere  ist  also 


<^=   Ihdx 


die  von   den   Beobachteten,  nachdem   sie  das  Alter  x  erreicht,  noch 
durchlebte  Zeit,  so  daß 

x" 

/  l^dx  =  (2^—  (^", 
x' 

1)  u^  ist  dabei  durch  den  reziproken  Wert  der  Subtangente  dargestellt. 
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Der  Sterblichkeitskoeffizient  für  das  Altersintervall  (x'j  x")  drückt 
sich  also  durch 

aus. 

Die  Ermittelang  von  (^  erfordert  die  Verzeichnung  des  Sterbe- 
alters aller  beobachteten  Personen. 

Der  far  ein  Altersjahr  (x,  x+1)  ermittelte  Sterblichkeitskoeffizient 
wird  als  das  zentrale  SterblicMceUsverhältnis  dieses  Altersjahres  und  mit 
dem  Buchstaben  m^  bezeichnet;  nach  (13)  ist 

m  ==  - • 

macht  man  die  Annahme,  daß  die  Sterbefälle  sich  gleichmäßig  auf 
das  Jahr  verteilen,  so  ist  die  von  den  l^  Personen,  die  das  Alter  x 
erreicht  haben,  bis  zum  Alter  x  +  l  durchlebte  Zeit 

folglich 

*«  T^  *x  +  1 

Ersetzt  man  hier  d^  durch  ?,  —  'jp+i  imd  kürzt  den  Bruch  durch 
l^  ab,  so  ergibt  sich  eine  Formel  zwischen  w,  imd  p^,  aus  der 

p^-i^^  (15) 

folgt. 

179.  Lebenserwartmig.  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  eine 
Person,  die  das  Alter  x'  erreicht  hat,  in  dem  (späteren)  Altersintervall 
(Xy  X  +  dx)  sterben  werde,  ist 

da  sie  bis  dahin  die  Zeit  x  —  od  durchlebt  hat,  so  ist  die  gesamte 
Lebenserwartung  einer  Person  des  Alters  x\ 

^-  =/-  K^'  -  "'^  =  i/-  Ä(-  -  -')d-' 

wendet  man,  x  —  x  ^u  und  — j^  dx  =  dv  setzend,  partielle  Inte- 
gration an,  so  wird 
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folglich  0         ^, 

ex'  =  7j-  (16; 

In  dieser  Form  stellt  sich  die  Lebenserwartung  in  ihrer  zweiten, 
übrigens  schon  aus  dem  Begriffe  der  mathematischen  Erwartung  her- 
vorgehenden Bedeutung  der  mittleren  oder  durchschnitäichen  Lebens- 
dauer dar. 

Unter  der  schon  einmal  getroffenen  Annahme  der  gleichmaßigen 
Verteilung  der  Sterbefälle  einer  einjährigen  Altersstufe  über  diese 
läßt  sich  die  Lebenserwartung  durch  die  Zahlen  der  Reihen  (1) 
und  (2),  Nr.  177,  ausdrücken.  Geht  man  vom  Alter  x  aus,  so  durch- 
leben die  dj^  Gestorbenen  des  ersten  Jahres  unter  dieser  Annahme  y, 

sd 
die  rf,_^i  Gestorbenen  des  zweiten  Jahres  — |^,  die  rf^^j  Gestorbenen 

6  cZ^  ,  « 
des  nächsten  Jahres  —  —  Jahre  u.  s.  w.;  folglich  ist 

=    2    ^^^^  +   ^''  +  1  +   '''  +  «  +  *  ") 

+  K  +  2  +  ---) 

d.  i.  nach  (4j: 

^=-2/,+  '.  +  i  +  'x  +  »  +  ----  (17) 

Daraus  ergibt  sich  die  Lebenserwartung  der  :i;-jährigen 

e.=-T,  + j- (18) 

Neben  dieser  vollai  unterscheidet  man  die  ahge/iürzte  Lebens- 
erwartung 

.^  =  /-+A-+-:  =  i-^  (19) 

Hält  man  neben  diese  Formel  die  Gleichung 

^      ,  ^ar  +  1  +  ^x  +  S  +  ■_" hc  ^x 

^  "T  ^x  +  1  ^  ~  I  ~"l  ^«^«' 

•x  +  1  *ar  +  l  Px 

so  erhält  man  eine  Beziehung  zwischen  Lebenswahrscheinlichkeit  und 
Lebenserwartung,  indem 

P.  = ,-/;  -  (20) 

^     •    *^x  +  l 

ist. 
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Es  maß  darauf  lüngewieeen  werden,  daß  die  Lebenserwartung 
keine  Größe  iet,  die  maii  mit  einer  allgemein  angebbaren  Wahrschein- 
lichkeit zu  erwarten  hätte;  viehnehr  hängt  die  relative  Größe  dieser 
unendlich  kleinen  Wabrst^heinlichkeit  von  dem  S ter blich keiti verlauf  ab. 

180>  Walirsoheiiiliohate  und  wahrBobdlnUclie  l^ebeus- 
dauer*  Unter  der  ivahrscfwinlkhsU'n  Ij^hetm/aun*  der  .r'-jahrigen 
wäre  diejenige  Dauer  xu  verstehen,  bei  deren  Abhiuf  der  Eintritt  dea 
Tades  relativ  am  wahrscheinlichsten  ist.  Nun  ist  die  Wahracheinlich- 
keit  für  einen  x'-jährigen,  in  dem  Altersintervall  (j?,  ^  +  tix)  zn 
sterben  j  gleich 

sie  wird  am  größten,  wenn  —  j^  ein  Maximum^  alao  wenn  ^-J  =^\) 

und  —  j  f  <  0]  wird;   angenommen,    diese    Bedingung   würde   nur 

durch  den  einen  Wert  x  ^  ^  erfüllt,  so  wäre  |  —  ^'  die  wahrschein- 
licbäte  weitere  Lebensdauer  der  a;'-jiihrig©n. 

Ist  in  der  Reihe  der  Zahlen  (2)^  Nr.  177,  unter  jenen  ^  die  auf 
fly  folgen,  dy^i  die  größte,  so  fällt  die  wahricheiiilichste  Lebena- 
duuer  zwischen  |  und  £  +  1  (vgL  Nr.  ITö). 

Ali  wahrseiwintidte  Ld^nsäauer  der  ;i?-jährigen  wird  jene  Daner  i 
be^etclinet,  nach  deren  Ablauf  die  Anzalil  /,  dieser  Personen  sich 
durch     daa    Absterben     auf    die    Hälfte    vermindert    hat,     so    daß 

/,^j— —i^;    es    ist    dann    bezüglich    einer    beliebigen    Person    des 

Alters  X  ebenso  wahrscheinlich,  das  Alter  x  -\-  l  nicht  ku  erreichen, 
Vfi^  es  zu  überschreiten» 

Man  hat,  um  j  2u  finden,  in  der  Reihe  (1)  der  Überlebenden 
von  /^  ausgehend  bis  zu  jenen  Zahlen  i^^^  und  l^^^j^^  fortzuschreiten^ 

welche  ^  l^  einschließen;  dann  liegt  g  zwischen  n  und  w  +  L 

181>  I>ft0  Frolblem  der  Sterbllclikdltsmessuiig.  Dieses 
Problem,  so  wie  es  [iraktisch  gehandhabt  wird,  Uiuft  darauf  hinaus, 
für  eine  Reihe  nach  arithmetischer  Progression  fortachreitender  (ganz- 
zah liger)  Werte  von  x  die  zugehörigen  Werte  einer  der  Größen  zu 
bestimmen,  welche  zur  Darstellung  des  SterblichkeitsTerlaufes  geeignet 
»ini     Man  bezeichnet  diese  Größen  als  h%4>metrmhe  Funktionefi. 

Unter  einer  Sierhdnfd^  Sterblichkeitstafel  oder  Mortalitätstafel  im 
weiteren  Sinne  des  Wortes  wäre  eine  derart  gewonnene  Wertreihe, 
ako  z,  B.  eine  Reibe  der  Starbenswahrscheinlichkeiten  },,  oder  der 
Liebenswahrscheinlichkeiten   p^^    oder    der    (abgekürzten)    Lebenaer- 


1)  Winndepunkt  in  der  Kurve  der  OTt>erIebenden. 
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Traftungen  e^^,  der  Sterblichkeit  sin  teusitiiteii  ^^  od  dgl.  %ü  Tersteheiu  1 
hulesHen  hat  sich  die  <)bige  BeÄeichming  vuniehnüicli  für  die  fieik  I 
der  Ziilileir  l^  der  Überlebenden  eingebüigert,  die  des  praktischen  Ge- 1 
)[>rau<^hcs  wegen  wohl  auch  noch  durch  audere,  abgeleitete  Zahlen^ 
{d^j  q^f  p^^  e^  u,  a.)  erweitert  wird.  Man  nennt  eine  solche  Tafel 
auch  Ahsterbec/rdmw^  oder  Dekrementmkifvl. 

Die  bisherigen  Entwicklungeu  sind  unter  Voraussetzungen  getuhrt 
worden,  welche  sich  in  Wirklichkeit  nicht  erfüDcn  lasiien;   m%;  haitoi 
daher   lediglich   den  Zweck,   die  grundlegenden  Begriffe   festzustelleti, 
nicht  aber  die  Eestinimung,  einen   praktisch   verwendbaren  Weg  mt  . 
Gewinnung  einer  Sterbetafel  anzngeben,  I 

Es  ist  zunächst  angenommen  worden,  daß  die  Beobachtungen  m 
einer    großen    Zahl    (fidchseitig    (rebaremr    ausgeführt    werden.     Die 
nächste,   der  praktischen   Ausführbarkeit  naher  kommende   Modalitlt 
wäre  die,  daß  man   eine    (rrneratiimf    d.  i.   die  Geborenen   eines  au3- J 
gedehnten  Zeitraumes,  etwa  eines   Kalenderjahres,  beobachtet     Alm" 
auch  dieser  Vorgang  erweist  sich  wegen  der  dazu  erforderlichen  langen 
Beobachtungsdauer   und   wegen  der  Schwierigkeit,  ja  Unmöglichkeit  j 
der   Evidenzhaltung   einer  Generation    durch   die   ganze  Dauer   ihres  1 
Bestandes  als  zur  Erreichung  eines  praktischen  ResnltateB  nngeeign^t 
Man  wird  genötigt  sein,  die  Beobachtung  auf  verschiedene  Oeneratioaen, 
auf  Personen    verschiedener    örtlicher    und  zeitlicher  Abk^inft  zu   er- 
strecken je  nach  dem  Zwecke,  den  man  verfolgt. 

Dann  aber  handelt  es  sich  um  die  Erkenntnis  der  Modifikationen, 
welche  die  entwickelten  Begriße  erfakren  müssen  ^  und  der  Voraua- 
aetzungeUj  an  welche  ihre  Geltung  zn  knüpfen  ist,  sowie  um  die  Ge^ 
winnung  von  Methoden,  die  geeignet  sind,  den  Verlauf  einer  der 
biometrischen  Funktionen  kennen  zu  lernen.  Wie  der  Verlauf  einer 
andern  dieser  Funktionen  daraus  abzuleiten  ist,  zeigen  die  bereits 
entwickelten  Relationen. 


§  2.    Formale  Bevölkerungstheorie. 

182.  Q^eometrlfiche  imd  analytische  Hilf&iiilttel  der  Bar- 

fitellung.  Die  praktische  Erledigung  von  Fragen  über  Sterblichkeiti 
Lebensdauer,  Dauer  eines  bestimmten  Zustande«  etc.  setzt  die  genaue 
Erfassung  jener  Vorgänge  vonina,  durch  welche  der  äußere  Um- 
fang und  die  innere  Zusammensetzung  einer  Menschenmasse  bedingt 
wird,  sei  dieselbe  auf  natürlichem  Wege  (Bevölkerung j  oder  durch 
eine  auf  ein  bestimmtes  Ziel  gerichtete  Absicht  zusammengeführt 
worden.  Es  handelt  sich  dabei  um  abstrakte  oder  formale  Beziahungeo, 
die  unabhängig  sind  von  der  Lage  des  einzelnen  Falles,  vielmehr  din 
gemeinsame  Grundlage  bilden  für  alle.  fl 

Für    die  Klarstellung  dieser  Beziehimgen   haben   sich   die  Hil& 
mittel  der  Geometrie  in  einer  eigenartigen,  der  Sache  angepaßten 
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wendxing  ala  sehr  wertvoll  erwiesen;  an  die  geometrische  Verbildlichung 
läßt  sich  dann  eine  analytische  Formulierung  der  Ergebnisse  an- 
schließen.  So  hat  sich  ab  eine  wichtige  Grundlage  für  Uütert*üchungen 
des  Bevölkernngswechsels  eine  formnlf.  BevÖlktyrumjsfkfone  entwickelt^ 
die  wieder,  je  niich  den  Mitteln^  deren  sie  sich  bedient,  iji  eine 
gniplmclhe  nnd  eine  mmhjikche  SiaiisUk  geschieden  werden  könjite. 

Was  die  geometrifichon  DarstelUingen  betrifft,  die  schon  vermöge 
ihrer  Anschaulichkeit  den  Ausgangspunkt  %\x  bilden  habeu^  ao  können 
916  in  Äwei  Gruppen  geschieden  werden.  Die  einen  sind  individualisierend, 
fern  sie  jedes  Individuum  der  Masse  gesondert  verfolgen  und  Kur 
lechaunng  bringen;  die  andern  fassen  die  Masse  ab  Ganzes  auf  und 
betrachten  die  Vorgänge  als  stetige  Funktionen  der  Zeit.  Im  echlie&- 
liehen  Erfolg  treffen  beide  a^usammen;  ihr  Resultat  sind  allgemeine 
iTrößenbe/Jehungen.  Vom  methodischen  Standpiuikte  mächte  wohl 
den  Darstellungen  der  zweiten  Art  der  Vorzug  gegeben  werden,  weil 
sie  zu  einer  einfacheren  analytischen  Formulierung  führen ;  dagegen  läßt 
sich  nicht  leugnen^  daß  die  Darstellungen  der  ersten  Art  eine  treuere 
Wiedergabe  der  tatsächlichen  Vorgänge  vermitteln. 

Bevor  an  die  Mitteilung  der  Prinzipien  einiger  Darstellungen  ge- 
schritten wird,  mögen  einige  Bemerkungen  allgemeiner  Natur  Platz 
finden. 

Bei  Beobachtung  der  Individuen  einer  Masse  kommen  Zeitr 
punkte  nnd  dazwischen  liegende  Zeiträume  in  Betracht;  aber  auch  die 
Zeitpunkte  werden  durch  die  von  einem  ZeitnuHpnnkte  gezählten  Zeit- 
räume bestimmt.  Es  werden  daher  im  wesentlichen  folgende  Zeiten 
zu  unterscheiden  sein: 

Die  Gdntrfszeit  t  eines  Individuums; 

die  Beobaehiaitgs-  (oder  Erfüll ungs-)ZnY  %  eines  bestimmten  an 
ihm  beobachteten  Ereignisses; 

sein  Alter  x  ^  r  —  t  bei  Eintritt  dieses  Ereignisses. 

Bedeutet  das  Ereignis  das  Ableben  des  Individuums,  so  ist  r  die 
Sterbezeit  imd  z  das  Sterbealter.  Bedeutet  das  Ereignis  den  Eintritt  der 
Person  in  die  Masse,  so  ist  r  die  Eintrittszeit  und  x  das  Eintrittsalter. 

Jede  geometrische  Darstellung  muß  diese  drei  Zeiten  entnehmen 
lassen. 

Bei  den  individnalisierenden  Methoden  entspricht  jeder  Person 
eine  Lehtmslimc,  deren  Anfangspunkt  die  GeimH,  deren  Endpunkt  das 
Sterben  bedeutet*).  Die  Ebene,  in  welcher  die  Darstellung  erfolgt^ 
wird  dadurch  zur  Trägerin  eines  Sjstemes  fparaUeler)  Lebenslinien, 
einer    Reihe    von    Geburtspunkten    und    eines    Systemes    vou    Hterbe- 

I punkten.  Für  die  Zusanunenfassung  der  Individuen  nach  gewissen 
e 


I 

I 
I 


1 1  Bei  InUiviiluen,  wek-he  erst  wach  »ler  Geburt  iu  die  Mai*&e  eintreten  und 
eventuell  vor  dem  Tode  aus  ihr  scheiden^  tritt  an  die  äteMe  der  Lebenslmie  ciue 
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Merkmalen    zu   GmamUteiteti  ist  eine  dreifache  Zerlegung  der  Mass 
yon  Wichtigkeit:  nach   der  Geburtazeit,  nach  dem  Alter  und  naeh  der 
Beobaehtimgazeit.    Diese  Zerlegung  erfolgt  bei  der  Darstellung  in  de|S 
Ebene   durch    drei  Arten   Ton   ScbeidnngBlinien :  solche  nach    der  Cre^B 
bnrtezeit  {t)-^  solche  nach   dem  Alter  (x);  solche   nach   der  Beobach* 
tungs-   oder  ErfüllungBzeit  [t).     Eine  Linie  (t)   trennt  also  die  Mas&e 
in   einen  Teil,   dessen  Geburt  vor  der  Zeit  i^  und  einen  Teil^  des 
Geburt  nach   der  Zeit  i  erfolgt  ist;  eine  Linie  (w)  trennt  alle  Ereij 
nisse^   welche   bei   den  Individuen   der  Masse   eingetreten  sind,   bevti 
sie  das  Alter  w  erreicht  hatten^  von  Ereignissen,  die  uaeh  dem  Alter 
eintrafen,   und   in   gleicher  Weise  scheidet  eine  Linie   (r)  Ereignis« 
vor  der  Zeit  r  von  solchen  nach  dieser  Zeit 

Bei  der  Darstellung  von  K.  Becker*)  (Fig,  16}  werden  Gebnrts- 
zeit  f  nnd  Erfüllungszeit  t  auf  zwei  zu  einander  senkrechten  Aehien 
OT  und  0(#'vom  geuieinBamen  Nullpunkte  0  aus  auigetragen.  Die 
Lebeusltnien  GS  sind  parallel  zu  0<#^  die  Geburtspuukte  G  liegen  in 
der  Halbierungslinie  Og  des  Winkels  TO<0^^  die  Alter  %  werden  auf 
der  IM  0(j  senkrechten  Geraden  OX  gemessen.  Es  ist  also,  %venn  S 
den  Bterbepunkt  bedeutet,  OA  =  t  die  Oebnrtszeit,  OB  =  x  das  Sterbe- 
alter und  OÜ^T  die  Sterbezeit  der  betreflFenden  Person,  Die  Scheide- 
linien  {{),  ix)y  {%)  sind  der  Reihe  nach  parallel  zu  0<^,  Og^  0T\  sie 
lassen  in  dem  durch  die  Figur  dargestellten  Falle  erkennen,  daß  die 

Person,    deren   Lebenslinie   GS  ist,   g&^ 
boreo  wurde  vor  der  Zeit  0^1',  gestorben" 
ist  vor  Erreichung  des  Alters  OB'  und 
vor  der  Zeit  öa\  ~ 


/ 


0, 

/ 


/ 


r 


B 
X 


U'     r  ry 


. V  y 

s/\ 


yf^} 


-f^j 


(U 


Fiff.  ifi. 


Ftg,  n 


Die  Daratellung,  welche  W,  Lexis^  gewählt  hat,  bedient  sie 
einer  Zeitaeiise  üT  und  einer  Ältersachse  OX,  die  aufeinander  senk* 
recht  stehen  (Fig.  17).     Die  Lebenslinien  AS  sind   parallel  0-X,   diA_ 

1)  Zur  BerecbnniLg  von  ßterbetafeln  an  die  Bevölkemn^sBtatiBtik  %xi  stelleittdö^^ 
Änfardeningen.     Berlin  1S74. 

%)  Einleitung  in  die  Theorie  der  Bevölkerungsetatistik.   Stmßbnrg  187^,  p. 


167^,  I».  ^H 


II.  Abscbnitt,     SterblichkeitsmeaflUitg. 
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Gebortspiinkte  A  liegen  auf  OT.  Um  die  Erfüllungszeit  des  Ereig- 
aisses  S  auf  0  Tab  zu  schnei  den,  wird  SC  parallel  zu  der  Geraden  0(^ 
gezogen^  die  auf  der  Halliierungslinie  von  TOX  aenkreclit  stellt  Be- 
deutet also  S  den  Sterbepunkt,  so  ist  OA  =  t  die  GebuTtszeit,  OB  =  x 
das  Bterbealter  und  06'  die  Sterbezeit  der  verbildlichten  Person.  Die 
Scheidongslinien  (t),  (%),  (x)  gind  der  Reihe  nach  zu  OX,  OT^  Oef 
parallel. 

Lexis  hat  an  demselben  Orte*)  eine  Modifikation  seiner  Dar- 
stellung augegeben,  die  sich  von  der  früheren  dadurch  unterscheidet^ 
daß  die  (\rei  Linien  OT,  OX,  0^^  der  Köihe  na4>h  Winkel  von  60» 
eiuschließan  (Fig,  18).  Die  Scheidelinien  begrenzen  dann  gleichseitige 
Dreiecke,  wälirend  sie  früher  gleiehschenklig  rechtwinklige  Dreiecke 
gebildet  haben.  Dies  ist  zugleich  das  Prinzip  jener  Methode,  welche 
Lewin  1876  in  einer  Denksclirift  dem  Htatistischen  Kongresse  in 
Budapest  vorgelegt  hat. 


L^_^..ii..^ 


/ 


X 

Flg.  1«. 


Fig.  X% 


Verschieden  von  den  biBherigen  ist  die  zweite  Darstellung,  die 
G,  F.  Knappe  gegeben  hat.  Bei  ihr  werden  alle  Zeiten  auf  ehmr 
Achse,  OX  (Fig.  19),  ersichtlich  gemacht,  während  auf  der  andern^ 
dazu  senkrechten  Achse  OY  den  Individuen  der  Masse  iu  der  Reihen- 
folge ihrer  Geburt  äquidistante  Punkte  zugewiesen  sind.  Durch  die 
Ordnungszahl  n  und  die  Geburtszeit  OA  =  t  eines  Individuums  ist 
dessen  Geburtapunkt  (r  bestimmt,  die  Lebenslinie  GS,  pnraüel  zu  OX, 
zeigt  durch  ihre  Länge  AC  ^  9^  das  Sterbealter  an^  und  OC  =  r  ist 
die  Sterbezeit.    Die  Ortslinie  g  der  Geburtspunkte  laßt  die  (wechselnde) 


i 


1}  Einleituiig  in  die  Tbeorie  der  BevÖlkerangsstatiBtik,  Straflburg  1875,  p.  13, 
§)  Die  Sterblichkeit  in  Sachsen.  Leipzig  1861>^  p.  113flF.,  und:  Theorie  des 
B«?ölkerung3wechselB.  Brautisch weig  1874,  p.  26  ff.  —  Kuappa  erste  und  zugleich 
die  älteste  Darstellung  gebort  nicht  %m  den  individuali^erendcn;  wir  gehen  auf 
sie  nicht  näher  ein,  weil  die  in  der  uächsben  Nummer  behandelt^^  Darstellung 
dasselbe  in  viel  voUkommenerer  Form  Matet,  und  erwähnen  nur»  daß  Knapp  sie 
in  der  Schrift:  Üljer  die  Ermittelung  der  Sterblichkeit.  Leipzig  IS 60»  ver- 
öffentlicht hat. 
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Raschlieit  in  der  Äufejttanderfol|;(e  der  Geburten  erkennen.  Die  Schei 
dnngslimen  (t)^  (a')j  (r)  sind  der  Reihe  nach  den  Linien  OX,  g,  0 
pamJlel;  ix)  ist  die  nro  x  in  der  Eichtang  OX  verschobene  g^\ 

183.  Fortaatzung',     Indem  wir  nun  dazu  iihergehen^  die  Ver- 
ä^denmgen  einer   nienschlichen   Masse ^  soweit   es  sich   nm  Öebnrten 
und  Sterbefälle   hauilelt,  als   stetig  in   bexug  auf  den  Verlauf  zu  bi 
trachten    und    die    aus   dieser  Vorstellung  entsprungene   geometrisch" 
Darstellung   0.  Zeuners^)   zu    entwickeln,   beginnen    wir    mit   einefj 
analytischen   Betrachtung,    deren   Ausgangspunkt    eine   Funktion    toj 
unmittelbar  verständlicher  Bedeutung  ist. 

Nach  Knapps^)  Vorgang  wollen  wir  unter  F{t^  x)  die  Menge  der- 
jenigen verstehen,  die  von  einem  festen  Zeitpunkte  an  bis  zur  Zeit  i 
geboren  das  Alter  x  erreicht  haben.  Indem  wir  F(tfX}  als  stetige 
und  nach  beiden  Argumenten  differentü erbare  Funktion  auffassen^  wird 

F(i+  dt,  x)  ~  F{t,  x)  =  f{t,  x)fU  (1) 

die  Menge  jener  im  Zeitintervall  {t,t  +  fit)  öeboienen  sein,  die  daa 

Alter  X  erreicht  haben;  dabei  bedeutet 

s^fil,x),  (2) 

nämlich    der    partielle    Differentiakjuotient   von   F{tj  x)    nach    (,   die 
Üherlehemdiehiigl'eii  der  zur  Zeit  /  Geborenen  im  Alter  x. 
Weiter  ist 

"  I  fit,  x  +  dx)-  fit,  x)-\  df  -  tp  {t,  x)  didx  (S; 

die    Menge    derjenigen    aus    dem    Zeitintervall    [t,  i  +  di)    Geborenen,] 
welche  in  dem  Altersintervall  (x^x-^dx)  sterben;  m  bedeutet  also 

l  =  tp{t,x),  (4; 

oder  der  negativ  genommene  zweita  Diflerentialquotient  von  F{ty'£^ 
nach   t  und  x^   die   HferhemdivhUgkeit   der    zur  Zeit  i   Geborenen  imj 
Alter  x. 

.  Die  Fläche,  die  sich  durch  Interpretation  der  Gleichung  (2)  in 
einem  rechtwinkligen  Raumkot>rdinateneysiem  mit  den  Achsen  OT^ 
OXf  OZ  ergibtj  bildet  die  Gnindlage  der  Zeun ersehen  Darstellung. 
Die  Fig.  20  soll  ein  ideelles  Bild  jenes  Teiles  der  Flä<^^he  geben^ 
von  den  Kurven 

begrenzt  wird. 


1 


[ung. 
dei^ 


1)  Vgl.  3SU  diesem  Artikeh  L,  Perozzo,  Della  rapprenentadone  di  unft 
Cölkctiviti  etc.,  Annali  di  Statiutica  (2),  Xll  (1880),  deutsch  von  W.  Lexi«, 
Jahrb.  r  Kationalök.  u.  ä^tatist.  3/>  (18S0> 

2)  Abhandlrmgen  aus  der  MathematiHchcn  Statistik.     Leipzig  1^09. 
ü)  Die  Bterblichkeit  in  tsathäen,  p.  li*i,  und:   Theorie  dm  Bovölkerang«^ 

wtohselSi  p.  82, 


n,  Abschnitt,    SterblicfakeitameMiug. 
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Die  erste  dieser  Kurven,  b  ^ /Y^  0),  veraoschaiJioht  den  Verlauf 
der  Gi'huriendichlif/keU  und  soll  Gehnrknkurve  heißen;  der  Bogen  (r^G^ 
etiiipriclit  dem  Zeiträume  von  OA^^t^  bis  OA^  =  ff. 

Die  zweite  Kurve,  s  ^  fiti,  x),  zeigt  die  Abnahme  der  zur  Zeit 
Oä^  =  i^  Geborenen  mit  dem  zunehmenden  Alter;  daher  soll  G^S^^ 
die  Äbstm^kutve  fttr  die  Geburtszeit  t^  heißen.  Eine  ähnliche  Be- 
deutung hat  die  dritte  Kurve  z  =  f(i^,x\  namlieh  G^S^,  filr  die  Ge- 
burtszeit 0^  =  t^.  Diese  Kurven  fallen  im  allgemeinen  verschieden 
aus  nicht  bloß  deshalb  ^  weil  di«  relativen  Mengen  der  Geburten  zu 
den  Zeiten  /|,  f^,  dargestellt  durch  A^Gu  A^G^^  verschieden  aind^ 
sondern  weil  auch  auziitiehmen  ist,  daß  die  zu  verschiedenen  Zeiten 
Geborenen  in  ungleicher  Weise  absterben* 

Die  vierte  Kurve  endlich  ^  0  =  fit^x)^  in  der  Figur  S^S^f  ver- 
sinnlicht  den  Zusammenhang  zwischen  der  Geburtszeit  und  dem  Idiehsifm 


Ft».  SO. 


I 


Alter j  das  die  aus  ihr  Stammenden  erreichen.  Hiemach  wäre  OB^^x^ 
das  Alter  der  zuletzt  Geatorljenen  aus  der  Qebnrtszeit  0A^  =  i^  und 
^1  =  ^  +  ^'1  ^  ^1  di®  Erfüllungszeit  dieses  Alters^  wenn  S,  (\  ao 
)gen  wirdj  daß  der  Winkel  HJ\B^  gleich  45''  ist  Die  letzte  Be- 
merkung zeigt  zugleich,  wie  auf  der  Achse  OX  außer  dem  Alter  m 
auch  die  EriilUuagszeit  r  zum  Ausdruck  zu  bringen  iai 

Man  kann  indesaen  für  viele  Zwecke  von  der  riium liehen  Dar- 
stellung absehen  und  lediglich  mit  der  Ebene  OTX  (Fig,  21)  operieren^ 
die    man    sich    auf   zweierlei   Art   mit    Funktiona-  ß       ^ 

werten  belegt  denkt:  einmal  mit  den  Werten  der  "1  ^— ^ 

Überlebenfidichtigkeit  f{tf3t^)j  ein  zweites  Mal  mit      ' 
den  Werten  der  Sterbensdichtigkeit  <^(tfir);  beide -^ 
Werte  gehören  zu  dem  Punkte  Jf(^,  x),   und  die 
BeobachtungBzeit  des  Ereiginsses,  das  diesem  Punkte     ^ 
entspricht,  ist   OC  =  n 

184*  AUg^emeine  Sätze  über  Oesamtlieiten  von  Lebendaii 
und  &estorbeiiaa.  Erster  Sats:  ;,Ist  i(t)  eine  eindeutige  Funktion 
und  £K'^%(t}  die  Gleichung  einer  Kurve  in  der  Ebene  OTX^  so  ist 


/ 


M 


Fig.  %\ 
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daB  über  den  Bogen  M^  M^  (Pig,  22)  dieser  Kurve  erstreckte  Integral 
der  Funktion  fiJjSo)  der  Ausdruck  für  die  Menge  der  ans  der  Zeit 
(^jj  Q  Geborenen,  welche  daB  durch  M^M^  gesetzte  Alter  erreicht 
haben/^ 

Denn  es  ist  tatsächlich 


M,M^ 


Termoge  der  Bedeutung  von  fit^x)  die  Menge  derjenigen,  zwischen 
deren  Geburtszeit  und  Alter  die  Beziehung  :^^  =  xO)  Wstebt. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  Zeunerache  Flache  interpretiert  besagt 
dieser  Satz  folgendes:  Der  Durchschnitt  M\M^P^P^  der  Fläche  Fig.  25 
mit  einem  zur  ^- Achse  parallelen  Cjliuder  gibt  in  seiner  Projektion 
Ä^Ä^Q^Q^  auf  der  TZ-Ebene  die  Menge  derjenigen,  die  in  der  Zeit 
h  t  ^t  gölJören  die  durch 
die  Kurve  MyM^  be- 
grenzten Alter  erreicht 
haben. 


.1? 


yM, 


Fivr.  Sä 


Bei  den  Darstellungen  der  Nr,  1  ^2  würde  diese  allgemeine  Gesanit- 
Jmt  vmi  Ldmidm  durch  die  Zahl  der  Schnittpunkte  bestimmt^  welche 
die  Kurve  M^M^  mit  den  Lebenslinien  ergibt  fl 

Zweiter   Salz:    „Das    Über   eine    Figur   J'"  (Fig,  24)    ausgedehnte  * 
Integral   der  Funktion  tp  {i^  x)^  daB   auch  gleichkommt  dem  im  Sinne 

des    Pfeiles    über    den   Umriß    V   der   Figur    er-fl 
streckten  Integral  der  Funktion  f(f,x)f  bedeutet^ 
die    Menge    der    in    dem    Zeiträume    (t^j  t^)   Ge- 
borenen, welche  zwischen  den  durch  F  bezeichne- 
ten Altersgrenzen  gestorben  sind/' 

Der  eine  Teil  der  Aussage  folgt  unmittelbar 
aus  der  Bedeutung  von  <jp  (t^  x)  als  Dichtigkeit 
der  Hterbefätle  au  der  Stelle  /    x.     Weil  femer , 


d'F%x) 


n.  Abschnitt.    Sterblichkeitsmessung. 
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ff(p  (t,  x)  dtdx fdt  /— g|^  dx 

Bei  geometrischer  Interpretation  an  der  Ze  an  ersehen  Fläche  ist 

diese  allgemeine  Gesamtlmt  der  Gestorbenen  durch  die  TZ- Projektion 

jenes  Teiles  der  Fläche  dargestellt,   der  sich  auf  der  TX- Ebene  in 

die  Figur  F  projiziert  (siehe  Fig.  25).   Bei  den  Diagrammen  der  Nr.  182 

^  wäre   sie   durch  die 

Anzahl  der  Sterbe- 
punkte bestimmt, 
welche  in  die  Figur  F 
zu  liegen  kommen. 

— I      '  T^-** 


0 


tA~m  / 


Fig.  26. 


K ^ 

T 

Pig.  86. 


186.  Kanptgesamtheiten  der  Lebenden.  Unter  der  Menge 
Yon  Gesamtheiten  Lebender  und  Gestorbener  gibt  es  nur  eine  relativ 
kleine  Anzahl  solcher,  die  bei  der  Sterblichkeitsmessung  Verwendung 
finden;  auch  sind  es  nur  wenige,  die  sich,  zumal  in  ganzen  Bevölke- 
rungen, statistisch  leicht  erheben  lassen.  Bezüglich  der  Lebenden 
sind  folgende  Gesamtheiten  von  Wichtigkeit. 

Die  erste  HauptgesamÜieit  der  Lebenden  ist  die  Gesamtheit  der 
Gleichaltrigen.  Sie  ist  im  geometrischen  Bilde  (Fig.  26)  durch  eine 
zu  OT  parallele  Strecke  B^B^  dargestellt  und  zählt  die  Personen, 
die  in  der  Zeitstrecke  (^j,  t^)  geboren  ein  bestimmtes  Alter  x  erreicht 
haben.  Die  Erfüllung  dieses  Alters  erfolgt  aber  nicht  gleichzeitig; 
von  der  ersten  Person  der  Gesamtheit  wird  es  zur  Zeit 


von  der  letzten  zur  Zeit 


vollendet;  ist  also  die  Geburtsstrecke  einjährig,  so  ist  auch  die  Dauer 
der  Erfüllung  eines  bestimmten  Alters  einjährig. 
Analytisch  ist  diese  Gesamtheit  durch 

V^^ff{t,x)dt 
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fiiisgetlrückt;  ein  besoaderer  Fall  derselben  ist  die  Grbmienmmfit  ans 
der  Zeitstn^ke  (/^j  L)j  im  Bilde  durch  die  Strecke  AiAj  vertret*u, 
iinu.lj^tiHch  durch 


n 


'ff(i,0)dt 


JVxC   J^      T 


bestinimt. 

Fllr  die  Bevölkerungsstatistik  hat  diese  Iltnipt^esamtbeit  irm-UT 
theoretische  Bedeutung;  iiire  direkte  Erhebiiiig  ist  uur  dort  mögU  ^i, 
wo  IndividualbeobaehUiug-  geptlogeu  wirdj  also  in  gesehlossenen  t  Je- 
sellgehäiten.  In  der  Bevölkerungsstutik  wird  sie  auf  andere^  zählb  :su-e 
Gesamtheiten  zurück get\lhrt. 

Die  ^wetii^  Hanpt(jmanitheU  fhr  lA'hernhm  i&t  die  Gesamtheit  ^^r 
Gleich^vUigkbvnden  oder  der  (ivzählkH,  Ixn  Bilde  (Fig,  27)  entsprk«At 
ihr  eine  gegen  OTund  OK  gleich  geneigte  Stre-^.'ire 
C\C^.  Sie  umfaßt  Persmien,  weit- he  in  der  Seii- 
strecke (/j,  i^)  gebureu  Kur  Zeit  r  am  Lel^eu 
sind,  gemhH  werden;  die.se] ben  stehen  in  ver- 
schiedenen Altern,  und  zwar  haben  die  jüngste? Ji 
viff,  87.  düs  Alter 

die  äitesten  das  Alter 

so  daß  sie  einer  einjährigen  Altersklasse  angehören,  wenn  die  Gen^^^ 
ration  einjährig  war. 

Der  analytische  Ausdruck  für  diese  Gesamtheit  ist 


<^. 


r, = fnt,  X)  dt  ^ff(t,  t  ~  t)  dt. 


i 


t\c^ 


Diese  Gesamtheit   wird   bei  Volkszählungen   unmittelbar  erhobei 
wenn  die  Gezählten  nach  Kalenderjahren  der  Geburt  geschieden  werdej 
So  stehen  bei  einer  am  31.  Dezember  19fK)  Yorgenommenen  Volki 
Zählung  die  Personen  aus  dem  GeburtBJahre  1850  (d.  i.  vom  1.  Janua    ^J{ 
bis  31,  Dezember  1850)  auf  der  Altersstufe  von  hO  bis  51.  fl 

186.    Hauptgesamtheiteii    iron   G^estorlieneii.      Der   crskB^ 
Hauptgesamtheit   von  Gestorbenen  entspricht  im  geometrischen  Bild  ^ 

(Fig.  28)   ein   Rechteck  BJLB^'B^'  mit  zr 
^—JT    den  Achsen  parallelen  Seiten,     Die  GesamP' 

heit  besteht  aus  Personen,  die  In  der  Zei^    ^ 
strecke  (^j,  f^)  geboren,  nach  Vollendung  de^^^ 
Alters  a\  und  vor  Vollendung  des  Alters  i^^^i 
gestorben  sind.    Das  Sterben  erfolgte  im  y^ 
Bchiedenen  Zeiten,  bei  den  ersten  zur  Zeit 


_^j 


-4^ 


de 

EU 


M, 


^ 


^'       A' 


Fiff.  2«. 
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bei  den  letzten  zur  Zeit 
Im  ganzen  ist  also  zur  Erhebung  dieser  Gesamtheit  der  Zeitraum 

speziell  ein  Zeitraum  von  zwei  Jahren  erforderlich,  wenn  einjährige 
Generationen  imd  einjährige  Altersstufen  beobachtet  werden.  Beispiels- 
weise sterben  die  im  Kalenderjahre  1890  Geborenen  auf  der  Alters- 
stufe von  20  bis  21  Jahren  in  den  beiden  Kalenderjahren  1909 
und  1910. 

Der  analytische  Ausdruck  dieser  Gesamtheit  ist 

Ml  =  ff(p(t,  x)  (Itdx  =-ff{^>  ^i)rf^  -  ffißy  ^2) ^<; 

in  der  letzten  Form  erscheint  M^  als  Differenz  von  zwei  ersten  Haupt- 
gesamtheiten Lebender,  nämlich 

eine  Relation,  die  aus  der  Zeuner sehen  Darstellung  unmittelbar  zu 
entnehmen  ist. 

Die  ztveite  Hauptgesamtheit  der  Gestorbenen  ist  im  Bilde  (Fig.  29) 
durch  ein  Parallelogramm  C^C^C^ C^'  vertreten,  von  dem  zwei  Seiten 
parallel  zu  OX,  die   zwei  andern  unter  45^    ^       jp,  r,a-,     r, 

geneigt  sind.  Sie  besteht  aus  den  Personen, 
die  in  der  Zeitstrecke  (^j,  t^  geboren,  nach 
der  Zeit  r^  und  vor  der  Zeit  r,  gestorben 
sind.  Das  Sterben  geschah  in  verschiedenen 
Altem,  bei  den  jüngsten  im  Alter 


-X 


^. 


ni 


-t' 


x^^t^  —  ^, 


Fig.  29. 


bei  den  Ältesten  im  Alter 

Xj  =  Tj  —  Cj, 

80  daß  sich  die  Alter  in  einem  Intervall  von 

^2  —  Xi  =>  T2  —  r^  -]-  f^       hf 

also  speziell  von  zwei  Jahren  bewegen,  wenn  die  Gestorbenen  aus 
einem  Kalenderjahre  stammen  und  in  einem  Kalenderjahre  beobachtet 
wurden.  So  stehen  beispielsweise  die  im  Kalenderjahre  1900  ver- 
zeichneten Verstorbenen  aus  dem  Geburtsjahre  1850  im  Alter  von 
49  bis  51  Jahren. 
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Analytisch  drückt  sich  diese  Gesamtheit  durch 


it  ^«-' 


-^2  =  /  I  ^{^f  ^)  d^d^ 


t- 


aus;  kann  aber  auch  durch  Hauptgesamtheiten  zweiter  Art  von  Leben- 
den dargestellt  werden,  indem 

ist. 

Die  dritte  Hauptgesamtheit  von  Gestorbenen  ist  im  Bilde  (Fig.  30) 

durch  ein  Parallelogramm  dargestellt,  von  dem   zwei  Seiten  parallel 

X.   a\  r.       r,     y  zn    OT,   zwei   unter   45®   geneigt    sind.      Sie 

'         --W       /'  umfaßt  Personen,  welche  nach  der  Zeit  r^  und 

/       /  nach  Vollendung   des  Alters  rCj,  jedoch   vor 

^^  der  Zeit  r,  und  vor  Vollendung  des  Alters  x^ 

/  gestorben  sind.  Sie  stammen  aus  verschiedenen 

Geburtszeiten,  und  zwar  die  ersten  und  ältesten 

Fig.  30.  aus  der  Zeit 

die  letzten  und  jüngsten  aus  der  Zeit 

4  ^  ^2  ~"  ^n 
die  Zeitstrecke  der  Geburten  hat  also  die  Länge 

Hiernach  gehören  die  während  eines  Kalenderjahres  beobachteten 
Sterbefälle  einer  einjährigen  Altersklasse  zwei  Geburtsjahren  an;  bei- 
spielsweise die  im  Jahre  1910  beobachteten  Gestorbenen  von  30  bis 
31  Jahren  den  Kalenderjahren  1879  und  1880. 

Der  analytische  Ausdruck  dieser  Gesamtheit  ist 


X,     Tj-X 


Sie  kann  übrigens  auch  durch  Hauptgesamtheiten  erster  und  zweiter 
Art  von  Lebenden  ausgedrückt  werden,  und  zwar  ist 

jedoch  beziehen  sich  die  rechts  stehenden  Gesamtheiten  auf  ver- 
schiedene Geburtsstrecken,  die  man  aus  der  Figur  unmittelbar  ab- 
liest, nämlich 
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V^     auf    Tj  —  x^     bis     r^  —  x^ 


X*         X* 


To  Xa, 


x^-x^ 


u  —  x. 


To         X^* 


txt^l     t^i 


t^z 


187.  Blementargesamtheiten  Ton  Oestorbenen.  Die  vorhin 
betrachteten  Hauptgesamtheiten  von  Gestorbenen  kennzeichnen  sich 
dadurch,  daß  im  geometrischen  Bilde  zweierlei  Scheidelinien  an  ihrer 
Begrenzung  teilnehmen;  bei  M^  sind  es  Linien  (t)  und  (x)-^  bei  M^ 
Linien  (t)  und  (r);  bei  M^  Linien  (x)  und  (r).  Wenn  man  bei  zweien 
der  maßgebenden  Größen  ein  einjähriges  Intervall  annimmt,  stellt  sich 
jedesmal  fQr  die  dritte  ein  zweijähriges  Litervall  heraus. 

Für  das  Problem  der  Sterblichkeitsmessung  von  Bevölkerungen 
haben  sich  Gesamtheiten  als  wichtig  und  notwendig  erwiesen^  die  im 
Bilde  durch  Linien  aller  drei  Arten  begrenzt  die  Form  von  Dreiecken 
haben;  man  bezeichnet  sie  nach  Leiis*)  als  ElementargesamÜmten, 
Es  gibt  deren  zwei  Arten. 

Die  Gesamtheit  M\  dargestellt  durch  das  Dreieck  B^  C^  6,  (Fig.  31), 
umfaßt  Personen  aus  dem  Geburtsjahre  {t,  ^  +  1),  die  im  Kalender- 
jahre (r,  r  +  1)   auf  der  Altersstufe 
{Xy  X  -\-  1)     gestorben    sind,     wobei 
zwischen  f,  x   und  x   die  Beziehung 
X  ^  t  +  X  besteht. 

Die  Gesamtheit  M'\  dargestellt 
durch  das  Dreieck  C^C^B^,  vereinigt  ^^, 
Personen  desselben  Geburtsjahres  und 
derselben  Altersstufe,  die  aber  in 
dem  Kalenderjahre  (r  +  1,  r  +  2)  ge- 
storben sind. 

Elementargesamtheiten  von  Gestorbenen  erstrecken  sich  also  auf 
ein  Geburtsjahr,  ein  Beobachtungsjahr  und  eine  einjährige  Altersklasse. 
Ihre  große  Bedeutung  liegt  in  dem  Zusammenhange,  den  sie  mit  den 
Hauptgesamtheiten  der  Lebenden  aufweisen.  Man  entnimmt  der  Figur 
sofort,  daß  die  durch  B^C^  repräsentierte  Gesamtheit  von  Lebenden 
durch  den  Abgang  von  M'  sich  verwandelt  in  die  Lebendengesamt- 
heit CjCg,  und  diese  wieder  durch  den  weiteren  Abgang  von  M"  in 
die  Lebendengesamtheit  C^B^'^  in  Zeichen  heißt  dies: 


j      / 

/       7 

/ 

<  / 

/ 
/ 

X 

T 

> 

k 

Fig.  81. 


V-M' 


r  +  l 


V      —  M"  =  V 


1)  Einleitung  in  die  Theor.  d.  Bevölk.-Statiet. ,  p.  13.  Ihre  Bedeutung  für 
dei^  angeführten  Zweck  rst  schon  von  G.  Meyer,  Jahrb.  f.  Nat.-Ök.  u.  Statist. 
YIII  (1867),  p.  19,  hervorgehoben  und  dann  von  Knapp,  Becker  u.  a.  be- 
gründet worden. 
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Erwägt  tiiaii  nun,  duß  die  Gesamtheit  1%^^  der  Beobachtung  zugäiig-l 
lieh  kt  (Völk^zühlung)j  und  daß  auch  die  Gesarutheiteo  M\  M"  e^j 
hohen  werden  köiiuen  —  man  hat  nur  die  Gestorbenen  nach  Gebnrt»^| 
jabreo   «7;^/  Altersklassen  zti   sondern   — ,  so    bieten   diese   Uelatioüeo 
da«  Mittel  xur  Feststellung  der  Hauptgesanitheiten  erster  Art,  V^^  F^^j, 
von  welrheu   in  Nr.  185   bemerkt  wurde,   daß  sie  der  direkten  Beo!^ 
aclitung  unzugänglich  sind. 

Übrigens  erkennt  man  aus  den  Diagrammen,  daß  jede  Hauptg^ 
sauitbeit  Yun  Gestorbenen,  die  sieb  auf  einjährigen  Intervallen  aufbaut^ 
durch  eine  Diagonale  in  Elemenfcargesamtheiten  zerlegt  wird. 


§  B.     Sterbetafeln, 

IBB.  Sterbetafeln  aas  bevdlkertmgfistat£8tl8Chem  Mate- 
rial. Duii  wissenschaftliche  oder  biologische  Interesse  an  der  St^Tb- 
lichkeitsuntersuchung  wäre  in  erster  Linie  auf  die  Feststellung  tlts  | 
Verlaufes  im  Absterben  einer  Geficration^  d.  i.  der  Geborenen  einrs 
oder  mehrerer  Kalenderjahre  aus  einer  großen  Gemeinschaft,  der  Be- ' 
völkerung  eines  Landes  oder  einer  Stadt,  gerichtet  Diese  Aufgab 
könnte  durch  Beobachtung  der  ans  der  Generation  hervorgehenden 
Elementargesamtheiten  von  Gestorbenen  voraussetziingBlos  nur  dami 
gelöst  werden,  wenn  weder  Ein-  noch  Auswanderung  stattfände.  E'm 
solches  Materiiil  wäre  geeignet,  den  Verlauf  des  Absterbens  so  wohl 
mwk  {(tr  Zeit  wie  nmh  dem  Alkr  darzustellen^  d.  k  die  Hauptgesaiut- 
heiten  der  Lebenden  in  jahreweisen  Absätzen  zu  bestimnien.  Wie 
nämlich  au8  Fig.  B2  ersichtlich,  wären  die  Überkhmdm  nach  1^2^*%*- 
Jf ihren  vom  Begiime  des  Gebnrtsjalires  der  Generation  gerechnet,  durch 
folgende  Zahlenreihe  dargestellt; 

ym 

wobei  F„  die  Geburtenmenge,  also  die  Starke  der  Generation  hedeuH 
die  sich  übrigens  aus  den  beobachteten  Sterbef allen  von  selbst  ergiH 
indem  nach  (1) 

V,  =  M^  +  ^0"  +  ^i  +  Jlf,"  +  •  •  • 

ist.  Dagegen  hätte  man  für  die  Vberl^enden  bn  ihm  Alt^em  vfff^ 
ij  ^,  .7^  -  *  *  Jahrf^n  die  Werte 


(IJ 


V,  =  n  -  M;  -  3/," 
F,  =  \\  -  M^  -  Jtf," 
V^=V^-  3/j'  -  M^' 


(21 
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Fig.  82. 


Diese  Reihe,  am  Anfange  durch  V^  ergänzt,  wäre  es,  die  unter 
der  Bezeichnung 

^07     hf     hj     ' '  ' 

den    Ausgangspunkt    zur    Bestimmung  der    übrigen    biometrischen 
Funktionen  gebildet  hat  (s.  Nr.  177). 

Die    lange    Beobachtungsdauer    ist  q 

jedoch   eines    der  Haupthindernisse   der        

praktischen    Durchführung    dieses   Vor-  ' ^Ö'^^^fC^ ^^ 

ganges.  A,f^^ — v'^v^' — V-^i,. 

Man  könnte  nun  daran  denken,  durch 
Verzeichnung  der  Sterbefälle  eines  Be- 
obachtungsjahres nachHauptgesamtheiten 
dritter  Art    das  Material    zu   gewinnen, 
um  das  Absterben  einer  Generation  darzustellen.    Das  setzte  aber  das 
Vorhandensein    von  Bedingungen    voraus,    die    sich    längst  als  unzu- 
treffend erwiesen  haben.     Es  müßte  nämlich 
das    Absterben    aller    Generationen,    welche 
jener  des  Beobachtungsjahres  bis  zur  längsten 
Lebensdauer  vorangehen,    in  gleicher  Weise 
vor  sich  gegangen  sein  und  aUe  in  Betracht 
gezogenen  Generationen  müßten  von  gleicher 
Stärke  und  gleichartiger  Verteilung  über  das 
Jahr    sein.      Unter    diesen   Voraussetzungen 
wären    nämlich    die  beobachteten,    parallelo- 
grammatischen   Hauptgesamtheiten   3/^,  M^j 
Jlfg,  •  •  •  von  Verstorbenen   gleich  den  korre- 
spondierenden quadratischen  der  Fig.  33,  und 
man  hätte  in  der  Reihe  *^'^  *' 


wäre,   die  Reihe  der  Über- 


wobei wieder  V^  =  Mq  +  M^  -\-  M^  + 
lebenden  nach  dem  Alter,  auf  eine  Generation  bezogen.  Dieser  Ge- 
danke lag  der  von  Halley^)  benützten  Methode  zur  Herstellung  der 
ersten  Sterbetafel  zugrunde. 

Aus  dritten  Hauptgesamtheiten  von  Gestorbenen  und  zweiten 
Hauptgesamtheiten  von  Lebenden  in  bestimmter  Anordnung  und  bei 
Kenntnis  der  Geburtenra engen  aller  in  Betracht  kommenden  Generationen 
ließe  sich  das  Absterben  einer  Generation  angenähert,  aber  nicht  voraus- 

1)  An  estimate  of  the  Degree  of  the  Mortality  of  Mankind  etc.  Philos, 
Trans.  London  XVn  (1693). 
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setzungslos,  ermitteln  *).  Angenommen,  man  hätte  während  der  Kalender- 
jahre (t—  1,  r)  und  (r,  r+  1)  dritte  Hauptgesamtheiten  von  Gestorbenen 
erhoben  und  an  der  Grenze  zwischen  den  zwei  Jahren  eine  Zählung 
nach  Altersklassen  vorgenommen;  My  M^,  V^  seien  die  auf  die  Alters- 
klasse (x,  X  +  1)  bezüglichen  Zahlen.  Fig.  33  zeigt,  daß  die  Ge- 
storbenen aus  drei  Jahrgängen  stammen,  deren  Geburtenmengen  Vq, 
Fq',  Vq"  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Nimmt  man  nun  an,  daß 
die  Gestorbenen  eines  Geburtsjahres  und  einer  Altersklasse  sich  nach 
Geburtszeit  und  Alter  gleichförmig  verteilen,  so  sind  die  beiden  Ele- 
mentargesamtheiten m"  und  m^',   welche  die  quadratische  Gesamtheit 

aus  dem  mittleren  Geburtsjahre 
zusammensetzen,  einander  gleich; 
wenn  femer  das  Absterben  aller 
Generationen  als  gleichartig  vor- 
ausgesetzt wird,  so  unterscheiden 
sich  die  Elementargesamtheiten  m' 
und  rwi',  m"  und  m^"  nur  insofern 
von  einander,  als  sie  aus  verschie- 
denen Geburtenmengen  stammen. 
Dies  alles  ermöglicht  die  Berech- 
nung von  m"  und  m^  aus  den  be- 
obachteten M  und  M^,  Es  ist 
nämlich 


v: 


Fig    34. 


daraus 

V,: 

und 

ebenso  findet  sich 

Hiermit  erkennt  man  die  Abminderung  der  a;-jährigen  auf  die 


a?  +  1  -jährigen  für  die  Generation  Fq',  indem 

auf  diese  Generation  oder  irgend  eine  andere  aus  dem  Bereiche  lassen 
sich  alle  Altersklassen  reduzieren. 

In  dem  Maße,  als  gewisse  gleich  anzuführende  Voraussetzungen 
zutreffen,  ließe  sich  durch  eine  einmalige  Zählung  der  Lebenden  und 

1)  W.  Lexis,  Einleit.  in  d.  Theor.  d.  Bevölk.- Stat. ,  p.  39. 
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C4'     A 


Pii?.  SS, 


ihre  Scheidung  nach  Altersklassen  ein  angenähertes  Bild  des  Ab- 
Sterbens   einer  Generation  gewinnen.     Diese  Voraussetzungen   wären: 

1)  Das  Gesetz    des  Absterbens  ist  unabhängig  yon  der  Geburtszeit; 

2)  innerhalb  eines  engen  Gebietes^  etwa  innerhalb  eines  Quadrates 
mit  einjährigen  Intervallen,  darf  die  Zeun ersehe  Fläche  durch  eine 
Ebene  ersetzt  werden;  3)  die  jährlichen  Geburtsmengen  der  der  Zählung 
Yoraasgehenden  Periode  von  etwa  ItXJ  Jahren  sind  bekannt. 

Vermöge  der  zweiten  Voraussetzung  projizieren  sieh  die  beiden 
durch  die  Mitte  des  quadratischen  Feldes  Fig.  35  gelegten  Vertikal- 
Bchiiitt©  J\By^  (\(\  der  Fläche  in  die  Ebene  TOZ  (siehe  deren  Um- 
legung) als  gerade  Linien  B^' B^% 
G^C^j  infolgedessen  sind  die  Flächen 
A^  A^B;  B,\  A,  A,  (  V  ^  V  inhalts- 
gleich j  d,  h.  die  durch  B^^B^,  (\C^ 
dargestellten  Hauptgesamtheiten  von 
Lebenden  gleich  groß;  die  erste,  V^^ 
ist  die  Gesamtheit  der  r/: -jährigen 
Überlebenden,  die  andere,  zählbare 
Gesamtheit  V^  die  der  Überlebenden  zur  Zeit  r  zwischen  den  Altern 

a:  —  -^  und  X  +  ^^  j  beide  Gesamtheiten  aus  demselben  Geburtsjahre 

[ij  i  +  IJ  stammend.     Dabei  gilt  die  Beziehung 


x^i  +  x^  _. 


Setzt    man    beispielsweise    t  -*  1880 ,    ar  =  20 ,    so    ergibt    sich 

r  ^  1900  +  --,  d.  h.   wenn  man  hei  eioer  Zählung  am  1.  JxiH  1901 

die  Personen  zusammenlaßt,  die  aus  dem  Geburtsjahre  1880  stammend 

in  dem  Altengintervall  von  19^     bis  20^^    leben^  so  erhält  man  damit 

einen  angenäherten  Wert  der  Gesamtheit  der  20-jälirigen  aus  jenem 
Geburtsjahre.  Denkt  man  sich  dies  für  alle  Ältersjahre  durchgeführt 
und  die  K^  auf  mie  Geburtenmenge,  etwa  die  des  Zahlungsjahres  (1901), 
reduziert  [Voraussetzung  3)J^  so  wäre  damit  ein  beiläufiges  Bild  der 
Äbsterbeordnung  gewonnen.  Auf  die  ersten  Altersjahre  dürfte  jedoch 
die  Voraussetzung  2)  nicht  angewendet  werden. 

Auch    in    eiüer   andern   Art    könnte   das  Verfahren   durchgeführt 
werden.     Setzt  man  z.  B.  t  =  1902   (31.  Dezember)   und  x  =  30,  so 


wird  t  =-  1871—  und  ^  -j-  1  =  1872—,  d.  k  xählt  man  am  31.  Dezember 

1902  die  Überlebenden,  welche  der  Geburt,  nach  aus  dem  Zeiträume 
vom  L  Juli  1872  bis  &X  Juni  1H73  stammen ^  so  ist  damit  eine  an- 
genäherte Bestimmung  der  Gesamtheit  der  überlebenden  30 -jährigen 
aus  dem  bezeichneten  Zeiträume  gewonnen.    Die  Zählung  würde  sich 


^  aus 


Iche  Stati 


einfrich  gestalten^  wenn  man  von  Yorntereio  allö,   die  in  der  xw#i 
Hälfte  dea  Kalenderjahres  1H72  und  in  der  erst^en  Hälfte  des  Jubr^  \sl'^ 
geboren  sind,  mit  dem  Geburtsjahr«  1-^72  Terzeichnete^). 

189,  Fortsetzung.  Die  Erfnrscliung  des  Absterben^  einer  (ieiie 
ration  darf  nueli  tlein  vorgeführten  als  ein  Ziel  bezeichnet  werdent 
dem  hente  nnd  wolil  noch  auf  lange  hiiiEiis  nur  theoretieche  Be- 
deutung zukommt 

Üi^jegen  läßt  sieh  durch  geeignete  Verbindung  von  Volkszäblüngs- 
ergebnissen  mit  entsprechend  angelegten  Totenregistern  eine  Zaklew 
reihe  gewinnen^  welche  formell  die  Struktur  einer  Sterbetafel  auliveist^ 
von  der  Sterbetafel  einer  Generation  aber  dadurch  abweicht,  daß  sie 
die  Abraindernng  der  einzelnen  Altersklaasen^  die  ihnen  entsprecheß^ 
den  Lebenswahrscheinlichkeiten,  aus  ebenso  vielen  vermhiedmm  6eae* 
rationen  ableitet.  Weil  die  Grundlage  einer  solchen  Tafel  in  der 
Altersgruppierung  der  tieaählten^  also  gleichzeitig  Lebenden  heatebi 
hat  Zeuner^J   sie   als  j^Sterbetafel   gleichzeitig  Lebender^   bexeichm't 

Wenn  man   über  den  Wert  einer  solchen  gegenüber  der  Skrbe^ 
tafel  einer  Ijeneration  urteilen  will,  so  muß  man  auf  den  angestrf'bt^ii 
Zweck  Rücksicht  nehmen.    Vom  Standpunkte  der  Hiologie  müßte  den 
Sterbetafehl  von  Generationen  der  höchste  W^ert  beigemessen  werdio; 
die  Vergleichung   mehrerer   derartiger  Tafeln    auf  die   verschiedeneD 
biologischen  Funktionen  hin  würde  zu  wichtigen  Aufschlüssen  führen 
Über  die  Veränderung  in  der  Lebenstraft  der  Bevölkerung^  aus  det 
die  Generationen    hervorgegangen    sind.     Immer   aber   wäre   in  emer 
Sterbetafel  einer  Gener-ition  nichts  mehr  alb^  ein  historischer  Berichi 
über  eine   bereits  abgestorbene   mensehliche  Masse  zu  erblicken,  der 
zu   Schlüssen    auf  die   Gegenwart   streng  genommen   nicht  verwendest' 
werclen  dürfte, 

HRndelt    es    sich    um  praktische   Zwecke^    dann   wird  eine  Tafe  ^ 
gleichzeitig  Lebender  den  Vorzug  verdienen^  namentlich  während  eine: 
Periode^  die  über  den  Zeitpunkt  der  Entstehung  der  Tafel  uiciit  all/j 
weit  hinausgeht*    Denn  die  angestellten  Untersuchungen  weisen  daran 
hin,  daß  die  auf  die  Sterblichkeit  der  einzelnen  Altersklassen  bezfig 
liehen    Kelativzahlen    —    von    den    untersten    Klassen    abgesehen    -^^'^^ 
wenigstens  innerhalb  der  bisher  beobachteten  Zeiträume  |  vgl  Kr.  172  d}~...-^J 
nur  zufälligen   Schwankungen    unterworfen   sind,    daß  also    innerhaU^^^^ 
nicht   XU    weiter  Zeitgfenzen    von   festen   Lebens-  und   Sterbenswahr- 
scheiulichkeiten   gesprocheo    werden   könne.      Der  Unterschied   beider 
Tafelarteu   aus  dieseni  Gesichtspunkte   möge  aus   dem  folgenden  Bei- 
Bpiele  beurteilt  werden.    Wendet  man  eine  im  Jahre  190(3  konstruiert^^* 
|-T&fel  gleichzeitig  Lebender  im  Jahre   1930  auf  30 -jahrige  Personew^^ 


1)  Vgl.  er  Znnnur»  ÄV*bandluijgea  etc, ,  p.  Ulff. 
t)  AbhancUungtn)  etc.,  p.  5S. 
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^,  m  y^^rgleicbt  man  diese  mit  einer  Generatioi]  j  die  um  30  Jiihre 
^vtrückliegt;  kormte  man  auf  dieselben  Personen  eine  im  Jahre  IIHMJ 
fertig  gewordene  Tafel  einer  Generation  anv^enden,  so  käme  das  einer 
Vergleiehnug  dieser  Personen  mit  einer  um  rnnd  180  Jalire  zurück- 
Hegenden  rteneratiLio  gleich;  eä  unterliegt  keinem  Zweifel,  welche  Ver- 
gleichung  statthafter  ist. 

Diese  Erwägungen  können  eelhstverstäadlieh  nur  auf  theoretischen 
Wert  Anspruch  erhebt^Uj  da  Sterhetafebi  von  üenemtiüBen  überhaupt 
nicht  vorliegen. 

Zur  Sache  selbst  übergehend  nehmen  wir  an,  das  Ergebnig  einer 
Zürn  Zeitpunkte  t  ausgefiibrten  A^olkszahlung  sei  derart  geordnet,  daß 
die  gezählten  Personen  (des  männlichen,  des  weildiehen  Geschlechtes) 
nach  Geburtsjahren  oder,  was  dasselbe  ist,  nach  einjährigen  Alters- 
klassen geordnet  seien,  vorausgesetzt  nämlich^  daß  die  ZUhhiuj^  an 
der  Grenze  zweier  Kalenderjahre  stattgefunden  hat  Dadurch  sind 
Hauptgesamtheiten  zweiter  Art  von  Lebenden  festgestellt.  Eine  solche 
Gesamtheit  sei  die,  welche  der  Strecke  6jt*j  Fig.  3i>  entspricht,  und 
heiße  F^;  sie  umfaßt  Personen,  welche  aus  dem  Geburtsjahre  (7,  ^+1} 
stammen,  oder  anders  ausgedrückt,  welche  im  Alter  von  .r^r  — ^— 1 
bis  5^+1  Jahren  stehen.  Solcher  Gesamtheiten  gibt  die  Volks- 
zählung so  viele,  als  sie  Altersklassen  vini  Lebenden  antrifft,  also 
rund  10<J. 

Weiter  seien  in  dem  der  Zählung  vorangehenden  und  dem  nach- 
folgenden Kalenderjahre  die  Totenregister  derart  geführt  worden,  daß  sie 
Mvmenkmjesamihi'ii4m  von 


Ör 


iV^i  jr#jf  ,t**j  Ä" 


^J 


/  -^  ' 


k 


Gestorbenen  zu  entnehmen 
geataitten.  Som  i  t  kennt  man 
auch  die  beiden  FMementar- 
gesamtheiten  M%  M*\  die 
an  V^  anstoßen  und  geo- 
metrisch  durch   die    Drei- 
ecke n,(\(\,  f\C^B^  ver-  f., 
sinnlicbt    sind;    die    erste 
zälilt  tlie  Verstorbenen  der 
Altersstufe  (x^  x  +  1)  aus  €*i 
m    vorangehenden,    die 
ite    die     Verstorbenen     T 
derselben   Altersstufe    aus 
dem  nachfolgenden  Kalen- 
derjahre,   beide    aus    dem    Geburtsjahre    [tj  /  +  1). 


r\g  se. 


Aus    diesnn    drei 
Daten   berechnen  sich  —  von  Wanderungen  abgesehen  ^  diu  beiden 
_  Uesanitheiten; 
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und  daraus  die  Le)>enswaliraeheiiilichkeit  der  .1*- jährigen: 


K- 


'*  +  ! 


wie    eine   fiktive  Gesftoitheit  von  l^  fe- 


Aiif  solche  Weise  erhält  man  eine  vollständige  Reihe  von  Lebeua- 
wah  r  seh  e  i  n  li  eh  ke  l  ten :  . . 

Pa^    Pu    Ihr     -'- 

aus  der  aich  die  Werte  aller  andern  bionietrischen  Funktionen  ableiten 
lassen^  insbesondere  die  Zahlen  der  Überlebenden;  man  wäldt  zu 
diesem  Zwecke  eine  (runile)  Zahl  /^  ak  Busis  und  rechnet  snece&sjTe; 

h-2>okf     h-Pihf     h-Pnhf     -i 

diefl#   Zahlen   drücken   aue 

horenen  mit  fortschreitendem  Alter  abnimmt. 

Die  voi^efuhrte  Methode  haut  sich  anl'  der  Voraussetzung  auf, 
daß  die  Voikszähluug  an  einer  Jahreswende  stattfinde.  Ist  dem  nicht 
so,  erfolgt  die  Volkszahlung  zu  einem  andern  Zeitpunkte^  z*  B.  wie  in 
Deutschland  am  L  Dezember  (Mittemacht  vom  30.  November  auf  den 
1.  Dezember),  so  ist  eine  Fortsehrethung  ihrer  Ergebnisse  bis  zuf 
nächsten  Jahreswende,  beziehungsweise  eine  detailliertere  Nachweisimg 
der  Geburts*  und  Sterbefitlle  im  Kalenderjahre  der  Volkszählung  er- 
forderlich.  Dieser  letztere  Vorgang  soll  an  dem  Beispiele  der  von 
Zeuner*)  durchgeführten  Konstruktion  von  Sterbetafeln  für  die  GeJ 
eamtbevölkeruug  des  Königreiches  Sachsen  erläutert  werden.  ^ 

Die  Volkszählung  zur  Zeit  r  --  &  (Pig-  3"^};  ^o  ^  einen  Bruchtetl, 

hier  rg,  des  Jahres  bedeutet,  trifft  die  Personen  aus  dem  Geburtsjahre 

(ty  t  +  1)     in     den     Altersgrenzen    ^  —  0     nnd    x+  i  —  8    (wob^fl 
iT « r  —  ^  "  1),    während    eine    an    der   Jahreswende    r    selbst    vor- 
genommene   Zählung    sie    in    der    Altersklasse    (x^  jü  +1)    antreffen 
würde.     Um   nun  aus   dem  Zählungsergebnis,  das  geometrisch  durch 
Ü/Cy  dargestellt  ist  und  mit  V%-ß  bezeichnet  werden  sollj  die  beidei 
Gesamtheiten 


V        V 


abzuleiten,  die   in   der  Figur  durch  die  Linien  B^C^j   Ci^,  vertreten 
sind,    ist    die  Beobachtung  folgender   Gesamtheiten  von   GeBtorbeuei 
not^vendig: 

jVj':  Personen,  welche   in  der  Zeit  (r  —  ö,  r)  vor  Vollendung  di 

Alters  X  gestorben  sind; 

M^':  Personen,  che  im  Kalenderjahre  der  Zählung,  aber  vor  dieser, 
nach  Vollendung  des  Alters  x  gestorben  sind; 


] 


1)  Zeit«ch?.  d.  Königl  S^hs,  Statbt.  Bur.  XI  (1804). 
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M^:  Personen^  die  im  Kalenderjahre  der  Zählnng,  aber  nach  dieser 
und  nach  Vollendung  des  Alters  x  starben; 

M":  Personen,  die  in  dem  folgenden  Kalenderjahre  vor  Vollendung 
des  Alters  x  +  \  starben, 

alle  stammend  aus  dem  Geburtsjahre  {t,  <  +  1).     Die  Figur  läßt  dann 
unmittelbar  erkennen,  daß 

r, +,  =  F, _«  -  (M/  +  M^  +  M") ; 


daraus  ergibt  sich  wieder 
die  Lebenswahrscheinlich- 
keit der  x-jährigen: 

«    ^'^^ 

So  ei^ab  beispiels- 
weise die  sächsische  Volks- 
zählung vom  1.  Dezember 
1890  an  Lebenden  männ- 
lichen Geschlechtes  aus  dem 
Geburtsjahre  1888 


r/  x^f  T~o  V 


Fig.  37. 


F,_e  =  46443; 


femer   lieferten   die   für   diesen  Zweck   besonders   angelegten  Sterbe- 
register folgende  Daten: 

M^  =  6  (Gestorbene  unter  zwei  Jahren  aus  dem  Dezember  1890, 
geboren  1888); 

M^'  =  591  (Gestorbene  über  zwei  Jahren  aus  Januar  bis  November 
1890,  geboren  1888); 

Jfcfi'"==  135  (Gestorbene  über  zwei  Jahren  aus  dem  Dezember  1890, 
geboren  1888); 

M"  =  591  (Gestorbene    unter   drei  Jahren  aus  dem  Jahre  1891, 
geboren  1888); 

daraus  berechnet  sich 

F,  «  46443  -  6  +  591  ==  47028 

Fg  ^  46443  -  (6  +  135  +  591)  ==  45711, 

46711 


Ä- 


47028 


0,97200. 


In  der  untersten  Altersklasse  (0,  1)  entfällt  die  Gesamtheit  M^ 
und  es  treten  an  ihre  Stelle  die  Geborenen  aus  der  Zeit  (r  —  0,  r), 
die  jedoch  additiv  in  Rechnung  zu  stellen  sind. 

Osnbar,  W«2uvolieijii/oiüceitfnohattng.  ^iW 
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IdO.  Bie  DoutBOlie  Sterbetafel.    Die  vorstehenden  Prinzipien 

sind  bei  der  Konstniktion  der  Deutschen  Sterbetafel  tou  1887 ')j  der 
ersten,  welche  die  Sterblichkeit  der  deutschen  Reichsberölkerung  dar- 
stellt^ zur  Anwendung  gebracht   worden.     Um   der  Berechnung  eine 
mtiglichst   breite   Grundlage  zu   geben  und  dadurch  den  Einfluß  der 
unvemieidlichen    Fehler    nach    Möglichkeit    einzuschränken ^    sind    die 
Ergebnisse   dreier  Volkszählungen,    derjenigen    in    den    Jahren  1871^ 
1875  und  1880,  und  die  Sterbefiille  aus  dem  Zeiträume  1871  bis  1881 
benützt    worden,    wobei   jedoch    die    beiden    äußersten   Kalenderjahre, 
nämlich    1871    und     1881,    nur    mit   einem    Teile   der   beobachteten 
Sterbefälle    in   Rechnung    kommen.      Selbstverständlich    ist    auch   auf 
die  Wanderungen  Rücksicht  genommen  worden.    Da  die  Volkszählungen 
je  am   1.  Dezember  der  genannten  drei  Jahre  stattfanden,  so  war  die^ 
Fortschreibung    ihrer  Ergebnigse   auf  den  nächsten  JahresBchluß 
forderlieh*   von   dieser   im   vorigen  Artikel  erwähnten  Prozedur  seh© 
wir  hier  ab  und  stellen  uns  auf  den  Standpunkt,  als  hätten  die  Volks-' 
Zählungen  je  am  Ende  der  Jahre  1871,    1875,    1880  stattgefunden. 
Ihre  Ergebnisse   beetehen    dann   in   einer  Grnppiemng  der  gezählteii 
Personen,  nach  dem  Geschlecht  gesondert,  nach  Geburtsjahren,  womi 
auch  ihre  Gruppierung  nach  ÄlterskloBsen  gegeben  ist. 

Aus  der  für  eine  Jahreswende  durch  Zählung  festgestellte!? 
Gruppienmg  läßt  sich  die  für  eine  andere  Jahreswende  geltende 
Gruppierung  rechnungsmäßig  feststellen,  wenn  in  der  Zwisehenzei^fl 
Geburten,  Sterbefälle  und  Wanderungen  in  entsprechender  Weise^ 
registriert  worden  sind;  man  nennt  diesen  Vorgang  die  Fortschreibung, 
beziehungsweise  Rückschreibung  der  betreffenden  Volkszählungsergeb- 
nisse. Unter  den  hierfür  erforderlichen  Elementen  sind  en  die  Wande- 
rungen, über  welche  namentlich  mit  Rücksieht  auf  die  Alters  Verhält- 
nisse nur  unvollkommene  Aufzeichnungen  vorliegen;  dies  notigt.  dazu, 
die  Alters  Verteilung  der  Wauderungsgcwiime  und  -Verluste  auf  hypo- 
thetischem Wege,  durch  ein  Ausgleichungs verfahren,  festzustellen. 
Hierin  liegt  der  Grund,  warum  die  Fortschreibung  der  Zählung  von 
1871  zum  Schlüsse  des  Jahres  1875  und  die  Rückschreibung  jener 
von  1880  zu  demselben  Zeitpunkte  imter  einander  und  mit  dem  un- 
mittelbaren Ergebnisse  der  Zählung  von  1875  differierende  Alters* 
gruppierungen  ergeben  haben;  um  diesen  Widerspruch  aufeuheben,  ist 
aus  den  drei  Zahlen  jeder  Altersklasse  das  arithmetische  Mittel  ge^| 
nommen  worden,  mit  der  Maßgabe  jedoch,  daß  dem  unmittelbaren 
Ziihlungaergebnisge  das  doppelte  Gewicht  verliehen  wurde.  Aus  der 
auf  diese  Weise  rechnungsmäßig  hergestellten  Altersgruppierung  zi^| 
Ende  1875  hätten  nun  die  Altersgruppierungen  für  die  Jahreswenden 
von  1871/72  bis  1880/81   berechnet  werden  können,  wodurch  z*  B.  mit 


1)  Monatah.  E.  Statiat.  d.  Dflutsehen  Beicbü,  Jahrg  lö  BT,  Not  .-Heft,  p.  t-66-r 
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Wj  ,  m^  ;     von 

Ä  I   i 


Rackacht  auf  eine  Altersklasse  (32,  33)  die  in  Fig.  38  durch  CqCq, 
Ci  6\',  C,  C,',  "  '  Cq  Cg'  dargestellten  Gesamtheiten  von  Lebenden  er- 
halten worden  wären.  Da  femer  die  aus  der  Figur  ersichtlichen 
Elementargesamtheiten  m^',  m^';  m^',  m^';  iWg",  •  •  • 
G^torbenen  be-  ^^^»^^k^ 

obachtet  worden      />      jgjjBiS^Jg^    s 

C/f r — Ty- — ;-= 7 

sind,  SO  wären  alle  '     ■''    ''    -^' 

Hil&mittel    vor- 
handen gewesen,   f^^ 
um   die  Lebens-   fs^ 
oder      Sterbens-   ,g^, 
Wahrscheinlich- 
keiten der  32-jäh-         — 


J  /V  //  //////// 
A4  /  /  /  /  /  /  /  /  / 

1%;/  X    X   y    /    /    /    /    / 


y/  / 


rigen,  so  weit  sie  '^^  . 
aus  den  zehn  6e-  f^** 
burtsjahren  1839  ,a^ 
bis  1848  stam- 
men, zu  bestim- 
men, und  ähnlich 
für  aUe  andern  AI-  '^**L 
tersklassen.  Die- 
ser detaiUierte 
Vorgang  ist  je- 
doch nur  beispielsweise  flir  eine  Altersklasse,  nämlich  für  Männer  von 
32  bis  33  Jahren  ausgeführt  worden  und  ergab  das  folgende  bemerkens- 
werte Resultat: 


Fig.  S8. 


32—88  Jahre  alte  Männer 

Hierza  eine 

Rechnungs- 
mäßige Zahl 
d.  Überleben- 
den im  Alter 
v.  32  Jahren  *) 

Elementarge- 
samtheit von 

Davon  sind  bis 
zum  Alter  von 

Sterbens- 
wahrschein- 

||| 

Ic^ll 

111 

stamme 
aus  d. 
burtsja 

Anzahl») 

Gestorbenen") 
u.  der  Wande- 
rungsgewinn 

33  Jahren  ge- 
storben *) 

lichkeit  d.  32- 
jähr.  Manner 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

1871 

1839 

276  289 

1667 

276  946 

3108 

0,01122 

1872 

1840 

278  179 

1618 

279  697 

3011 

0,01077 

1873 

1841 

280  661 

1670 

282  221 

2867 

0,01012 

1874 

1842 

293  498 

1403 

294  901 

2766 

0,00938 

1876 

1843 

276  610 

1306 

276  915 

2749 

0,00993 

1876 

1844 

283  713 

1273 

284  986 

2660 

0,00930 

1877 

1846 

292  720 

1341 

294  061 

2763 

0,00940 

1878 

1846 

276  749 

1313 

278  062 

2660 

0,00963 

1879 

1847 

266  960 

1143 

268  063 

2496 

0,00931 

1880 

1848 

280  217 

1086 

281  302 

2630 

0,00936 

1)  Mit  Bezug  auf  die  Figur  die  durch  C^C^\  C^C^\  "'  C^Og'  dargestellten 
Gesamtheiten.  2)  Es  sind  dies  die  Gesamtheiten  Wq",  Wj",  •  •  •  m/'. 


3)  Die  Gesamtheiten  B^C^',  Co  C^\    ••  C^'Cg. 

4)  Es  sind  dies  die  Summen  w^"  +  Mq\  m^"  +  m^\ 
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AiiB  den  7*ufälllgeii  Seliwankangen  der  Sterbens wahrscheiiiliehkeit 
während  der  zehn  Jahre  leuchtet  die  Tendenz  ihrer  Abnahme  deut- 
licli  hervor.  fl 

Um  für  jede  Altersklaj^ae  nur  einen  auf  das  ganze  Material™ 
basierten  Wert  der  Sterbens  Wahrscheinlichkeit  zn  gewinnen^  wurde  die 
Summe  der  in  der  Bpalte  5  angegebenen  Überlebenden  und  die  Summe 
der  in  der  Spalte  G  angeführten  Gestorbenen  gebiblet;  der  Quotient 
der  letzterer  Summe  durch  die  erstere  ergab  die  Sterbenswahr- 
dieiulichkeit  M 

Was  die  Summenzahlen  der  Überlebenden  betrifft,  so  dienten  m^ 
ihrer    Bildung    die    summierten    Bevölkerungszahlen    der    betreffenden 
Altersklasse   an  den  Jahreswenden  der  Periode  1871/72  bis   18H0/Hl| 
also  die  Summen; 

ferner  die  summierten  Eleraentargesamtheiten  von  Gestorbenen; 

M"  -  m,"  +  m,"  +  . . .  +  ».,"5 
endlich   eine  Korrektur  wegen  der  Unregelmäßigkeit  der  Wanderunj 

aus  diesen  Daten  ergibt  sich  die  Zahl  der  Überlebenden  für  die  nute: 
Altersgreni«:       '  y^^y^^^^r^^^ 

Die  Summenzahl  der  Gestorbenen  hingegen  ist; 

Daraus  berechnet  sich  die  Sterbens wahracheinliehkeit  der  J'-jahrigeiisl 

Auf  Grund    der  a.  a.  0.    gegebenen  Übersichten    stellt    sich   bei- 
spielsweise für  die  Altersklasse   (20  bis  21)  und  das   männliche  Gi 
schlecht  die  Rechnung  wie  folgt: 

f;  =  3  611G32 
W=       +332 


fWp     ^ 

1745 

um 

<'  = 

145!» 

m,"  = 

1282 

<  = 

1261 

ff 

»h,   = 

1253 

<'  = 

1247 

<'  = 

1273 

<'  = 

1273 

ff 

laoo 

M"  = 

iaü73 

»»0 

m,' 

in,,' 


=  1589 
=  1503 
=  1320 
=  1255 
=  1292 
=  1289 
=  1293 
=  1305 
=  1336 
=  1330 

13512 


n.  Ätwclimtt,    SterbliclikeitBmei&img'. 
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» 


3611632  +  13*J73  +  332  -  3625637 
13673  +  13512  =  27185 


Die  80  bestimmten  Sterbenswahrsclieinlichkeiten  sind  einer  Au&- 
gleicbnng  (a.  Nr,  196)  unterworfen  worden;  mittels  der  amge^/liefienm . 
Sterbenswahrscheinliehkeiten  wurde  sotlann  mit  Zugrundelegung  der 
BbsIb  100000  für  die  Lebendgeborenen  (0-jäbrig6n)  die  Sterbetafel 
selbt  konstmiert.  In  etwas  abgeänderter  Anordnung  ist  dieselbe  in 
Tafel  II  am  Ende  des  Bucbes  mitgeteilt  Über  die  Bedeutung  der 
Kolunmen  ist  nach  dem  vorgeführten  nichts  weiter  zu  bemerken^  biB 
auf  die  Kolumne  mit  der  Überschrift:  BeTölkenmg  L^. 

Die  Zahlen  dieser  Kolumne  bezeichnen  die  Altersgruppierung^ 
welche  eine  statiomrf  Bcvölkemn^  mit  100000  jährlichen  Lebend- 
geburten aufweisen  würde,  d.  i,  eine  Bevölkerung,  in  welcher  alljähr- 
lich dieselbe  Zaiil  von  Kindern  lebend  geboren  wilrde  und  eine  ebenso 
große  Zahl  von  Personen,  stets  nach  dem  Gesetze  der  Sterbetafel, , 
stürbe  j  wobei  auch  noch  die  Geburten  sich  immer  gleichmäßig  über 
dm  Jahr  verteilten.  Eine  wirklkhc  Bevolkernng  richtet  sich  nach 
dielten  Zahlen  schon  deshalb  nicht,  weil  wegen  des  allenthalben  be* 
obachteten  Überschusses  der  Geborenen  über  die  Gestorbenen  ein  An- 
wachsen der  Bevölkerung  und  daher  auch  tin  Anwachsen  der  jähr- 
lichen Geburten  itattfindet. 

Was  die  Ermittelung  der  Zahlen  L^  aus  den  Zahlen  der  Über- 
lebenden l^  und  den  Zahlen  der  Gestorbenen  d^  anlangt,  so  kann  sie 
in  erster  Näherung  in  folgender  Weise  geschehen.  Von  den  l^  Per- 
sonen^ w^elche  das  Alter  x  überleben,  sterben  vor  Erreichung  des 
Alters  X -\' \  im  ganien  ''^  =  ^j- ^  ^j^+i  Personen;  diese  Gesamtheit 
zerfällt  in  zwei  Elemeutargesamtheiten,  die,  wenn  mau  sich  die 
Sterbefälle    gleichmäßig    über  die  Altersklasse   verteilt  denkt,    gleich 

stark  und  von  der  Größe  ^  d^    sind;    bringt    man    eine    dieser   Ele- 

mentargesaratheiten  von  i^  in  Abzug,  so  erhalt  man  (b,  Nr,  187)  die 
Ajisahl  derjenigen  Personen,  welche  zwißchen  den  Altem  x  und  x+\ 
glmduseitig  leben;  also  ist  unter  diesen  Annahmen 


(1) 


Eine  dem  Gange  der  Zahlen  besaer  angef>aßte  Bestimmung  von 
L^  ist  bei  der  Konstruktion  der  Deutschen  Sterbetafel  befolgt  worden. 
i  Denkt  man  sich  die  durch  die  Zahlen  l^,  und  d^  der  Tafel  ausgedrückten 
■    Flauptgesamtheiten  als  zu  einer  Generation  gehörig,  so  sind 


(/,_j  =a,     ri, -t, 


f^.+i=<^ 
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V 


fi.y 


V, 


Fig.  39. 


durch  drei  neben  einander  liegende  Quadrate  (Fig.  39) , 

durch  deren  Trennungslinien  B^G^^  ^\^%y  ^^^  das  unbekannte 

K 

durch  die  Diagonale  C^C^  des  mittleren  Quadrates  dargestellt.  Teilt 
man  auch  a  und  c  in  die  beiden  Elementargesamtheiten  ^  so  handelt 
es  sich  darum  ^  aus  den  der  Tafel  entnommenen  Hauptgesamtheiten 

a,hyC  von  Gestorbenen  nach  einer  plau- 
sibeln  Annahme  die  Elementargesamt- 
heiten «1,  «8,  /?!,  ft,  yi,  y,  zu  be- 
stimmen*, ist  dies  geschehen^  so  ist 

M--^-----.^ — a..--.x_  i.  =  i.-A,  (2) 

wie  die  Figur  unmittelbar  erkennen  laßt. 
Die  Annahme  soll  nun  darin  bestehen, 
daß  die  sechs  Elementargesamtheiten  eine 

arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden;  man  hat  dann  zu  ihrer 

Bestimmung  die  Gleichungen: 

«j  +  or,  =  a 

yi  +  y«  =  c 

«,  -  .3aj  +  3/3,  -    ft  =0 

«,-3A  +  3|8,-    y,  =0 

/3,  -  3/3,  +  3^1  -  y,  =  0. 
Die  Determinaute  des  Systemes  der  Koeffizienten: 

1       1       0      0      0      0    I 

0  0       1       1       0      0' 

0  0  0  0  11 
1-3  3-1  0  0 
0       1-3       3-1       0 

0  0      1-3      3-1 

hat  den  Wert  —  64;  die  zu  ß^  gehörige  Zählerdeterminante: 


1 

0 
0 
1 
(> 


1 
0 
0 
3 
1 


a  0 

h  1 

c  0 

0  -1 


0 
0 
1 
0 


0      0 


0      3-1 
0-3      3 


0 
0 
1 
0 
0 
■1 
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bereclinet  iich  »u  —  4(8t  +  ö  —  c);  mithin  ist 
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und  daher  nat'h  (2): 


.         b        a  —  € 

^1  ^  T  +  -iT 


^         ^         2  16 


(3) 


So  ergibt  sich  auf  Grund  der  Kolumoen  (^,  d^  von  Tafel  II  für 
10  bei  dem  männlichen  Geschlechte 


A„     =     62089     -     ^      -      «2-263     _      gjggg 


^10 


&la  die  ZaM  derjenigen^  welche  voa  100000  Lebendgeborenen  milnn- 
lichen  Geschlechtes  auf  der  Alterestufe  von  10  zu  11  Jahren  ghkh- 
i^dikf  leben*). 

191.  SterlblichkeitakurTdii.  Yon  den  biometrischen  Funktionen 
eignen  sich  zur  geo in etri sehen  Darstellung  des  Sterblichkeit^ verlaufe» 
-die  Zahlen  der  Überlebenden  ^  ^^^  die  Sterbenawahrscheinlichkeiten 
■^  am  besten.  Eine  Kurve ^  welche  l^  als  mir  Abscisse  x  gehörige 
HiMiijlite  beBitzt,  zeigt  die  successive  Abnalirae  einer  Grimdmasse  von 
BBwcmnen  mit  ziinehmeTidem  Alter;  eine  Kurve,  deren  Ordinate  q^ 
m  htj  wie  die  Erwartung,  im  Laufe  des  nächsten  Altersjahres  zu  sterben, 
mit  dem  Alter  sich  ändert.     Beide  Kurven  bezeichnet  man  als  Sterb- 

»Ikitkeitshirven. 
Fig,  40  zeigt  ihren  Verlauf  mit  Zugrundelegung  der  Zahlen  der 
Deutschen  Sterbetafel  fiir  das  männliche  Geschlecht.  Der  Ordinaten- 
maßatah  ftir  die  ,,Kurve  der  Überlebendeo"  ist  links,  jener  für  die 
Ip^Kurve  der  Sterbenswahrscheiulichkeiten"  rechts  aufgetragen*  Ührigens 
gibt  die  letztere  Kurve  auch  eine  Darstellung  der  Lebenswahrschein- 
lichkeiten,  wenn  man  die  Alter  auf  der  oberen  BegreriÄungslinie  des 
Diagrammen  abliest  und  den  rechts  befindlichen  Maßstab  umgekehrt 
bezeichnet. 


i^  1)  Von  ftudem  Tafeln  für  ffanzö  BeTÖlkoningen  seien  hier  angeführt:  Die 
vfiische  Sterbetafel,  berechnet  von  Firks  au8  dem  Mittel  der  Sterbetafeln  von 

1867,  1868,  1872,  t876,  1878,  1877  (ZeitBchr.  d.  k,  pr.  Stat  Bur,  188S);  die 
:  sehweüerißdie  St-erbetafel,  gegründet  auf  die  Sterbefalle  ans  der  Periode  1876/77 

bis  lÖöO/Öl  (Schweizer,  Statist.  LYl,  1883);  die  franzutii^s^  Sterbetafel  aus  i3e- 
'  obachtungen  des  Zeitraumes  1877  bis  1881,  nach  fünfjährigen  ÄltersklasBen  fort- 
•  »c breitend  (Stat  d.  !a  France  XJ,  1884);  die  eittflisch^  Sterbetafel  ans  Beobach* 

tnngen    des   Zeitraumes   1871    bis   1880,    znm    großen  Teil    interpoliert,    da  die 

SterbetUIle  nur  nach  5-  nnd  1  D-jährigen  und  nur  in  lien  nnteciten  Jahren  naefa: 

11-jfl.hrigeti  Altenklaasen  aasgewieaen  waren  (Suppl.  of  the  iä***  annual  report  of 
the  Registral- General  of  bixtheB,  deatbs  and  mariages,  1885) ;  die  niederländische 
Sterbetafel,  au»  den  Volkszählungen  am  1,  XIL  1869  und  1.  XU.  1879  nnd  den 
Äwisebenliegenden  Geburten  und  SterbefäUen  von  ?an  Peach  Ij^rechnet  (Bydragen 
Tim  het  statiätiflch  Instituut  X885). 
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Die  Uiitersclii«de  Ewischen  den  beiden  GeBchlechtem  zum  Aus- 
druck zo  hriDgen,  kt  der  gewählte  Maßstab  wenig  geeignet  Dagegen 
zeigt  die  genauere  Verfolgung  der  beiderseitigen  Sterbenswahrsi^hpiu- 
lichkeiten^  daß  im  großen  Ganzen  das  weibliche  Gesehleebt  dem 
männlichen  gegenüber  begünstigt  ist;  nur  in  den  Perioden  9  bis  15 
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und  27  bis  35  erhebt  sich  die  Sterbenswahrscheinliebkeit  des  weit 
liehen  Geschlechte!*  ein  wenig  über  die  des  mäiinlichenj  wogegen  sie 
in  maocheti  Alterslageiij  so  zwischen  50  imd  60,  recht  erheblich 
hinter  ihr  zurückbleibt.  Die  Kurve  der  Überlebfnden  des  weiblichen 
Geeehl echtes  verbleibt  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  oberhalli  jener  des 
männlichen  Geschlechtes,  mit  der  sie  bei  100000  einen  gemeLnsamen^ 
Ausgiingspunkt  hai  ■ 

192.  Sterbetafeln  ans  Beeliaelituiig^en  an  Terslcherten* 
In  Versicherungs-  und  juidern  y,geai'hk>9st^nen'*  Gei^seÜsehaften,  die  üUer 
ihre  Mitglieder  einea  Kataster  führen,  tritt  an  die  Stelle  der  Massen- 
beobachtung die  imiividnvlk  Beobachtung.    Jedes  Mitglied  bleibt  voi 


itpuTikte  seines  Eintrittes  bis  'm  dem  Zeitpunkte  seines  Amhiftes 
E?idenz,  und  die  zwischen  beiden  Tertli^SBeue  Zeit  bestimmt  die 
esem  Mitgliede  ent&preehende  BivbatMunffsdautr.  Was  den  Grrund 
s  Austrittes  aalangt^  so  kann  er  in  dem  Äbknfe  der  Versic^herung^ 
ji  der  NichterfiiUimg  der  Bedingungen,  in  einer  freiwilligen  Ent- 
tebließung  des  Versicherten  oder  in  dem  Ableben  gelegen  sein;  Aus- 
ritte der  letzten  Art  bilden  die  in  der  Gesellschaft  beobachteten 
fodesfäUe. 

Erfolgte  der  Eintritt  immer  nur  an  einem  Geburtstage^  so  würde 

sich  die  Sterblich keitsniessung  einfach  gestalten:  die  Summe  aus  den- 

nigen,    welche    das  Alter  x  in   der  Gesellschaft   überschritten,    und 

igen,  welche  genau  im  Alter  x  eintraten,  gäbe  den  Nenner,  und 

e   Anzahl  jener^   welche  in  einem  Alter  Kwischen  x  und  x  -\-  l  in 

Gesellschaft  gestorben   sind,  den  Zähler  für  eine   empirische  Be- 

immnng   der   Sterbenswahrscheinlichkeit    der  x-Jährigen,    mji%    Be- 

immung  allerdings^  welche  von  der  Geburtszeit  absieht. 

In  Wirklichkeit  aber  geschieht  der  Eintritt  ebenso  wie  der  Aus- 
ritt zu  belieliigen  Zeiten. 

Eine   Person,    welche    im    Alter    x  —  0    eintritt    und   im    Alter 
p  -h  ^'  +  ö'  aastritt  ~  x^  k  sind  positive  ganze  Zahlen^  0,  0*  positive 
ichte  Brüche  — ,  steht  durch  Ä"  +  Ö  +  0'  Jahre  unter  Beobachtung 
lie  überschreitet  während  derselben  die  Altersgrenaien  x^  x  +  l^  —  *  x  +  h 
md    durchlebt  somit  h  volle  Altersklassen  innerhalb  der  Gesellschaft 
rürde   man  also   von   den  Jahresbruchteileu  Ö,  ff   der  Beobachtung»' 
uer  absehen,   so  konnte  die  an  der  Person  vollzogene  Beobachtung 
die  Sterblichkeitsmessung  der  k  Alter  x^  w  +  1^  -  -  *  x  +  k  —  i  ver- 
ertet  werden.     Ein  solcher  Vorgang  wäre  aber  mit  einer  Schmale- 
des  Beobachtungematerials    verbunden,    wie  dies  auch  aus  der 
Betrachtung  hervorgeht, 
Angenomraen,  es  handle  sich  um  die  Sterbengwahrscheinlichk»?it 
er  ^'jährigen.     Man  hat  unter  den  Mitgliedern  der  Gesellschaft  zu 
interscheiden: 

1)  solche,  welche  das  Alter  x  unter  Beobachtung  überschritten 
laben; 

2)  solche ,   welche  auf  der  Altersstufe  {x^  x  +  1)   in  die  Gesell- 
Ißhaft  eingetreten  sind. 

Die  Gruppe  1)  zerfällt  wieder  in  solche, 

a)  die  das  nächste  Alter  ^ -f  1  unter  Beobachtung  überschreiten; 

b)  die  auf  der  Altersstufe  (x^  a^  +  1)  in  der  GeseUaehaft  sterben; 

c)  die  auf  dieser  Altersstufe  austreten. 
Die  Gruppe  2)  hinwiederum  trennt  sich  in  solche^ 

a)  die  das  nächste  Älter  x  +  1  unter  Beobachtung  überschreiten; 

b)  die  vor  Erreichung  dieses  Altera  in  der  Gesellschaft  sterben; 

c)  die  vor  Erreich lung  desselben  aus  der  Gesellschaft  austreten* 
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Für  den  gedachten  Zweck  würden  bei  dem  oben  erwalmteD 
gange  nur  die  Gruppen  la)  und  Ib)  zur  Verwendung  kommen^  nnd 
zwar  wäre  f/^  der  Quotient  auä  1  b)  durch  1  a)  +  1  b).  Gänzlich  außer 
Betracht  blieben  die  Gruppen  2  b)  und  2  c),  während  2  a)  erst  bei  der 
nächst  höheren  Altersstufe  ir  +  1  in  Verwendung  gezog-en  würde. 

Man  hat  nun  gesucht,  die  gmwe  Beobachtungsdauer  auszunützea; 
tatsächlich  ist  dies  mit  gewissen  Annahmen  erreichbar^  die  wenigatens 
bei  Ausschluß  der  jüngsten  Altersstufen ^  welche  aber  hier  ohnehiE 
nicht  in  Betracht  kommen,  sich  tou  den  wirklichen  Verbal tnissfu 
nicht  viel  entfernen  dürften.  Die  bezüglichen  Entwicklungen  bUdtuj 
den  Gegenstand  des  nächsten  Artikels. 

193.  Einliezldhting  der  Ein-  und  Austretenden.    Es  haQille 
sieh   um   die  Ermittelung  der  Sterblichkeitswahreeheinliehkeit  q^  der 
w(r-jährigen.    Dabei  sollen  folgende  Daten  zur  A^erwendung  koinniea; 
Die  A  Personen^  welche  das  Alter  x  unter  Beobachtung  «fc-r- 
sekritten  haben; 

die  B  Personen,  welche  zwischen  den  Altern  :r  und  ir  + 1  «#• 
gäreteti  sind; 

die  C  Personen^  welche  zwischen  den  Altem  x  und  x  +  l  üu&' 
getreten  muh 

die  31  Per^ionen,  deren  Ableben  auf  der  genannten  Altersstufe 
beobachtet  wurde. 

In  der  nachff>lgenden  Betrachtung  bezeichne  J(^)  die  Menge  der 
Überlebenden  des  Alters  ^  und  werde  als  stetige  Funktion  von  £ 
Torausgesetzt. 

Zunächst    ist   eine    plausible  Annahme   über  die  Verteilung  der 
Ein-   und   Austritte  erforderlich  ^    um   eine   allgemeine  Rechnung  auf- 
nehmen zu  können;  als  solche  darf  wohl  die  gelten,  dajJ  Bu-h  die  Ein-  ^ 
mtd  die  AmiriUe  gleichmäßig  ühr  die  einjährige  Altersshtfe  vetieilen^   H 

Dies  vorausgesetzt,  Btellt  sich  die  Anzahl  derjenigen ,  welche  in 
dem  ZeitinterTalJ  x  +  h  bis  x  +  h  -\-  dk  [h  imd  h  +  dh  positiv  und, 
kleiner  als  1)  eingetreten  sind,  auf  Bdhi  diesen  entsprechen 


Bäh* 


H^} 


Personen,   die   durch    (law    Alter  x   gingen, 
worden  zu  sein;  folglich  sind  davon 


ohne    hierbei   beobacht 


Bäh 


'f.,-Bdh=[^-^,^l\ 
liäi  +  h)  U(JC  +  A)  J 


Bdh 


auf  der  Altersstufe   (^r,  ^  +  1)   gestorben^    ohne   daS  die   betreffende^ 
Todesfälle  in  der  Gesellschaft  zur  Beobachtung  gekommen  wären. 

In  demselben  Zeitinterrall  sind  ferner  Cdh  Personen  aus  der  Ge- 
sellBchaft  ausgetreten;  tou  diesen  werden 
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l{x  +  h) 

Abb   Alter   x  +  l    überschreiten,    ohne   mehr   unter   Beobachtung   zu 
stehen;  folglich  sterben;  ebenfalls  außer  Beobachtung, 

c.»-c.».;g-+A>-|i-;g±;]lcd»        (2) 

Personen. 

Es  ist  also  im  Ganzen  so,  als  ob 

1 

0 

Personen  unter  Beobachtung  durch  das  Alter  x  gegangen  und 
1  1 

0  0 

Personen  unter  Beobachtung  gestorben  wären;  daraus  berechnet  sich, 
wenn  man  zur  Abkürzung 

Jlix+h) 

0 

setzt,  die  Sterbenswahrscheinlichkeit: 

^M+  BJJKx)  _  IJ  --  r  I  Jl{x_+1)  —  1 ) 
^'-  ""  ~     "A'+BJl(x)  "~      "    ' 

woraus  auch 

Äq,+  (B  -  C){1  -l{x  +  1)J]  ^  M  ^3) 

folgt. 

Um  die  Rechnung  weiterführen  zu  können,  ist  eine  Annahme 
über  die  Verteilung  der  Sterbefälle  notwendig,  und  diese  kann,  da 
Ton  den  jüngsten  Altersklassen  abgesehen  werden  darf,  dahin  getroffen 
werden,  da/J  die  Todesfälle  einer  einjährigen  Altersklasse  sich  gleich- 
mäßig über  dieselbe  verteilen. 

Analytisch  ausgedrückt  heißt  dies,  daß 

l(x)  -l(x  +  h)  =  h\l{x)  -  /U  +  l\l;  (4) 

dann  aber  ist 
1 
j        r dh _1 j  l(x)_ 

^J  l  i^^h  \T{xj~-l  (x+1)]  -  n^Y—Tix+l)  ^^8  i  (i  liTi)  y 

0 

l(x  A-  1) 
und  die  Gleichung  (3;  geht  mit  Rücksicht  darauf,  daß  -  ,  -T     =^  1  —  (y, 

ist,  über  in: 

Aq,  +  {B-C)[l  +  l^'-Log(l-q,)]^M.  (5) 


3B0 
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Die  Entwieklimg  des  den  natürlichen  Logarithimis  eiithulteöden  Olied«  j 
gibt  aber 

(i-o[-i-f-'t— •]. 

und  dies  rediiÄiert  sich,  wenn  man  bei  der  ersten  Potenz  Ton  q^  mit 

Rücksieht   auf   dessen  Kleinheit   stehen   bleibt,    auf  —  1+-^-    Die 
Einführimg  dieses  Wertes  verwandelt  (5)  in 


woraus  echließlich 


M 


m 


folgt  ^).  Man  hat  also  die  Anzahl  der  in  der  Gesellschaft  beobaehteten 
Todesfälle  mit  einer  ideeUen  oder  reclmufi^smälJitfm  Zahl  von  Über- 
lebenden des  nntem  Alters  x  zu  verlnnclen,  welch  letxt^re  erhalfcett 
wird^  wenn  man  die  Anzahl  der  beobachteten  A^-jäbrigen  um  die  hÄlfee 
Anzahl  der  Eingetretenen  vermehrt  mid  um  die  halbe  Anzahl  dei 
Ausgetretenen  vermindert. 

Eine  andere  Hypothese  über  die  Verteilung  der  Ein-  und  Aus- 
tretenden hat  Zeuner*)  der  Rechnung  unterlegt  und  eine  Formel 
abgeleitet,  die  wir  wegen  der  Anwendung,  die  er  von  ihr  für  die 
Lösung  eines  andern  Problems,  die  Invaliilitat  betreffend,  gemacht 
hatj  hier  entwickeln  werden;  bezüglich  der  jetzt  vorliegenden  Aufgabe 
der  8terblichkeitsm essung  fCihii;  diese  Formel  wieder  auf  das  R 
siiltat  (6).  Die  Hypothese  Zeuners  geht  dahin ^  daß  die  reiuti 
Hmififfkeii  der  Ein-  und  AustriUe  bei  irgemi  einmn  AU^  projmrUom 
sei  der  Blemfe  der  Üimivimiden  dieses  Alters.  Sie  stützt  sich  also  au' 
die  Vermutbungy  daß  je  mehr  Personen  eines  Alters  vorhanden  sind, 
um  so  mehr  Personen  dieses  Alters  ein-  und  austreten  werden. 

Auf  Grund  dieser  Annahme  beträgt  die  Menge  der  in  dem  Altei 
Intervall  (^  -f  A,  x  +  h  +  dh)  Eintretenden 


U%3 

I 


jene  der  Austretenden 


ßUß:  +  h)dh, 
yl{x  +  }i)dh, 


wobei  ßj  y  Konstanten  bedeuten,  die  sich  auf  Grund  der  Bemerkung 

ergeben,  daß  das  Integral  von  (7),  über  das  Intervall  (0,  1)  erstreckt* 
die    bekannte  Zahl   ß  der   Eingetretenen   und   das   ebenso   bestimmt 
Integral  von  (H)  die  Zahl  (^  der  Ausgetretenen  geben  muß;  also  ist 

1)  TgL  Detitflche  SterblichkeiUstafeln  aoa  den  Irlria Irrungen  von  28  Theben»* 
venicheningy^esellschaiUn  ete,  Berlin  1Ö83,  p,  XXIX— XXXI^  ferner  Th.  Witt-3 
etein  im  Arrh.  f  Math,  u    PhyiJ,,  XXXJX. 

2)  Abbandlungen  liu«  der  matbem.  Sti^tiat.^  p.  UGE 


II.  Al)sclniitt,      St(M•Mi(■llk(•it^ni<^^>lnlL^  3Sl 


1 

ß  ll(x  +  h)dh  =  B, 

0 

1 
yjl{x  +  h)dh  =  a 


Ü 

Macht  man  über  die  Verteilung  der  Sterbefälle  dieselbe  Annahme  wie 
Vorhin,  so  gilt  der  Ansatz  (4),  aus  welchem 

l{x  +  h)  ^l{x)-  h[l{x)  -  l(x  +  1)J 
und 

\x  +  h)dh^'-^^^^^-^  (9) 


/' 


0 

folgt;  hiermit  ergeben  die  obigen  Gleichungen 

2J?  2C 


^-; 


Bezeichnet  man  die  Anzahl  derer^  welche  in  der  Gesellschaft  das 
Alter  x+1  erreichen,  mit  A^,  so  kann  diese  in  zweifacher  Weise 
ausgedrückt  werden.  Einmal  besteht  sie  aus  den  Ä  ursprünglich 
Vorhandenen  und  aus  den  Eingetretenen,  vermindert  um  die  Aus- 
getretenen und  Gestorbenen,  so  daß 

^i  =  ^  +  B-C-3f;  (10) 

auf  der  andern  Seite  setzt  sie  sich  aus  den  Überlebenden  der  ur- 
sprünglich Vorhandenen  und  der  successive  Eingetretenen,  vermindert 
um  die  Überlebenden  der  successive  Ausgetretenen;  nun  leben  von 
den  Eingetretenen  (7)  im  Alter  x  +  \  noch 

ßl  {x  -f  h)  dh  .  -j  |-|-i]      oder     ßl  ix+l)dh, 

von  allen  Eingetretenen  also 

ßl{x  +  l)jdh  =  ßl{x  +  \), 
ü 

von  den  Ausgetretenen  (8)  noch 

H(a:  +  A)rfÄi|-+-J]      oder     ^(^+1)^*, 

von  allen  Ausgetretenen  demnach 

1 

Yl{x+l)Jdh  =  Yl{x+\y, 
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infolgedeesen  ist  auch 

A,^Ap^  +  {ß-.r)l(,t+  1) 
und  dies  verwandelt  sich  nach  Eiiisokung  der  Wert©  für  ß^  y  und  mit 
Beachtung  dm  Umstandes^  daß  A^^^  — 1>^  ist,  m  den  Ansatz: 


Wm 


Verbindet  man  die  beiden  Ausdrücke  (10)  und  (11)  fitr  A^  »u 
einer  Gleichung  und  führt  dabei  q^  atatt  p^  ein,  so  wird: 

B  —  C 


A  +  B-C~M^(l-g^) 


r  .    .    B-Ci 


entwickelt  man  rechts  bis  auf  Glieder  der  ersten  Ordnung  in  q^,m 
entsteht  weiter 

woraus  nach  entsprechender  Reduktion 

folgt,  was  im  We§on  mit  der  Gleichung  (6)  übereinstirami 

19#,  Q-ewiimimg  des  Hnterlals.  Da  eine  Sterbetafel,  welche 
die  Sterblichkeit  von  Versicherteti  nach  dem  Alter,  eventuell  auch 
nat'h  andern  zeitliehen  Bestiiumungen^  zur  Darstellung  bringen  soll, 
einer  l>reiten  Grundlage  bedarf,  die  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Alter  (genügende  Daten  beibringtj  so  werden  nur  sehr  große  Anstalten 
aus  ihren  eigenen  Beobachtungen  geeignetes  Material  zur  Konstruktion 
einer  solchen  Tafel  zu  gewinnen  imstande  sein,  und  dies  nur  da- 
durch, daß  sie  die  Erfahrungen  eines  sehr  beträchtlichen  Zeitraumes 
zusammenfassen.  Der  letztere  Umstand  ist  aber  dem  Werte  der  Tafel 
abträglieh,  weil  während  eines  sehr  langen  Zeitraumes  auf  Beständig- 
keit der  Sterblichkeitsverhültnisse  nicht  zu  zählen  ist.  ■ 

Diese   Erkenntnis  hat  dazu   geführt,  daß  OeseUschaften^    welche    i 
unter  annähernd  gleichartigen  Verhältnissen  arbeiten,  ihre  Erfahinmgen 
zu   einem  Material   gesammelt  haben  ^   das  dami  vermöge  seines   b^-A 
deutenden  Umftmges  eine  Gewähr  bot  für  die  Zuverlässigkeit  der  er- 
zielten Resultate,  gleichzeitig  auch  die  für  die  Erledigung  zahlreicher 
praktischer  Fragen  der  Lebensversicherung  erforderliche  Ditferentiiertnig 
der  Beobachtungen    nach    verschiedenen   Gesichtspunkten  zuließ.      Som 
sind  aus  den  vereinigten  Beobachtungen  von  Geaeüsifhaftsgruppen  wert»^ 
volle  Untersuchungen  über  die  Sterblichkeit  unter  Versicherten  hervor- 
gegangen. 
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Von  Tafeln  j  welche  sieh  auf  die  ErfahruEgen  eimr  Gesellschaft 
bes&ieheiiy  seien  aEgetuhrt  die  Skrbetnfdn  ih/h  Brune^),  gerechuöt  aus 
daß  Aufzeichnungen  der  KönigL  Preußischen  Allgemeineu  Witwen- 
Verpflegimgsanstalt  in  Berlin  (zuerst  177G  — 1834,  später  177(5 — ^1845), 
die  Golhwr  Tafdn^)^  abgeleitet  von  den  Erfahrungea  der  Lebensver- 
stchemngBbank  Mr  Deutachland  in  Gotha  (1829—1878),  die  BmmUm- 
vereinsiafd%  gegründet  auf  die  Statistik  des  Ersten  Allgemeinen  Bf?^ 
amtenYer^ins  der  österr.-ungar.  Monarchie  (1865—1888). 

Ana  vereinigten  Beobachtungen  sind  insbesondere  hervorgegangen 
die  Tnffhi  der  17  tmgUschm  QpseUsehaftm^)  (1H43),  die  Tafeln  der 
^(}  briiisrkin  Geselhchaflmh^)  (1869),  die  Tafeln  tkr  30  amertkankdmi 
GeseUsdmfUm^)  (1881) ,  die  Beuhdwn  St^rhlichlnisiitfdn  aus  den  Er- 
fahrungen von  23  Gesellschaften^)  (1883),  die  Tafeln  der  4  frmm)- 
sisefien  Gesdlschaßen^)  (1883).  In  England  ist  die  Publikation  neuer 
üntersuchnngen  im  Zuge^),  und  die  österreiduschen  Veraichenmgs- 
gesellscbaften  haben  eine  auf  ihr  Gebiet  bezügliche  Aktion  begonnen. 

Seit  dem  an  der  zweiten  Stelle  genannten  Kollektivuntemehmcn 
hat  sich  die  fnr  die  gleichmäßige  Durchführung  derartiger  Arbeiten 
höchst  wichtige  und  zweckmäßige  Einrichtung  der  ZnidlarUm  ein* 
gebilrgert.  Jedem  ^FaU'^  wird  eine  solche  Karte  zugewiesen  ^  vrelche 
alle  jene  Daten  iu  möglichst  kurzer  und  übersichtlicher  Darstellung 
enthält^  die  zur  Ausführung  der  geplanten  Untersuchungen  erfonlerlich 
sini  Solche  Daten,  *lie  bei  der  Sterblichkeitsforschung  teils  obligato- 
rischej  teils  fakultative  Verwendung  finden,  sind: 

1)  Zeitangaben,  welche  geeignet  sind,  das  Eintritts-  und  das 
AnstrittBalter  des  ^^PaUes^*  zu  bestimmen;  die  Schärfe  dieser  Angaben 
ist  von  dem  erbe bli chatten  Einfluß  auf  den  Wert  der  R-esultate;  viele 
der  älteren  Arbeiten  waren  durch  die  Unbestimmtheit  dieser  Angaben 
wesentlich  beeinträchtigt. 

2]  Angaben  über  die  Art  des  Austrittes,  ob  der^ellie  durch  Tod, 
dnreh  Erleben  des  versicherten  Ereignisses,  durch  freiwilliges  Aus- 
seheiden  oder  in  irgend  einer  andern  noch  mögücheu  Weise  erfolgt  ist» 

1)  Journal  t  d,  reine  u.  angew.  "Hirathetii.  16  (1837),  p.  löC  —  Allgem. 
Veraicheniag«mtung  1847,  p-  187  u*  196. 

2)  MitteiL  w.  d.  Gescbytn-  u.  SterbliciikeitaBtatisi  d.  Leb ensvers.' Bank  f. 
DeutschlaDd  in  Gotha,  löHl). 

3;  Der  Erste  Allgem.  Beainteti verein  der  öiterr.  -  ungar,  Monarchie.  DeDk* 
«chrift,  Wien  1Ö90. 

4)  Table s  exhibiting  the  law  of  mortaUty  etc.     London  1869. 

6)  The  mortttlitj  experienoea  of  life  insurance  companiea  et«.   London  1869. 

6)  Sj&tem  and  Tables  of  Life  InFtirance,     Norwich,  Conn.  1881, 

7)  Deutsicbe  Bterbliekkeitatafeln  aua  den  Eriahruugen  von  33  Lebensver- 
eieherungtägeseUBchaftan.     BeTÜu  1BS3. 

i)  Tables  fle  mnrtalite  du  coniite  des  compagniea  d'asiuranceä  etc.  Paris  1886. 
9)  Daa  imausgegli ebene  Material  iflt  1899-  1900  in  vier  BUnden  unter  dem 
Titel;  ^^Combined  eiperience  of  aasured  livea  (1868—1895)  etc.",  London,  erschienen. 


rü 


i*ra. 


3)  Bezeichmuig  des  Oesclifecnl?^rer  betreffouflen  Pen^onen.  B*'-[ 
aüen  noueran  üntt*rsiiehuiigen  werden  die  (ieschlecbter  auch  getrennt 
beliaudeU^  weil  sich  die  Unterschiede  ihrer  Sterblichkeit  aU  prakti^b 
?OE  Belang  erwiesen  hal>en, 

4)  Angabe  des  Aufiiahmeaktes^  eTentnell  des  Ergebnisses  der 
AußlesB  (der  arztlichen  Unterguchmig).  Bei  gewissen  Versieh erong^n 
erfolgi  die  Aufnahme  ohne  weiteres;  bei  andem  geht  ihr  eine  mehr 
oder  weniger  eingehende  Untersuchung  der  konstitutiven  Anlage 
TorauE^  auf  Grund  welcher  die  Person  aü  „normal^*  oder  als  ^müidef- 
wertig*'  aufgenommen  wird;  in  letzterem  Falle  erfolgt  die  Aufnftbm? 
unter  verschärften  Zalilungsbedingungen  und  der  (irad  der  Ver 
schärfung  bildet  den  Ausdruck  für  den  Grad  der  Minderwertigkwit- 
Diese  Umstände  sind  selbstrodend  von  Einftuü  auf  den  Sterbhcbieits- 
verlauf. 

5)  Angabe  der  Todesursache»  wenn  es  sich  um  die  Feststell img 
der  Häufigkeit  und  Wirkung  verschiedener  Tmlesursachen  auf  ve^' 
Bchiedenen  Altersstufen  handelt. 

ü)  Bezeichnung  der  Vers  ich  enmgsart.  Der  Wahl  der  Vei-sieb«^ 
rungskombination  geht  eine  oft  unbewtilite  Selbstprüfung  vorauSj  Ai^ 
im  einzelnen  Falle  wohl  trügerisch  sein^  kann^  in  der  großen  Men^f* 
aber  doch  deutlich  zum  Auadnick  konnnt;  denn  die  Erfahrung  bi** 
gelehrt,  daÜ  uuter  den  Versicherten  verschiedener  Kombinationen,  iri^ 
Todesfall- j  gemischte  und  Etentenversichenmgen^  ungleiche  Sterblicl*^ 
keit  herrscht. 

7)  Angabe  der  versicherten  Summe  (in  festgesetzten  Ahsttifuugem^' 
Die  Höhe  dieser  Summe  hängt  mit  den  wirtschaftlichen  und  daht^^ 
auch  mit  den  Lehens  Verhältnissen  der  versicherten  (zahlenden)  Perser* 
zusammen j  ist  also  ein  die  Sterblichkeit  mitbestimmender  Faktor. 

8)  Angabe    des   Wohnsitzes^    w^enn    es  sich  darum   handelt ,   dft  ^ 
Sterblichkeit  nach  Territorien  äu  beurteilen.  i 

9)  Angaben^  welche  zur  Feststellung  der  Identität  des  ,,Falles' 
eventuell  der  j^Person**  geeignet  sind,     Solche  sind  die  Bezeiehn 
der  Anstalt,  die  Anführung  einer  den  Fall  charakterisierenden  Nunimei 
im  zuletzt  gedachten  Falle  die  Angabe  des  Namens  (oder  der  Nanjei 
bei  weiblichen  Personen). 

Die  sorgfältige  Feststellung  des  Inhaltes  der  Zählkarte  nael 
Maßgabe  der  geplanten  Arbeitsziele  ist  eine  Angelegenheit  von  dex:^"*^ 
größten  Wichtigkeit  Nebenbei  sei  bemerkt,  daß  einzelne  der  ge— '^^ 
forderten  Merkmale  sehr  vorteilhaft  durch  die  Fcirba  der  Zählkart»-*^  ^ 
zum  Ausdruck  gebracht  werden  können.  ^. 

Eine  andere  wichtige  Frage   ist  die,   was  als  „Beobacbtungsfall'^^^^ 
zu  gelten  habe,  die  Frage  nach  der  ZühhinheiL    In  dieser  Beziehunj^^ 
sind  liishcr  verschiedent^  Auffassungen  des  Problems  der  Bterblichkeits—"  ^ 
messung  an  Versicherten  zur  Verwirklichung  gekommen,  so  daß  aucl*^^^^^^ 


A 


^ 
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en    gewomii^Deti   ReBiiItateii    strenge    genommen   verschiedene  innere 

fedeutung  zukommt.  Als  Zähleiniiüit  ist  verwendet  worden: 
a)  Die  Police  (d.  i,  der  Versicherungsvertrag)  olme  Küeksiclit  auf 
ie  Person,  deren  Leben  sie  betriffl:^  ao  daß  eine  mehrfach,  hei  der- 
Bcibeii  Anatalt  oder  bei  verschiedenen  Geäellschaften,  versicherte  Fen^on 
so  oft  sls  Beobachtungsfall  gezählt  wird,  als  sie  Vertrage  abgeschlossen 
^at  (z.  B.  bei  den  17  englischen  Gesellschaften). 

B  b)  Die  Person.  Die  Durchführung  dieses  Gruudsatizies  erfordert^ 
■aS  Kunächet  jede  der  kooperierenden  trcfiellsehaften  fiir  jede  Person, 
%iag  sie  auch  mehrfach  bei  ihr  versichert  sein,  nur  eine  Karte  aus- 
stellt (das  Prin74i)^  nach  welchem  diese  Karte  bei  mehrfachen  Ver- 
sichemngen  ausgefiillt  werden  soll,  mnß  klar  festgesetzt  sein),  und  daß 
e  Stelle j  bei  welcher  das  gesamte  Material  7Aisammen  kommt,  für 
ine  und  dieselbe  Person  betreflende  Karten  nur  eine  Karte  herstellt, 
offir  wieder  klare  Bestimmungen  erforderlich  sind*).  (Beispiel: 
S  deutsche  Gesellschaften.) 

cj  Die  versicherte  Summe.  Bei  diesem  Vorgange  wird  nicht  nur 
auf  jede  neu  versicherte  Summe,  sondern  auch  auf  jede  Abandeniug 
dieser  Summe  im  Laufe  der  Versicherungsdauer  eine  Zählkarte  aua- 
geeteUt  und  als  Beiihachtungsfall  behandelt»  (Beispiel:  30  amerika- 
nische Geselbchaften.) 

d)  Die  Auslese  (Selektion).  Jede  Versicherung,  die  auf  Grund 
imer  gdhstfhuiitfcn  ärztlichen  Untersnchung  abgeschlossen  wirdj  gilt 
ils  yjFall"  und  erhält  eine  Karte,  Über  die  Behandlung  unterbrochener 
Versicherungen  sind  genaue  Beatimmuugen  erforderlieb,  ebenso  darüber, 
Irie  die  Karte  über  eine  Gnippe  von  Versicherungen  zu  lauten  hat, 
tie  auf  Grimd  eines  Ausleseaktes  gleichzeitig  abgescldosseu  worden 
sind*     (Beispiel:  Beamtenvereinstafeh ) 

Die  Frage,  welche  von  diesen  Modali  taten  den  Vorzug  verdient^ 
st   nicht  so   ohne  weiteres  zu  beantworten;  es  kommen  dabei  Rück- 
ichten  auf  den  Zweck,  auch  solche  auf  die  Möglichkeit  der  praktischen 
d  konsequenten  Durchführung  des  betreffenden  Modus  in  Beü^acht. 
"^enn   mau  das  biologische  Interesse  in  den  Vordergrund  stellt,   so 
muß   die  Person  Zäiileinheit  sein;   die   konsequente   und   einwandfreie 
IpVen^qrklichung  dieses  Gedankens  stößt  aber  auf  erhebliche  Schwierig- 
Tceiten,  die  sich  hauptsächlich  ans  der  Feststellung  der  Identität  mehr- 
facher und  aus  der  Behandlmig  unterbrochener  Versicherungen  ergeben. 
VBem  rein  geschäftliehen  Interesse  trägt  die  Zahleiuheit  c)  Rechnung; 
die  auf  sie  gestützten  Resultate  haben  vom  Standpunkte  der  Biologie 
geringe,  weil  unklare  Bedeutimg.    Dem  Wesen  der  Versicherung  paßt 

[1)  Es  ist  BelbatTerBtriiiillieb ,  daß  eine  Person,  die  vermöge  gewieser  Mork- 
ifila  mehreren  vintewuchten  Kategorien  angeliört^  auch  in  jeder  derselben,  aber 
mfaeh,  gexaklt  wird. 
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iich   die  Modalitat  d)  naturgemäß  an,  die  jede  Versicherung^  welche 
auf  Grund  einer  selbständigen  Auslese  abgeaelilDSsen  wird,  als  einen  ] 
Beobachtnngsfall    ansieht;    ihr   kommt  auch   der  Vorteil   der  loichten 
und  sicheren  Durchführbarkeit  ziu    Angestellte  Untersuchungen  haben 
überdies  gezeigt,  daß  die  ans  den  Modalitaten  d)  und  b)  h  error  gehen*  ■ 
den  K-esultate  nur  wenig  von  einander  abweichen. 

Ist  das  Zählkai*tenmaterial,  nachdem  es  einer  sorgfältigen  Re- 
yision  imterzogen  und  von  fehlerhaften^  wie  zweifelerrcgenden  Karten 
gereinigt  worden »  in  die  Kategorien  aufgeteilt,  die  einer  gesonderten 
Untersuchung  zugeführt  werden  sollen,  dann  erfolgt  die  Aufarbeittmg 
desselben  für  die  eigentliche  Sterblich keitsmeasungj  die  wieder  eines 
ins  Detail  ausgearbeiteten  Planes  bedarf.  Im  nachfolgenden  werden 
die  Deutschen  Tafeln  als  ein  moderneSj  auf  hoher  Stufe  stehendes 
Beispiel  der  SterbUchkeitsmessung  an  Versicherten  in  Kür^e  be 
aprochen'). 

195.  Die  Tafeln  der  23  deutsoben  O-esellBohaften,  Als 
Zähleinheit  wurde  die  Person  festgesetzt  Von  den  9H2Ö2U  Zähl- 
karten, welche  die  an  dem  großen  UnteiTiehnaen  beteihgten  23  Ge- 
sellschaften  (21  deutsche,  je  1  österreichische  und  schweizerische)  auf 
ürund  einer  Instruktion  einsandten,  verldieben  nach  Ausscheidung  von 
124  020  Stück  (davon   lir>S25  wegen  mehrfacher  Versichening) 

858500, 

die  der  Bearbeitung  unterzogen  wurden. 

Aus  diesem  Material  sind  durch  Zerlegung  desselben  in  vier 
Kategorien  und  Trennung  jeder  Kategorie  m  ilie  beiden  Geschlechter 
acht  OrigLual- Sterbetafeln  abgeleitet   wurden;  diese   Kategorien   sind: 

1)  Personen  mit  volIsUlndiger  ärztlicher  Untersuchung  und  normale]«' 
Prämie   (die  zugehörigen  Tafeln  für  Männer,   beziehungsweia 
Weiber  führen  die  Bezeichnungen  ML,  WL); 

2)  Personen  mit  ToUsttindiger  ärztlicher  Untersuchung  imd  erhöhter 
Prämie  (MU.,  WlLy, 

3)  Personen  mit  nnvollstHndiger  ärztlicher  Unteraucbimg  \Begi-äbniß- 
geld'  und  Sterbekassenversicherungen  [MLII,   Will.]);  fl 

4)  Personen  ohne  ärzthche  Untersuchung  (Erlebens-  und  Itenten-™ 
Versicherungen  |MlV.j  WIV.]h 

Die  Zeitangabenj   tlie  eingefordert  wurden,  entsprechen  den  An- 
forderungen an  eine  strenge  Sterhlichkeitsmessnng;  jede  Karte  hatt 
zu  enthalten:  das  Datum  des  Austrittes ^  des  Eintrittes  und   der  Gq 


ier 
ter 
id: 

1 


1)  Für  eine  hiitoriscli-kritiBclie  DarstellTiiig  der  lilteren  und  neueren  Tut 
fiehmnngen  auf  diesem   Gebiete  vgl.  E.  Eogb^s  Monographie:   Gesehicbte  nn 
Kritik  üqr  HterbOchkeitiinesaung  bei  Vor&icherungsanstalten,     Suppl.  XVIll  d€4 
Jahrb.  f.  ]!^ation-Ök.  u.  StMist,  1891. 
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burt  nach  Jahr,  Monat  und  Tagj  so  daß  Beobachtnngsdauer,  Eintritts- 
imd  Anatrittsalter  in  voller  Schärfe  berechnet  werden  konnten. 

Außer  diesen  Angal>en  trug  die  Karte:  das  MerkmtJ  der  Kategorie 
und  des  GeachlechteSj  dem  sie  angehört^  die  Bezeichnung  der  Gesell- 
schaft, von  der  sie  stammtej  und  die  PoLieemiummer;  die  Bezeichnung 
Art  des  Austrittes;  die  Angabe  der  Todesursache;  die  Bezeichnung 

Domizües;  die  genaue  Namensbezeichaung  des  Versicherten. 

Um  den  Gang  der  Arbeit  klar  zu  machen^  bedienen  wir  uns  der 
geometriscben  Darstellung  (Nr,  182—184).  Die  Zeitangaben  gestatten 
ß§^  für  jede  beobachtete  Person  eine  Bcobadäiingsllnk  zu  konstruieren, 
deren  Anfangspunkt  {E)  dem  Eintritt,  deren  Endpunkt  dera  Austritt 
und  deren  Länge  der  Beohacbtungsdauer  entspricht.  Die  Angaben 
über  die  Art  des  Austrittes  führen  ferner  zu  einer  Scheidung  der 
Anstfittepunkte  in  drei  Kategorien:  in  Sterbepunkte  (jT),  in  Punkte 
des  Auascbeidens  bei  Lebzeiten  {A)^  in  Punkte  des  Ausscheidens  aus 
der  Beobachtung  durch  Erreichen  des  Schlußtemiines  der  Beobach- 
tungen   im    versicherten    Zu-  ^ 


O 


" — r    ■  r — -^ — ■ — T — f  ■  '  -  r- j 


- ;.c-t3l.;4-4 

------TTiTfiiin: 


Ir 


Fiif.  41, 


Stande  (F);  dieser  Endtermin 
war  mit  dem  31,  Dezember  1875 

festgesetzt.  ,^^^ 

Die  Fig.  41  zeigt  charakte-  ^^^^ 
riBtiiche  Beispiele  aller  in  Be-  m7 
traefat  kommenden  Beobach-  *^f^ 
tungalinien.  Der  EintTittspnnkt    '^^ 

tlietft  durch wetfs  auf  der  Alters- 
stufe  57 — 58,  aber  in  verschie-    ^j^ 
denen  Geburtsjahren:    es  han- 
delt    sich    also   um    Personen, 
deren    Eintrittsalter    zwischen 

57   Jahren  (einschl)   und  58  Jahren  (ausschl.)  liegt ^  ohne  Rücksicht 
auf  die  Zeit  der  Geburt.     Im  besonderen  betritft: 

Ex^i  ^*^^  Pei-son,  die  im  Eititrittsjahre  gestorben  ist; 
iJjT^j  eine  Person ^  die  auf  einer  späteren  Altersstufe  starb; 
M^A^  eine  Person^  welche  im  Eintrittsjahre  lebend  ausschied^ 
E^A^  eine  Person,  die  in  einem  spateren  Altersjahre  lebend  ausschied; 
E^V^   eine  Person,   die  im  Eintritts  jähre  den  Endtermin  Tersichert 

erreichte; 
Eq  V^   eine  Person,  bei  der  dies  auf  einer  späteren  Altersstufe  geschah* 
Diese   Übersicht    Itißt  nun   deutlich   das  Prinzip   erkennen,    nach 
welchem  die  Karten  gruppiert  und  gezählt  wurden, 

a)  Zuerst  erfolgte  die  Bildung  von  Kartengruppen  gleichtm  Ein- 
triUsaliers\ 

b)  jede  Bolche  Gruppe  wurde  in  Untergruppen  gUickm  Auskitts- 
cdters  zerlegt; 


■ 

■ 

1 

■ 

■ 

■ 

^M 

■ 

" 

i^^^^l 

tatiatik 

^2 
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c^  jede  dieser  Untergruppen  wurde  nach 

den  drei  Afi^  ffes^^ä 

triUes  wieder  in  drei  Untergruppen  geteilt^  und  an 

diesen 

>  «rfolgM 

1 

ZaMunß  nnd  erste  TabdlaH^iemmf. 

1 

Hiernach  wird  d^r  Inhalt  der  Kolonnen  1,  2,  3 

^  4  der  nachfolgiBii4 

den  Probetabelle   sofort  Terötändlich^  welche 

i   der  ] 

K^tegarie  ML  «itj 

nommen  ist*). 

m 

1 

ML                                             Tabelle  I 

EtntrlttMlIen  &7  Juhn   <  uix-hl.  Uis  zu 

:»s  Jah 

nn  HU 

stich  L 

Eiag^3tretco ;  VZI'd  reraoaen. 

alter 

Ansgeschieden 

'1 

ig 

er. -3 

1^ 

'l? 

5i 

g  S 

J}  <s 

^ 

>-  § 

M 

N 

^ 

W*=£ 

1 

2       i       5 

4 

5 

e 

7 

8 

9 

Ä7  -ÖS 

8 

37 

11 

48         24 

56 

1213 

582,6 

58 

iO 

TO 

12 

82 

41 

122 

1167 

1116 

ö» 

87 

S2 

28 

50 

25 

87 

10&5 

1010 

60 

31 

IB 

S9 

47 

S3,5 

84 

94d 

934,5 

öl 

a5 

15 

21 

3@ 

18 

71 

834 

846 

02 

31 

13 

35 

48 

24 

79 

79S 

769 

m 

83 

9 

52 

61 

80,5 

94 

714 

683,6 

u 

S6 

11 

59 

70 

35 

95 

630 

585 

üh 

32 

3 

6Ü 

56 

28 

88 

5g5 

497 

m 

19 

& 

SS 

41 

20/> 

60 

437 

416,5 

Hl 

19 

4 

42 

46 

23 

65 

377 

354 

m 

1^ 

1 

29 

30 

15 

45 

Sit 

t97 

m 

ä2 

1 

29 

30 

15 

52 

267 

tfiS 

70 

15 

18 

18 

9 

S3 

215 

300 

n 

30 

2 

15 

17      ,       8,5 

37 

182 

173J 

72 

I 

— 

7 

7            3,5 

14 

145 

141,5 

7H 

12 

— 

6 

6     '      3 

18 

151 

12Ö 

74 

11 

^ 

11 

U           6,6 

2t 

113 

107,5 

7o 

9 

1 

9 

10     1      6 

19 

91 

m 

76 

14 

— 

7 

7            3,5 

21 

79  I 

68,5 

77               i 

4 

— 

G 

6 

3 

10 

51 

43 

7S 

8 

1 

2 

3 

l,ö 

11 

41 

3M 

n 

8 





-^ 

8 

SO  ' 

30 

80 

4 

1 

1      \ 

2            1 

e 

22 

21 

81 

4 

^ 

1 

1            0,ö 

5 

16 

15,& 

82 

4 

— 

1 

1           0,5 

5 

11 

10,5 

8S 

f 

— 

1 

l           Ofi  , 

3 

6 

5,5 

84 

1 

,— 

— 

—         —      ' 

1 

3 

3 

m 

— 

1 



1           0,5 

l 

2 

ho 

m 

— 

. — 

_ 

—         — 

— 

1 

1 

87 
88, 

— 

— 
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—         — 

Z  ; 

1 
1 

1 
1 

80^  m 

1 

— 

— 

__         _      , 

1 

1 

1 

8a. 
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21S     1  518     1  736       ÜB 

1213 

103tt7 

B42f,5 

1)  L  c,  p.  82. 
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mi  liest  aus  dieser  Tabelie,  daß  121B  Personen  Yom  vollendeten 
Ol-  bis  vor  Vollendung  des  58.  Lebensjahres  eintraten ^  daB  8  davon 
schon  auf  dieser  Altersstufe  gestorben,  37  lebend  ausgeschieden  sind 
und  11  aus  der  Beobachtung  ausgetreten  suad^  weil  sie  den  Endtermiii 
versichert  erreichten;  daß  diese  Fälle  beaiehunga weise  bei  32,  6,  50  Per- 
eouen  erst  aul"  der  Altersstufe  65 — 66  sich  ereigneten. 

Das  Verständnis  der  übrigen  Kolonnen,  deren  Gewinnung  durch 
die  Überschriften  iu  deutlicher  Weise  beschrieben  ist,  wird  durch  die 
Entwicklungen  in  Nr,  193  vermittelt.  Die  Zahlen  der  Kol.  7  geben 
au,  wie  viele  von  den  ursprünglich  eingetretenen  (1213)  Personen  auf 
den  einzelnen  Alt<^rsstufeii  auf  die  durch  cüe  Kol,  2,  3,  4  unter- 
schiedenen Arten  _,,aus  der  Beobachtung'*  aiiageachiedeti  sind;  ihre 
Summe  stimmt  daher  mit  der  Anzahl  der  Eingetretenen  überein ^  die 
auch  als  erste  Zahl  der  KoL  8  figuriert;  die  swetie^  dritte ^  ■  ■  -  Zahl 
dieser  Kolonne  bezeichnet  somit  die  Zahl  derer,  die  unter  Beobach- 
tung das  Alter  oH^  b\K  -  -  *  überschritten  haben,  Wenn  man  also  die 
in  Nr,  1Ü3  bei  Formel  (6)  erläuterte  rvehnmigsmäfsigi'  Zahl  der  Über- 
lebenden: 


far  die  aufeinander  folgenden  Alter  bestimmen  wiU^  so  ist  die  Aus- 
führung in  der  erskm  Zeile  eine  andere  als  in  den  übrigen  Zeilen^ 
und  zwar  ist  in  der  eriiim  Zeile; 

^  =„  0,    B=  1213  (erste  Zahl  der  Kol  8), 

^  =  24  (erste  Zahl  der  Kol,  6), 

C       erste  Zahl  der  Kol.  g 


in  den  folgenden  Zeilen: 

Ä  =  Zahl  der  KoL  8, 


erste  Zahl  der  Kol.  ö; 


lf  =  0,      '-  =Zahl  der  Kol.  6, 


A  +  —7-^-  Zahl  der  KoL  8  -  Zahl  der  KoL  6, 

Die  „Deutschen  Sterblichkeitstafeln'^  bezeichnen  die  Zahlen  der 
KoL  9^  denen  wir  hier  den  Namen  „rechnungsmäßige  Anzahl  der  Über- 
lebenden^* gegeben  haben^  als  „durchlebte  Beobachtmigsjahre  oder  Per- 
sonen unter  einjährigem  Kisiko  auf  der  betreifenden  Altersstufe^*;  diese 
Bezeichnung  wäre  nur  dann  zutreffend^  wenn  die  Todesfälle  jeder 
Altersstufe  sämtlich  am  Ende  derselben  einti'äten.  Wenn  jedoch  Roghe^) 
in  diesem  Umstände  eine  Fehlertjuelle  der  Deutschen  Sterblichkeits- 
tafeln  erblickt,  so  beruht  cUes  auf  einem  Irrtum;  denn  wie  eben  ge- 


i)  l  c,  p.  m. 
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zeigt  worden,  entspricht  die  Berechnung  dieser  Zahlen  and  ihie 
weitere  Verwendung  für  die  Sterblichkeitsmessung  yollkommen  der 
Formel  (6)  in  Nr.  193. 

Was  diese  Verwendung  anlangt,  so  geschieht  sie  in  folgender 
Weise.  Überlebende  eines  bestimmten  Alters  und  Gestorbene  auf  der 
ihm  folgenden  Altersstufe  gibt  es  aus  allen  vorangehenden  Eintritts- 
altem;  man  braucht  sie  nur  aus  den  Tabellen  der  eben  vorgeführten 
Art  (Eol.  9  und  Eol.  2)  herauszuheben  und  zusammenzustellen;  dies 
gibt  Anlaß'  zu  einer  gweiten  TabdUmsierung  j  von  welcher  wir  nach- 
stehend wieder  eine  Probe  aus  der  Eategorie  MI.  mitteilen^): 


MI. 

TabeUe  HI. 

Eintrittsalter     1 

Durchlebte 

Beobachtungs- 
jahre 

Gestorbene 

von  Jahr 

bis  Jahr 

Tab.  I,  Kol.  2 

einschl. 

ausschl. 

Tab.  I,  Kol.  9 

Beobachtungsalter 

40 

U 

-  15 

1 

___ 

15 

1 



16 

— 



17 

1 



18 

3 



19 

4 



20 

9 



21 

44 



22 

72 



23 

145 

2 

24 

267 

3 

25 

531 

3 

26 

775,5 

11 

27 

1153 

15 

28 

1  782,5 

26 

29 

2  579,5 

32 

30 

3  381 

37 

31 

4  282 

59 

32 

5  406,5 

55 

33 

6  292 

65 

U 

7  423 

75 

35 

8  112,5 

97 

36 

8  326 

91 

37 

9  053 

124 

38 

9  656 

101 

39 

10  659 

103 

40 

-  41 

6  061 

41 

Sa. 

85  020,5 

940 

Aus  dieser  Tafel  geht  hervor,  daß  z.  B.  von  deu  zwischen  25  und 
26  Jahren  eingetretenen  (rechnungsmäßig)  531  das  Alter  40  überlebten 

1)  1.  c,  p.  84—85. 
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und  davon  3  im  Alter  von  40  bi«  41  Jahren  starben  ^  und  daß  voi 
allen  Eingetretenen  der  Kategorie  (ei  waren  deren  341  744)  rechnnngs 
mäßig  85  020,5  das  Alter  40  überschritten  imd  940  vor  Vollenduni 
des  Alters  41  dureh  Tod  abgingen;  daraus  ergibt  aich  für  die  Sterben! 
Wahrscheinlichkeit  der  40'jähi*igen  der  empirische  Wert: 


^*o-JSo7^-ofiim, 


d 


der  denn  auch  in  der  Tabelle  IV  ^)  bei  dem  Alter  40  eingetragen  nnc 
mit  den  andern  auf  gleiche  Weise  bestimmten  Werten  zur  Kousätniktioi 
der  Sterbetafel    verwendet   erscheint,     Bieee  geht  m  der  Weise 
sieh;  daß  der  Reihe  nach  folgende  Kolonnen  gerechnet  werden: 


VO] 


(5) 

(6) 

(') 

(8) 
(9) 

(10) 


4+  ^logp^  =  logl^ 

tu 

2'- 


(11) 


:ih 


h 


2  ~  ^*t 


(5)  sind  also  die  LebenswahracheinEchkeiten ;  (6)  deren  Logarithmen 
(7)  die  Logarithmen  der  Zahlen  der  Überlebenden,  wenn  für  das 
Alter  15  die  Basis  10000  gewählt  wird;  (8)  die  Zahlen  der  Über 
lebenden  selbst^  (9)  die  Zahlen  der  Gestorbeneü;  (10)  die  bis  zun 
höchsten  Alter  summierten  Zahlen  der  Überlebenden;  (11)  die  voUei 
mittleren  Lebenserwartungen  (vgl  Nr.  177  u»  179), 

Auf  die  beschriebene  Art  sind  alle  acht  Kategorien  von  Ver 
sicherten  aufgearbeitet  worden,  Ana  den  gewonnenen  Originalresul 
tat^n  hat  A.  Zillmer  j^auegeglichene  Sterbt ichkeitatafehi'*  gerechnet 
and  zwar  im  ganzen  neun^  deren  Bedeutung  aus  den  nachfolgend  zn 
sammengestellten  Bezeichnungen  ersichtlich  ist: 

MI.,       WL,    M  u,     Wh, 
MTi,,    wn,    M  u.  WU., 

MIIL,    Will,,    M  u.  WIIL. 

Die  letzte  Tafel  der  ersten  Gruppe  ist  in  den  drei  ersten 
der  Tafel  IV  am  Ende  diesem  Buches  mitgeteilt. 

1)  1.  0.»  p.  104. 
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196.  Ansgleichnng  von  Tafeln.  Die  unmittelbaren  Ergebnisse 
einer  Sterblichkeitsmessung,  mögen  sie  aas  beTÖlkerungsstatistisdieiL 
oder  aus  Beobachtungen  an  Versicherten  od.  dgl.  hervorgegangen  sein, 
bieten   in  ihrer  nach  dem  wachsenden  Alter  geordneten  Znsammen- 
stellung  insofern   kein  befriedigendes  Bild  dar^   als  der  Yerlanf  der 
Zahlen  der  Vorstellung,  die  man  sich  a  priori  von  ihm  bildet^  nicht 
entspricht.     Diese  Vorstellung  geht  dahin  ^  daß  es  normale  Werte  der 
betreffenden  Größe  —  wir  denken  an  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  — 
gebe,  die  sich  in  den  Lauf  einer  Funktion  einfügen,  die  weder  plötz- 
liche,  noch    innerhalb  enger  Altersgrenzen  häufig  wechselnde   Ände- 
rungen aufweist,  vielmehr  mit  einer  gewissen  Regelmäßigkeit  mit  dem 
Wachsen    des    Alters   fortschreitet.      In    geometrischer   Interpretation 
geht  also  die  apriorische  Erwartung  dahin,  durch  die  Endpunkte  der 
graphisch  aufgetragenen  Einzelwerte  der  Größe,  um  die  es  sich  handelt, 
werde  sich  eine  Kurve  legen  lassen,  die  einen  im  Detail  regelmäßigen 
ruhigen  Verlauf  zeigt. 

Wenn  dem  nicht  so  ist,  so  sind  die  Gründe  hierfür  in  zwei  um- 
ständen zu  suchen:  In  den  unvermeidlichen  Fehlem,  die  jeder  empi- 
rischen Bestimmung  einer  Größe,  sei  dieselbe  konkret  oder  abstrakt, 
anhaften,  und  in  Störungen  des  „normalen"  Verlaufes  der  beobachteten 
Erscheinung,  sowie  in  UnvoUkommenheiten  der  Beobachtung  selbst. 

Für  die  unvermeidlichen,  zti fälligen  Fehler  läßt  sich  ein  Maß  aus 
der  Beobachtungsgrundlage  ableiten.  Ist  ij  die  (wirkliche  oder  rech- 
nungsmäßige) Anzahl  der  Personen,  welche  ein  bestimmtes  Alter  x 
überlebt  haben,  und  m  die  Anzahl  der  aus  ihnen  hervorgegangenen 
Sterbefälle,  so  ist  man  berechtigt,  mit  der  Wahrscheinlichkeit 

P-A/-,»  (1) 


]/71 


0 


zu  erwarten,  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  q  des  betreffenden  Alters 
liege  zwischen  den  Grenzen: 


bezeichnet  man  also  den  empirischen  (wahrscheinlichsten)  Wert  ~  von 
(j  mit  Qq,  seine  Ergänzung  zur  Einheit  mit  Pq,  so  ist 


r  2p,  5„ 


(3) 


die  Präzision  und  damit  zugleich  ein  Maß  der  Unsicherheit  der  Be- 
stimmung Qq  von  g,  insbesondere  ist 

r  =  0,67449]/^  (4) 


schnitt!    R^biiehiieitiimewTBJg. 
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der  walirscJiemLclie  Fehler  dieser  Bestimmung  (s.  Nr,  164),  Dieae 
Formeln  zeigen,  daß  in  den  Sfhwacli  heeetzten  Altersklassen  aas  dieser 
Quelle  allein  eine  erliebliche  Unsicherheit  in  der  Bestimmung  von  q 
imd  daher  auch  ^ine  beträchtliche  Unregelmäßigkeit  in  den  gewonnenen 
Einzelwerten  entspringen  kanm 

Die  zweite  Fehlerquelle  entzieht  sich  der  rechnerischen  Behtmd- 
limg.  Störungen  können  sich  dadurch  ergeben^  daß  besondere  Sterb- 
lichkeitsursachen für  kürzere  oder  längere  Zeit  mit  veratarkter  Inten- 
sität auftreten.  ünvollkommenheiten  haften  ferner  auch  der  mit 
größter  Sorgialt  durchgeführten  Beobachtung  an  (imrichtige  Alters- 
angaben, bjpothettsdie  Bebindlung  der  WandenuigeUj  der  Ein-  und 
Austritte  etc.).  Man  sucht  durch  möglichste  Erbreitorung  der  firund- 
lage  sowohl  der  Menge  der  Individuen^  wie  auch  dem  Beohachtungs- 
zeitrBume  nach  den  Einfluß  der  Störungen  möglichst  einznschrünken. 

Aus  dem  Bestreben,  die  durch  den  Zufall  verursachten  Unregel- 
mäßigkeiten einer  Tafel  —  und  dies  gilt  auch  von  andern  als  Sterbe- 
tiilelu  allein  —  *m  beseitigen  imd  sich  dem  j^normalen"  Verlaufe  zn 
nähern j  sind  die  zahlreichen  Ausgleichm^smethodeti  hervorgegangen, 
jlche  heute  ein  wichtiges  imd  Tielgepflegtea  Kapitel  der  Tafel- 
mstntktionapraxis  bilden;  dabei  darf  nicht  verschwiegen  werden,  daß 
es  nicht  an  fachmännischen  Stimmen  fehlte  die  för  die  unveränderte 
Beibehaltnug  der  unmittelbaren  Ergebnisse  eintreten;  die  Aufbewahrung 
und  die  Publikation  ilksvr  Ergebnisse  ist  unter  allen  Umständen  ge- 
boten, weil  jede  wissenschaftliche  Untersuchung  zu  ihnen  zuröckkehi-en 
muß.  Das  Bestreben  der  neueren  Methoden  geht  dann  auch  dahiuj 
nur  dortj  wo  offenkundig  zufällige  Stonmgen  des  nornmlen  Verlaufes 
vorliegen  j  sieh  von  den  Originalzahlen  zu  entfernen  und  einer  alhu- 
stark  eingreifenden  Ausgleichnngj  die  auch  in  der  Natur  der  Sache 
gelegene  und  daher  charakteristische  Bewegungen  verwischen  kann, 
aus  dem  Wege  zu  gehen;  daneben  freilich  beetebt  der  Wunsch,  die 
Endresultate  so  regelmäßig  zu  gestalten,  als  oh  sie  tatsächlich  aus 
einem  analjtischen  Gesetze  hervorgegangen  wären. 

Existierte  ein  solches  und  befände  man  sich  im  Besitze  seines 
analytischen  Ausdruckes  ^  dann  wäre  die  ganze  Frage  gelöst  An- 
genommen ^  die  Sterhenswabracheinlichkeit  f^  bei  dem  Alter  m  hätte 
den  allgemeinen  Ausdruck 


q^  =  F{35,  a,  b,  €,     ■  ■), 


(5) 


L 


wobei  F  das  Zeichen  für  eine  bekannte  Fimktion  ißt  imd  a,  b,  c^  -  ^ 
Konstanten  (Parameter)  bedeuten.  Dann  würde  sich  das  Absterben 
irgend  einer  Masse  nur  als  eine  Modalität  des  Gesetzes  oder  der 
SterUkhlTiisformet  (5)  darstellen  mid  durch  die  Spezialwerte  der  Kon- 
stanten gekennzeichnet  sein.  Zu  einer  genäherten  Berechmmg  dieser 
Spezialweil-e  genügte  im  Grunde  die  empirische  Bestimmung  von  so 
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yielen  Einzelwerten  von  q^y  als  es  Konstanten  gibt;  ihre  möglichst 
gesicherte  Berechnung  aus  einer  yollständigen  Beobachtungsreihe  hätte 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  geschehen,  wobei  je  nach 
der  Zusammensetzung  Ton  F  der  eine  oder  der  andere  der  beiden  in 
Nr.  150  entwickelten  RechnungsTor^nge  sich  besonders  empfehlen 
würde. 

Nach  dem  ersten  Vorgänge  entwickelt  man,  nachdem  Näherungs- 
werte ÖQ,  \y  Cqj  •  •  •  für  die  Konstanten  bestimmt  worden  sind, 

F{x,  a^  +  Ja,  60  +  ^6,  Co  +  de,  •  •  •) 

bis  auf  Glieder  erster  Ordnung  in  da,  db,  de,  •  •  •,  setzt 

Fa(^>  %y  K  ^07  •  •  0  =  ^xj     F,'{x,  ao,  60.  Co;  •  •  0  =  ßxf 
Ki^y  «0;  K  ^o;  '")  =  yzf     •••; 
bildet  mit  Hilfe  des  beobachteten  Wertes  q^  von  q^  die  Differenz 

flx  -  F{^y  %y  K  ^oy  •  •  •)  =  **; 

mit  Hilfe  dieser  Werte  ergibt  sich  für  jedes  Alter  eine  Fehlergleichung 
von  der  Form: 

aus  dem  System  der  Fehlergleichungen  erhält  man  unter  Berück- 
sichtigung ihrer  Gewichte  g^  die  Normalgleichungen: 

[gacc]da  +  [gaß]dh  +  [gay]dc  +  .  •  .  =  [gad] 
[gaß]da  +  [gßß\db  +  [gßY]de  +  . .  •  =  [gßä] 
[gay]Ja  +  \gßy]db  +  [gyy\dc  -\ =  [gyS] 

zur  Bestimmung  der  Korrektionen  da,  db,  de,  •  •  •  der  Näherungs- 
werte. Mit  der  definitiven  Formel  ist  dann  nicht  bloß  eine  Aus- 
gleichung der  Beobachtimgsreihe,  sondern  auch  deren  InterpoUUion 
gewonnen,  da  man  imstande  ist,  q^  auch  für  nicht  ganze  x  zu  be- 
rechnen. Was  das  Gewicht  g^  betriflPt,  so  ergibt  es  sich  aus  der 
Präzision  (3)  von  q^.,  und  zwar  ist  nach  Nr.  137 

wobei  X  einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet,  den  man  zweckmäßig 
so  wählen  wird,  daß  die  g^  sich  in  bequemen  Zahlen  ausdrücken. 

Der  zweite  Vorgang  kommt  vorteilhaft  zur  Anwendung,  wenn  es 
eine  Funktion  q){q^)  von  q^  gibt,  die  in  bezug  auf  die  Konstanten 
a,  b,  e,  •  •  •  linear  ist;  es  kann  dann  das  direkte  Verfahren  der  Aus- 
gleichung vermittelnder  Beobachtungen  (Nr.  145  u.  148)  zur  Anwendung 
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gebracht  werden;  nur  kommt  an  die  Stelle  des  Gewichtes  g^  von  q^ 

K^wicht  gj  Ton  ^(C{J  in  ßochnutig^  das  eich  nach  Nr,  150  mit 
mt.  ^^^-^ 

_aniit  ist  die  eine  Methode  der  Ausgleichung  von  Tafeln,  die 
mit  ZngTiuidelegung  einer  mmlytischen  Formel,  gekennzeichnet.  Neben 
dieser  gibt  es  medmnhche  Methoden,  die  auf  eine  ausgleichende 
Kombination  der  Beobachtiingsresultate  hinzielen,  und  die  graphisehß 
Aasgleichung, 

iZur  Wahl  der  Methode  kommt  im  einzehien  FaUe  noch  die 
FrBige,  an  welcher  Größen  reihe  die  Ausgleichung  vorzunehmen  ist 
Bei  Sterbetafeln  kann  6b  sich  ntir  um  die  Entscheidung  zwischen  den 
Sterbens  Wahrscheinlichkeiten  q^  und  den  Zahlen  der  Überlebenden,  l^^ 
handeln.  Der  seit  langem  schon  befolgte  Vorgang,  die  Sterbenswahr- 
■  seheinlichkeiten  auszugleichen  und  ans  ihren  ausgeglichenen  Werten 
erat  die  Tafel  anlzubauon,  hat  sich  auch  theoretiech  als  der  vorteil- 
haftere erwiesen M  (dort,  wo  mit  Gewichten  zu  arbeiten  ist,  sprechen 
Iauch  praktische  Gründe  für  ihn,  weil  die  Gewichtsbestimmung  der  l^ 
umständlich  ist)* 
197.  SterliliehkeitsfonneLEi.  Die  Formeln  von  Q-omperts 
UMd  Makettam  und  Beispiel  llirer  Terwendiuig.  Seit  De  Mo  i  vre, 
dem  ersten^  der  eine  Hypothese  über  den  Verlauf  des  Absterbens  «uf- 
steUte^),  dabin  gehend,  die  Reibe  'der  Zahlen  der  Überlebenden  vom 
V2.  bis  zum  86.  Jahre  (Lebensende)  sei  eine  arithmetische  Progression 
mit  konstanter  Differenz,  hm  in  die  Gegenwart  sind  zahlreiche  Ver- 
suche unternommen  worden,  die  Erscheinung  des  Absterbens  in  eine 
analytische  Formel  zu  fiissen;  u^d  sicherlieh  werden  auch  in  der  Zu- 
kunft solche  Versuche  wiederholt  werden.  Bei  vielen  Autoren  bestand 
die  Meinung,  in  der  Formel  den  Ausdruck  eines  Naturgesetzes  ge- 
funden zu  haben;  der  Glaube  an  die  Existenz  eines  solchen  geht  auch 
aus  den  Worten  hervor,  mit  welchen  Wittstein  die  Vorrede  zur 
zweiten  Auflage  seiner  Schrift:  „Das  mathematische  Gesetz  der 
menschlichen  Sterblichkeit*^  (Hannover  1883)  schließt,  das  Ziel  der- 
artiger Untersuchungen  sei,  „gleichwie  der  Astronom  jetzt  aus  wenigen 
Beobachtungen  eines  Gestirnes  deäsen  ganze  Bahn  berechnet,  so  auch 
dereinst  aus  der  Beobachtung  weniger  Altersklassen  mit  Sicherheit 
eine  ganze  Sterblichkeitstafel  aufbauen  zu  können^**), 

1)  J.  Earnp,  Über  eine  neue  meehaniaclie  AnsgleiclixingaTiietliode.  Trans- 
aetiona  of  the  second  intern at.  actuarial  congreas  1898,  Loüdoa  1899,  p.  53. 

%)  Treatiae  of  Animities  on  Livee,  LoBdon  1726. 

3)  Zur  geBchiclitlichen  Entwicklung  des  Gegenstantles  vgl.  des  Verf.s  ,,Die 
Entwicklung  der  Wahracheinlichkeitstlieorie  etc.",  Jahreaber.  dex  Deutachen 
Mathem  -Verein,  Vü  (1890),  p,  288— 34S. 
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Die  ueiiert?  Aiischautmg  erblickt  in  den  Sterbliehkeitsformeln  nickts 
mt*lir  als  aualy tische  Ausdrücke^  welche  sich  der  einen  Beobacbtuiigfl- 
reihe  beBRerj  einer  andern  mit  minder  gutem  Erfolge  anpassen ^  tind 
hält  es  für  ausgeschlossen,  daß  es  ebmml  gelingen  kannte,  eine 
l*\irmel  zn  finden,  die  alle  Beabaehtungsreihen  gleich  gut  wietkr- 
xngeben  vennöcbte.  Sie  darf  Bicli  dabei  niclit  bloß  auf  die  bisher 
gemachten  Erfahrungen,  sondern  hauptsächlich  auf  die  Natur  der  in 
Frage  stehenden  Erscheinung  berufen,  deren  zeitlicher  und  örtlicher 
Wechsel  eine  alles  umfassende  analytische  Formulierung  tatsächlicla 
auözuMC'Id ießen  scheint. 

Unter   den    vielen  Fonnelu  haben  es  die  von  B.  Gompertss  ixad] 
Makehani    zu    einem    hohen    Ansehen    gebracht;    viele    der   neue  iceH 
wichtigen  Sterblichkoitsjnesaangeu  sind  nach  ilmeri  bearbeitet  wor«de 
und  man  muß  KUgeben,  zum  Teil  mit  überraschendem  Erfolgp 

Die  (triindidee  der  Gonipertz sehen  Theorie  der  menschliL-^Tie 
Sterblichkeit^)  läßt  sich  mit  Hilfe  des  Begriffes  der  Sterblichk«^iti 
inteuÄität  (s,  Nr.  17H)  dahin  ausdrücken  j  daß  der  Wert  dieser  "fciw- 
logischen  Funktion  mit  dem  Alter  nach  geometrischer  Progresöwif 
wachse,  daß  aho 

^^  =  i?c'  ( 1 ; 

iei;  da  nun  u^  ^  ~  f  dx  ^^^'  ^^  ^^^^  daraus: 

untl  setzt  man  "j-^=Log<7^  so  wird 

Log  l^  -=  Log  k  +  c^  Log  (f 
und 

Dies  ist  die  Gompert zache  Sterbhchkeitsfonuel  mit  den  drei  Para 
meiern  c^  g^  L  Die  Zahl  dieser  reduziert  sich  auf  zwei,  wenn  mai 
zur  Darstellung  der  Lebens-  oder  SterbenswalirscheialJchkeit  übergeht 
denn  aus 

und  (2)  folgt 

p,  =  r^(—).  (3) 

ßompertz  selbst  beschrankte  die  Formel  auf  die  Alter  von  10  oder 
15  bis  55  oder  60  Jahren  und  bemerkte,  auf  die  Kinderjahre  sei  sie 


1)  On  the  nature  of  the  fimction  expressive  of  the  law  of  human  mor- 
tality  etc.     Load.  Tranaact  (parfc  11)  ISSft. 

2)  Log  ist  hier  die  Bezeiclinuisg  dea  mHütlicheti  LogarithjüUÄ. 
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lucbt  anwendbar,  und   wolle  man  sie   über  das  00,  Jahr  ausdehnen, 

80  niüsae  eine  Andening  der  Konstanten  eintreten. 

■         Makeham')  hat  an  der  Oompertsischen  Formel  eine  Abände* 

mng  angebraf^ht,   durch  die  sie  anwendbar  wurde  auf  alie  Alter  Yon 

etiia  20  Jahren  anfwärts.    Diese  Erweiterung  oder  Verallgemeinenmg 

der  Formel  ist  schon  in  den  Ansiuhmngen  angebahnt^  mit  welchen 

floGipertz  seine  Theorie  begründete;  er  spricht  hier  die  Vermntiuig 

ans,  daß  das  Sterben  die  Wirkung  von  zwei  koexistiorenden  Ursachen- 

Icomplexen   »ei;    der  eine    wirke    in   allen    Altem   gleich    stark ^    der 

a-ndere,  indem  er  den  Organismus  abnütze  und  seine  Widerstandskraft 

tierabsetze^  in  einer  mit  dem  Alter  zunehmenden  Welse.     In  genauer 

"Verfolgung   dieses   Gedankens  gelangt  man  dazu,   die   Sterblichkeits- 

intensität  als  Summe  ans  einem   konstanten  (d.  h.   Toni  Afer  unah- 

liängigen)   und  einem  mit  dem  Alter   (m  geometrischer  Progressiün) 

"wachsenden  Teile  anzusetzen: 


&  li,  =  Ä+B(f;  (4) 

Warans  ergibt  sich  durch  Integration: 

Log  l Äx-  ~  j.c'  +  Log  k] 

n 

setzt  man   —  A  =  Logs,   ~  r~     "^  Log  </,  so  entateht  die  f^  jedes 

Logaritlunensystem  giltige  Gleichung: 

■  Log l^  ^hogk  +  x Log s  +  €^  Log g^ 

Kaos  der  schließlich 

P  l^k^Sf'  (5) 

folgt.     Dies  ist  die  von  Make  harn  aufgestellte  Formel^  zumeist  die 

»GompertZ'Makehamache  genannt.  Sie  enthält  vier  Konstanten, 
deren  Zahl  sich  bei  dem  Übergang  zn  einer  Wahrscheinlichkeit  um 
eine  Termin dert;  so  ist  insbesondere  die  Lebenswahrscheiidiehkeit: 

IP.-sff'i'-'K  (6) 

Wir  gehen  nun  damn,  jene  Art  der  Anwendung  der  Ponnel  (5) 
auf  eine  spezielle  Erfahrung^ reihe  xu  erklären,  die  im  Text  Book*) 
eingeschlagen  worden  ist.  So  interessant  der  dabei  befolgte  Vorgang 
in  seinen  Einzelheiten  ist  und  so  sehr  die  anggeglichene  Tafel  durch 
die  liegehuäßigkeit  ihres  Verlaufes  befriedigt,  als  ein  methodisches 
Terfiibren,  das  hei  einem  andern  Material  mit  Aussicht  auf  Erfolg 
bewendet  werden  könnte,  kann  er  nicht  bezeichnet  werden- 


1)  Journal  of  the  Inst,  of  Actuario«,  18$0  (Januarj). 

t)  Institute  of  Actuarie«*  Text  Book.     Part  n.    London  1887,  p.  75  ff. 
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Vier  äquidlBtante  Werte  von  l^  reichen  theoretisch  zur  Bestimmung 
der  vier  Konstanten  c,  g,  k,  s  hin,  und  die  Rechnung  kann  zweck- 
mäßig wie  folgt  geführt  werden.  Man  bilde  im  gemeinen  Logaritbmen- 
system  die  Gleichungen: 

log  l^^log]c  +  xlogs  +  (f  log  g  (7) 

log  L+t  -  log  Je +  (x  +  t)  log  s  +  0*+'  log  g 

log  L+8.  =  log  h+{x  +  2t)  log  s  +  (f^^*  logg 

log  h^zt  =  log  k  +  {x-\-  30  log  s  +  (f +«'  log  (/; 

durch  Bildung  der  ersten  Differenzen  in  der  Reihe  der  linken  Seiten 
entsteht: 

J  log  l,^tlogs  +  (f{&  -  1)  log^  (8) 

J  log  ?,+,  =  Heg  s  +  (f^'{(f  -  1)  log  g 
^  log  K^^t  -  ^  log  s  +  (T-+  2' {&  ~  1)  log  (7; 
die  Bildung  der  zweiten  Differenzen  fiihrt  weiter  zu: 

^Mogi,  =  C(c'-l)Mog<7  (9) 

Dividiert  mau  die  letzte  Gleichung  durch  die  vorletzte  und  logarith- 
miert  das  liesultat,  so  ergibt  sich: 

log  z/*  log  l,^,-  log  z/«  log  l,  =  t  log  c.  (10) 

Daraus  berechnet  sich  log  c  und  c.  Die  Einführung  dieses  Wertes 
in  (9)  ermöglicht  die  Bestimmung  von  log  g  und  damit  von  g  selbst. 
Mit  den  Werten  von  c  und  g  liefert  die  Gleichung  (8)  den  Wert  von 
log  .9  und  somit  von  .s  selbst.  Mit  diesen  Daten  kann  schließlich 
aus  (7)  log  k  und  k  berechnet  werden. 

Folgten  die  l^  tatsächlich  in  aller  Strenge  dem  Gesetze  (5),  so 
wäre  es  gleichgiltig,  wie  man  die  vier  äquidistanten  Alter  auswählt. 
Hingegen  bietet  die  wiederholte  Rechnung  der  Konstanten  aus  ver- 
schiedenen Altersgruppen  einen  Anhalt  dafür,  ob  und  wie  weit  die 
Formel  sich  der  Reihe  der  l^  anpaßt.  Als  Beispiel  in  letzterem  Sinne 
diene  die  wiederholte  Berechnung  aus  der  Sterbetafel,  welche  J.Milne^) 
für  die  Stadt  Carlisle  konstruierte;  dieselbe  ergab: 


log 

Altersgruppe 

15,  36,  öö,  75 

20,  40,  60,  80 

0,0411317 

—  0,0003083 

—  0,0034071 
4,8549296 

25,  45,  65,  86 

0,0404469 

—  0,0003272 

—  0,0038187 
4,8681803 

30,  60,  70,  90 

c 

9 

s 
k 

0,0364862 

—  0,0007893 

—  0,0029073 
4,8452264 

0,0897194 

—  0,0003694 

—  0,0039126 
4,8743597 

1)  Treatise  on  Annuities  and  Assarancc,  1815. 
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Diese  Tabelle,  die  nebenbei  auch  über  die  Vorzeichen  der  Loga- 
rithmen der  Eonstanten  belehrt,  zeigt,  daß  es  nicht  wohl  möglich  ist, 
die  genannte  Tafel  durch  eine  Formel  befriedigend  darzustellen;  sie 
laßt  auch  den  verschiedenen  Grad  der  Empfindlichkeit  der  Eonstanten 
erkennen.  Man  könnte,  um  in  einem  so  gearteten  Falle  einen  mög- 
lichst gleichmäßigen  Anschluß  der  Formel  an  die  Beobachtungsreihe 
zu  erzielen,  Mittelwerte  aus  den  verschiedenen  Bestimmungen  der 
Eonstanten  bilden. 

Ein  anderer  Weg  ist  bei  der  Herstellung  der  Tafel  eingeschlagen 
worden,  welche  die  Grundlage  aller  Tabellen  des  Text  Book  bildet 
und  auf  den  Beobachtungen  H^^)  der  20  britischen  Gesellschaften 
beruht. 

Das  Verfahren,  darauf  ausgehend,  möglichst  viele  Beobachtungs- 
werte an  der  Bestimmung  der  Eonstanten  mitwirken  zu  lassen,  be- 
steht in  folgendem. 

Man  bildet  vier  Summen  von  je  i  aufeinander  folgenden  log  l^, 
mit  einem  zweckmäßig  gewählten  x  und  t  vorgehend;  nach  Formel  (5) 
ist  zunächst 


x  +  t-l 

2 


^  logl^  =  tlogk  +  (x  +  X  +  l  +  x'+  2  +  ■  ■  ■  +  X  +  t -  i)log s 


+  (f  {l  +  c  +  c*  +  ■  ■  ■  +  &-')log  g, 
also  definitiv: 


«+<-i 


2  logi,  =  nogA+-2  (2x  +  t^l)logs  +  (f(_~logg', 


ebenso: 

x  +  it-i 


V  log h  =  i log k+~(2x  +  3t-  1) log s  +  C+'  '^^j  log 9 

t  +  t 

2  log  l  =  t  log  Ä-  +  l  (2rr  +  5^-1)  log  s  +  (-+»'  -^^£7^^  log  f, 
2  log  l.  =  t  log  k  +  ~  {2x  +  lt-  1)  log  s  +  e-+«'  (Zl  logg. 


ap  +  8<-l 


«  +  S/ 


Mit  diesen  vier  Summen  wird  genau  so  verfahren,  wie  es  vorhin 
mit  den  vier  Einzelwerten,  deren  erster  mit  (7)  bezeichnet  war,  ge- 
schehen ist. 


1)  H^  ist  die  Abkürzung  für  Healthy  Males  Lives  (=  gesunde  männliche 
Leben).  Die  Ergebnisse  der  Beobachtungen  finden  sich  in  dem  bereits  zitierten 
„The  Mortality  Experience"  auf  p.  273—274. 
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c  =  1,0956122 
g  =  0,9989465 
s  =  0,9938272 
Jt  =  10976,7. 


Nach  inehrfachea  Versuchen  ist  als  die  vorteilhafteste  CTnip|>eii- 

bildiing    die    gefunden    worden ,    welche  2:^17^    ^-=18    eBtspriclit; 

dadurcli    sind   die   72   Alter^klasaen   von  17   bis  88  ^ur  Verweudnoi: 
gekommen,  und  die  Rechnung  ergab: 

log  V  -  0^3965686 
log  3  =  9.9995432 
log  s  -  9,997390673 
log  k  =  4,0404723 

Mit  diesen  Werten  der  Konstanten  sind  nun  die  l^  für  alle  Alter 
(¥0U    10  aufwärts,    da    die  Beobachtung  für  die  untersten  Alter  oi 
völlig   imÄuliingUches  Material  ergeben  hatte)  zu  revhnen.     Die  Recl 
nung  wurde  auf  Grund  der  folgenden  Betrachtung  vollzogen.     Es  i 

log  l^  =  log  k  -  X  (-  log  s)-<f{-  log  g) 
und  vermöge     -r      =  pj.  weiter 

^  log  l^  =  logp^  =  -  (-  log  S)  -(f{€-  1)  (-  log  ^9)^ 

darauB  folgt  durch  neuerliche  Differenzenbilduug: 
^  logp^  =  --  *f  (e  -  If  (-  log  0), 
log  (-  J  log  pj  =  :i;  log  c  -f  2  log  (c  -  1)  +  log  {-  log  g), 

und  hieraus  schließlich  mittels  desselben  Prozesses: 

J  log  (—  J  log  p^)  =  log  c. 

Man  erhält  also,  von  einem  Anfangs  werte  log  (—  ^  ^ogp^)  ausgehend 
durch  fortgesetzte  Addition  von  log  c  die  ganze  Reihe  der  Werte  vc 
log  (— ^  log  jj j ;  nimmt  man  hierzu  die  Numeri,  so  hat  man  die 
Reihe  der  —^log^i^.  Aus  dem  direkt  gerechneten  Anfangs  werte 
von  logp^  ergibt  sieh  mittels  der  letzterwähnten  Reihe  die  Reihe  der 
logp^\  aus  dieser  mit  Hilfe  des  direkt  gerechneten  Anfaogswertes  von 
log  Ij,  die  ganze  Reihe  der  log  l^  und  schheßlich  die  der  Z^, .  Bei 
dieser  letzten  Stufe  der  Rechnung  ist  logZ^  oder,  was  dasselbe  be- 
deutet,  logA'  um  eine  Einheit  erhöht  worden,  um  eine  größere  Basis 
zu  gewinnen. 

Die  direkt  gerochueten  Aafaugswerto  sind: 

log  (-  z/  log|)J  =  5,0173009,     logp^o  -  1,99720183, 
log  ;,,^  5,0124407; 

damit  ergibt  sich  für  die  durch  bloße  Additionen  und  den  Üb^ 
von  Logarithmen  zn  Zahlen  geführte  Rechnung  folgendes  Schemii: 


II  AbHchiiitt.    SUrblicbkeitsmeftsung- 
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4? 
1 


\log(—JhgpJ 


4 


6 


10 
tl 
13 
13 


6,0173009 

,0609678 
,096CUe 
,1303716 


0,0000104 
,0000114 
,0000126 
,0000137 


,i*97l9l4 

,y97isoo 

,9Ö7lfi75 


6,1}1SUÖ7 
,0096426 
,Ü0Ö833U 
,0040131» 


102  9oa 

102  246 
101  686 

100  lt28 


P  Jede  Zahl  der  Kolonne  2  entateht  aua  der  vorangehenden  durch  Ad- 
dition Yon  log  e  =  0,039K)568f>;  jede  Zahl  der  Kolonne  4  aus  der  über 
ihr  stehenden  durch  Subtrfiktion  der  links  daneben  befindlichen;  jede 
Zahl  der  Kolonne  5  endlich  aus  der  über  ihr  ateheuden  durch  Ad* 

»ilitiou  der  links  daneben  befi Tidlichen. 
Vergleicht  man  die  so  berechneten  I^  mit  den  Origiualzahlen  der 
H^-TbS^\^  80  steigen  sie  vom  Alter  25  aufwärts  eine  sehr  befriedigende 

■  Übereinstimmung;  unterhalb  dieses  Alters  aber  halten  sich  die  ge- 
rechneten Zahlen  beständig  ü)>er  den  Originalzahlen,  und  die  Divergenz 
nimmt  von  2ö  gegen  10  hin  in  ausgesprochener  Weise  zu;  der  Ver- 

Ilauf  der  Sterblichkeit  macht  also  um  das  25.  LehenAJahr  eine  Wendung, 
welche  die  Formel  nicht  wiedergibt. 
Um  eine  im  ganzen  Verlaufe  dem  Original  sieh  anschmiegende, 
regc4mäßig  verlaufende  Ileihe  zu  erhalten,  wurde  der  Exceß  der  ge- 
rechneten l^  über  die  originalen  in  dem  betretienden  Teile  der  Tafel 
wieder  einer  Mak  eh  am  sehen  Formel  angepaßt j  dabei  jeducb  die 
frühere  Konataute  f,  die  erfahrung^ mäßig  nur  geringen  Variationen 
unterliegt^  beibehalten;  dagegen  traten  an  die  Steile  vou  //,  s^  k  neue 
■    Konstanten  y^  tj^  Xj  deren  Berechnnng  aus  den  Altera  10,  16,22  ergab: 


log  y  ^  9,54698 
log  tf  =  0,06820 
log  X  =  B,9103. 

Mit  diesen  Werten  ist  der  Exeeß  für  10  bis  28  gerechnet  und  von 
don  aus  der  ersten  Rechnung  hervorgegangenen  I^q  bis  1^^  in  Abzug 
gebracht  worden;  so  ergab  sich  die  endgiltige  Reihe  der  1^  von  10 
aufwärts. 

Eine  ausschlaggebende  Prüfung  des  Anschlusses  der  Formel  an 
die  Zahlen  der  Originalreihe  lieferte  nun  die  Vergleichung  der  ,,ßr- 
wartnngsmäßigen'^  mit  den  ,,wirklichen"  Todesfällen,  Bezeichnet  l^ 
die    (rechnungsmäßige)    Anzahl    der    imter    Beobachtung    gestandenen 

Ia: -jährigen,  Ö^  die  Ajizahl  der  aus  ihnen  hervorgegangenen,  also  be- 
obachteten Todesfälle  ^),  q^  die  Sterbens  Wahrscheinlichkeit  nach  der 
i: 


I 


l)  8iebe  diese  Zahlen  iu  ,^The  Mnrtality  Experience" 


p   244. 
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auigegHcbeuen  Tafel ^  so  ist  ^^l^^SJ  die  Anzahl  der  erwartungs- 
mäßigen Todesfälle.  Die  folgende  Tabelle  zeigt  für  die  von  fönf  zu 
fünf  Jahren  fortechreitenden  Alter  das  Großenverhältnis  TOn  ä^  und  dJ2 


0! 

h 

^. 

^J 

-j;-^. 

10 

37y 

3 

% 

—  1 

1& 

908 

2 

8 

+  1 

20 

3  S93,5 

19 

19 

0 

m 

13  622,5 

70 

96 

+  m 

m 

27  112,5 

224 

209 

—  15 

Sfi 

35  glb.ö 

296 

309 

+  14 

40 

33  195 

377 

382 

+    5 

45 

34  735,6 

4S9 

426 

—    4 

50 

2B  855,6 

476 

454 

—  28 

66 

22  1T0,6 

50» 

471 

-m 

ÖO    1 

15  672,6 

488 

46Ö 

-20 

65 

0  984,6 

435 

432 

—    3 

10 

6  622 

315 

860 

+  45, 

76 

2  693 

254 

259 

+    6 

80 

996 

140 

144 

+    * 

»5 

2Ö4,& 

55 

55 

0 

90 

4d,6 

10 

14 

+    4 

96 

1,5 

1 

2 

+    1 

In   u 

lieft   Alters* 

20  517 

20  496 

—  21 

klasflür 

t  zusammen 

Schließlich  wurde  die  Tafel  ftir  die  Alter  unter  10  Jahren  er- 
gänzt mit  Hilfe  der  Lebenawahrscheinlichkeiten  aus  Farrs  Sterbetafel 
für  die  „geguude  männliche  Bevölkerung"  Englands^),  | 

An  Beispielen  der  Ausgleichung  einer  Beobachtungsreihe  imter 
Zugrundelegung  einer  Sterblichkeitsformel  und  mit  Benützung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  seien  angeführt;  ] 

Die  Tafel  des  Ersten  Allgemeinen  BeamteuTereint  der  osterr.- 
ungan  Monarch ie^);  ausgeglichen  wurden  die  Logarithmen  der  Lebens- 
wahrschoinlichkeiten'uacb  der  Makeham sehen  Formel  (fi),  der  zufolge 
log  jfj^  =  log  s  +  c*(c  —  1)  log.(7    ist;    die   benützten  Alter   gehen  von 

30  bis  m. 

Die  Tafel  H^^  der  20  britischen  tTesellschaften,  ausgeglichen  von 
Wittstein^)  nach  der  von  ihm  selbst  aufgestellten  Sterbliclikeits' 
formel: 

a*  '    m  ' 

worin  M  das  höchste  Alter  bedeutet,  in  welchem  noch  Lebende  vor 
banden  sind  (im  TorUegenden  Falle  mit  97  augenonimen)^  die  Kon*j 
»taute    m    ergibt   sich    vor  der  Ausgleiehungsarbeit  durch  das  AJttrJ 

1)  London,  Philos.  Trains.  1860, 

2)  Siehe  die  Literaturnat^bweiae  in  Nr.  194, 
S)  Das  njathematiÄcbe  Ue«ctz  der  tnenHchlkben  Sterbljchkeit  1883,  p.  36ffJ 


I 
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geringster  Sterbaimwalirscheiiilidikeit  und  M  (ib  dem  behauddten 
Falle  ist  sie  mit  G  jiDgenommcü).  E^  bleiben  noch  zwei  Konstante^ 
a  und  «j  zu  hestimmeOj  und  dieser  Teil  der  Ausgleichung  ist  an  der 
zitiertan  Stelle  mit  allen  Einzelheiten  dargeii^gt. 

198,  Mechaniaclie  <&ii8gleicliuiigBmetbodeii.  Die  meeha- 
niscbeu  Ausgleichungsmethoden  gehen  vun  der  Erwägimg  aus^  daß 
die  Störung  eines  Einzelwertes  in  einer  Beobacbtnngsreihe  elcb  auch 
noch  in  den  beiderseits  benachbarten  Gliedern  bemerkbar  machey  daß 
jedoch  eine  sehr  geringe  Wahrscheinlichkeit  daiur  bestelle,  es  werde 
eine  längere  Folge  von  Einzelwerten  in  gleichem  Sinne  beeinflußt 
sein 5  viel  eher  aei  zu  erwarten^  daß  sich  durch  den  Wechsel  des 
SimLce  auch  in  kürzeren  oder  Längeren  Abschnitten  ein  Anggleich  im 
Verlaufe  der  Erscheinung  vollzielie.  Auf  den  Fall  des  Ahstarbens 
angewendet  heißt  dies  etwa  folgendes:  Wenn  in  einer  Altersklasse 
zufällig  mehr  Personen  gestorben  sind,  als  es  dem  „normalen"  Ver- 
bältnieae  entspräche,  so  kann  diese  Übersterblichkeit  wohl  auch  noch 
in  den  nächsten  benachbarten  Altersklassen  anhalten^  es  ist  aber  nicht 
anzunehmen,  daß  sie  sich  Über  eine  längere  Folge  von  Altersklassen 
beiderseits  erstrecke,  vielmehr  ist  zu  erwarten,  daß  sie  sehr  bald 
wieder  durch  eine  entsprechende  Untersterblichkeit  wett  gemacht  werde. 

Ans  diesen  Erwägungen  sind  die  verschiedenen  Methoden  hervor- 
gegangen, die  an  der  Bestimmung  eines  Einzelwertes  der  Reihe  nicht 
bloß  die  ihm  selbst  entsprechende  Beobachtung,  sondern  auch  die  zu 
beiden  Seiten  beuachbarteu  Beobachtungen  mitwirken  lassen.  Von 
diesem  Verfahren  verspricht  man  sich  einerseits  einen  Ausgleich  der 
zufälligen  Störungen  und  ein  besseres  Hervortreten  des  Zusammen- 
banges  der  Erscbeinimg,  andererseits  eine  größere  Hegebnäßigkeit  in 
der  Wertreihe.  Wie  weit  das  erste  Ziel  erreicht  ist,  darüber  ist  kein 
Aufschluß  zu  erlangen^  über  das  Maß  der  Erreichung  des  zweiten 
Zieles  belehrt  der  äußere  Erfolg.  Mag  dieser  aber  noch  so  günstig 
aein^  HO  kann  er  doch  nur  dann  befriedigen,  wenn  der  Gang  der  Be- 
obachtnngswerte  gut  gewahrt  wird;  die  Entscheidung  darüber  ist 
allerdings  bis  zu  einem  gewissen  Grade  subjektiv. 

Im  folgeiuien  werden  drei  mechanische  Ausgleicbungsmethoden 
vorgeführt;  im  übrigen  muß  auf  die  Spezialliteratur  verwiesen  werden^). 

a)  Witt  stein-)  hat  zum  Zwecke  der  Ausgleichung  einer  Beob- 
achtungsreiiie  w^,  m^,  ii^,  *  *  *  «^,  ►  *  •  den  Vorsehlag  gemacht,  durch 
die  gaüze  Iteihe  von  je  fünf  aufeinander  folgenden  Gliedern  das  arith- 
metische Mitte!  zu  nehmen  und  dieses  an  die  Stelle  des  mittleren 
Gliedes   der    betreflenden   Gruppe   zu    setzen;    wird    also    das   an  die 

H  1)  Siebe    insbeflondere    dk  ziiaammeu  fassen  de  DarsteUtmg  E.  ßlasclikea 

H  „Die  Methoden  der  Ausgleicbunii^  von  Masserieracheinungeii*\  Wien  1893;  ferner 
H  de»  Verf.a  „Die  Entwiekluntj  der  Waliracheijilicbkmtßtheone*^  1.  c,  p.  ii43ft 
H  2)  Mathematiache  ^totiatik,  HÄnnover  imi,  p,  30, 


I 
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Stelle  Ton  «,  troteade  (ausgeglichene"  Glied  mit  m,'  bezeicknet,  so 

setzt  Wittsteiu: 


^^  .  ^  ".-l  +  '*a-l+''«  +  «£+ jJlS  +  l 


(!) 


Auf  diese  neue  Reihe  ist,  wenn  sie  öiclifc  befriedigen  sollte^  da'^selb 
Veiialiren  uticlimals  anzuwenden^  dadarch  ergibt  sich  der  definitive 
Wert  * 


IK   ^ 


'*.-A+^%-!i+^%-i  +  ^^s^l  +  ^%+^^^^%  +  ^^.^f  +  ^*^^+i  +  %^i,, 


25 


(2) 


Die  Formel  (1)  verwendet  fünf  Werte  und  schreibt  ihneB  gleiche 
Gewichte  55u;  die  Formel  (2)  rechnet  mit  neun  Werten,  denen  sie  un- 
j^rleiehe  Gewichte  beilegt  und  zwar  nm  so  kleinere^  je  weiter  sie  vom 
centralen  Werte  abstehen.  Die  praktische  Durchführung  gestaltet  mh 
eiülaeh;  (1)  erft>rdei-t  Summen  bihhmg  an  der  ureprünglirhea  Reihe 
allein,  (2)  verlangt  nochmalige  Summenbildnng  an  der  Reihe  der 
Summen.  Wittstein  hat  das  Verfahren  (1  c.  p.  44 — 48)  zur  Aus- 
gleichung der  Bruneschen  Erfahrungen*)  verwendet. 

b)  Grolie  Beachtung  und  Verbreitung  hat  das  von  W.  Ö»  Wool* 
house*)  angegebene  Ansgleichungsverfahren  gefunden.  Es  kmn 
ebensowohl  auf  die  Zahlen  der  Überlebenden,  wie  auf  die  Sterbens* 
Wahrscheinlichkeiten  angewendet  werden;  wir  wollen  daher  allgemein 
von  einer  Reihe  u^^  Mj,  i(^^  ■  ■  ■  w^,  *  -  *  sprechen  und  uns  dieselbe j 
graphisch  aufgetragen  denken. 

Die  Grundidee  besteht  im  folgenden.    Man  konstruiere  mittels  dei 
Reihe  fünf  Tafeln,  die  man  auf  nachstehende  Beobachtungswerte  stützt 


»Ü7 


's; 


*3J 


*4; 


*D  r 


*6? 


W7, 


^%f 


*^f 


"iO» 

«IS, 

•  •     die  erste, 

«m 

'*16> 

•  •     die  zweite, 

«12; 

«171 

•  •     die  dritte, 

«13. 

%. 

-  •     die  vierte, 

»14. 

«19. 

•  •    die  fünfte, 

(He    Zwischenwerte   jedesmal    interpolierend.     Dadurch    gewinnt    maai 
für  jedes  u^  fünf  Werte,  wovon  eber  der  ans  der  Beobachtung  selbst 
hervorgegangene  ist,  während  die  vier  andern  der  Interpolation   enl 
stammen.     Das    arithmetische   Mittel    dieser  fünf  Werte  gilt  als   de 
„ausgeglichene*^  Wert. 

1)  Siehe  Nr,  lö4. 

2)  Löüd.  Journ,  Tust  Adiiar  1:1  (1870),  p.  3**S  und  ilild.  21  (1878),  p.  sl 


II        M'-^i   illlltt  ^Ifrlli^llKritHlir-UllU-  -lO,") 

Was  die  Interpolation  anlangt,  so  wird  sie  auf  Grund  der  An- 
nahme durchgeführt,  daß  je  drei  aufeinander-  folgende  Werte,  wie 
%f  «5,  <«io5  ^5>  ^10  >  '^15  ^-  8.  w.  eine  arithmetische  Progression  zweiter 
Ordnung  bilden;  geometrisch  gesprochen  heißt  dies,  die  Interpolation 
geschehe  nach  einer  Parabel 

u  =  ax^  +  ßx  +  y,  (3) 

die  durch  die  Endpunkte  von  drei   aufeinander  folgenden   Ordinaten 
gelegt  wird. 

Um  den  ausgeglichenen  Wert  für  u^  zu  erhalten,  werden  solche 
Parabeln  durch  die  fünf  Punktetripel 


«*-7 

«x-2 

«x  +  8 

««-6 

«x-1 

«x  +  4 

«x-5 

«X 

«x+5 

«x-4 

«x  +  1 

«x  +  6 

«X-» 

«x  +  8 

«x  +  7 

gelegt;  ordnet  man  das  Koordinatensystem  derart  an,  daß  die  Ordi- 
natenachse  mit  u^^  sich  deckt,  so  sind  diese  Parabeln  in  der  allge- 
meinen Gleichung: 

u  =  a^x^  +  ß^x  +  y,  (4) 

enthalten,  wenn  a^,  ß^y  y,,  aus  dem  Gleichungssystem 

W.+  ,._5  =  ^y(y  -   '^y  +  ßv(y  -  5)  +  Vr 

«*x+,.+5  =  ^yiy  +  5)2  +  /3^  (v  +  5)  +  ;/, 

bestimmt  werden;  für  v  sind  der  Reihe  nach  die  Werte  —2,-1,  0,  1,  2 
zu  setzen.  Da  nun  y^  jeweilen  die  ürsprungsordinate  der  Parabel 
vorstellt,  so  stellt  sich  der  ausgeglichene  Wert  von  w^  dar  durch: 

,, '  _  r-2  +  7-1  +  yo  +  7i  +  72 

'  o 

Aus  dem  System  (5)  erhält  man  aber 

Av  ~"         50      '"x+»-5"r  25  **x+v     r  .-,0         "x+i+5? 

und  die  Einführung  dieses  Wertes  in  die  voranstehende  Formel  liefert: 

=  \  K  +  0,96  K_ ,  +  «,^  j  +  0,84  («,_s  +  tt,^,)  (6) 

+  0,28  («,_  3  +  it,^,)  +  ü,12  («,_,  +  M,^  J 
-  0,08  (M,_e  +  M,^.«)  -  0,12  (»,_,  +  «,+,)] ; 
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die  Formel  bezieht,  mit  Überspringung  von  ti,_5  und  u^^^,  13  Werte 
in  die  Rechnung  ein. . 

Bezeichnet  man  die  Ordinaten  der  drei  Punkte,  durch  welche  die 
Parabel  (3)  hindurch  gelegt  wird,  der  Einfachheit  halber  mit  y_i, 
j/o,  ^1  (so  daß  beispielsweise  y_^  =  u^_^,  y^  =  m,,  y^  =  u^^^\si)y  ihre 
ersten  Differenzen  mit  ^y_iy  -^^o;  ^^®  zweite  Differenz  mit  ^*y_i, 
wird  ferner  y^  in  die  Ordinatenachse  verlegt  und  der  Abstand  zwischen 
y_i  und  y^j  y^  und  y^^  als  Einheit  angenommen,  so  ergibt  sich  aus 
den  Gleichungen: 

2/0     =  Y 

Vi    =^  +  ß  +  y 

durch  Bildung  von  Differenzen  und  Auflösung: 

in  dieser  Darstellung  lautet  also  die  von  Woolhouse  benützte  Inter- 
polationsformel: 

y  =  y,  +  xz^yo  +  ?^=^z/V,.  W 

c)  In  jüngster  Zeit  hat  J.  Karup^)  eine  neue  Ausgleichungs- 
niethode  ausführlich  entwickelt,  die  in  bezug  auf  Regelmäßigkeit  der 
Resultate  der  vorigen  und  um  so  mehr  vielen  andern  mechanischen 
Ausgleichungsaiien  überlegen  ist.  Hier  soll  nur  der  Grundgedanke 
dargelegt  werden. 

Während  die  Woolhousesche  Interpolation,  die  nach  (7)  bis  zu 
den  zweiten  Differenzen  geht,  in  fortgesetzter  Anwendung  zu  Parabel- 
bögen führt,  die  doi*t,  wo  sie  zusammenstoßen.  Ecken  bilden,  aus 
welchen  Unregelmäßigkeiten  in  dem  Verlaufe  der  ausgeglichenen 
Zahlen  entspringen,  wendet  Karup  eine  Interpolation  an,  die  auch 
noch  die  dritten  Differenzen  einbezieht  und  zur  Folge  hat,  daß  die 
Parabelbögen  dort,  wo  sie  zusammentreffen,  einander  auch  berühren; 
er  nennt  daher  seine  Interpolation  eine  oslculierende. 

Es  seien 

V-i     Vo    Vi     Pi 

äquidistante  Beobachtuugs werte,    und    es   handle   sich  um   die   Inter- 
polation zwischen  y^  und  y^,  die  durch  eine  parabolische  Kurve  MN 


1)   Transactions    of   the   second   intemat.    actuar.    Congr.      London    1898, 
p.  31  ff. 
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(Fig.  42)  erfolgen  soll;  sorgt  man  dafür,  daß  der  DifiFerentialquotient 

in  My  y^,  für  die  hier  zusammenstoßenden  Parabelbögen  LM  und 

MNf  ebenso  der  DifiFerentialquotient  in  N^  y^, 

für   die  Bögen  MN  und   NP  denselben  Wert 

besitzt,  80  ist  der  oben  beschriebene  Sachverhalt 

erreicht. 

Setzt  man  die  Tangentenrichtung  in  ilf  als 
parallel  zu  LNy  die  in  N  als  parallel  zu  MP 
fest,  was  darauf  hinausläuft,  bei  den  zweiten 
Differenzen  stehen  zu  bleiben,  so  ist: 


Fig.  42. 


Der  Fordenmg,  daß  die  Kurve  durch  M  und  N  gehe  und  dort  vor- 
geschriebene Tangentenrichtungen  besitze,  ist  durch  eine  Parabel 
dritter  Ordnung  zu  genügen,  deren  Gleichung  lauten  möge: 

y  =  (1  -  xy  (^0  +  A,x)  +  X'  (B,  +  B,a-  x)) ;  (8) 

zur  Bestimmimg  der  Koeffizienten  hat  man  dann  die  Gleichungen: 

yo  =  A 


ijo  =  -  2  ^0  +  ^1  =  z/j/o  - 


^'y-i 


Vi 


2B,-B,  =  Jy,  +  ^. 


Setzt  man  diese  Werte  in  (8)  ein  und  ordnet  nach  den  Differenzen, 
dabei  ^'^o  ^^^rch  ^^y_i  —  ^^y_i  ersetzend,  so  wird 


,  .  ,      ^  (^  —  1)      ^9  I     ^'  (^  —  1)       ^1 


(9) 


Von  dieser  Interpolationsformel,  die  mit  ihrem  letzten  Gliede 
über  (7)  hinausgeht,  macht  Karup  Gebrauch,  im  übrigen  dem  Ge- 
dankengange Wo  olhouse  folgend.  Es  werden,  um  den  ausgeglichenen 
Wert  für  w^.  zu  erlangen,  auf  Grund  folgender  Punktequadrupel  Inter- 
X}olationen  nach  Maßgabe  der  Formel  (9)  vollzogen: 


^♦*-6 


«^x-? 


^^«-9 


^x-2 


^»^x-3 


^«-i 


**  +  4 


^x  +  3 


*x  +  2 


f^x  +  ö 
^x  +  8 


'^x  +  T 


**x  +  l       ^x-V6l 
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zwischen  das  mittlere  Paar  eines  jeden  Quadrupels  wird  der  Wert 
von  u^  eingeschaltet,  und  aus  den  vier  so  beredifiden  und  dem  bedb- 
achteten  u^  wird  das  arithmetische  Mittel  als  ^^usgeglicheiiei^  Wert 
angenommen.  Bei  der  Einschaltung  in  das  erste  Quadrupel  treten 
an  die  Stelle  von 

y-x     Vo    Vi     Vt 
und  ihrer  Differenzen 

^y-i     ^yo     ^yi 
^y-i     ^^yo 

die  Werte  'i^_ß,  "x-i?  ''x+4?  "x+i>  ^^^st  ihren  Differenzen,  und  aus  y 

geht  der  erste  eingeschaltete  Wert  von  m^  hervor,  indem  man  x  =  t 
setzt,  so  daß  er  sich  ausdruckt  durch: 

«x-i  -r  5 -^Wx-i  -  25  -^'Mx-6  -  ils^'^x-e; 

ähnlich  ergibt  sich  aus  dem  zweiten  Quadrupel  (mit  ar  =  — |  der 
zweite  interpolierte  Wert: 

"x-S  -    5    -^"x-S    -   .5  -^-"x-7   -   125-^   "x-7, 

weiter  der  dritte  imd  vierte: 

Drückt  mim  die  Differenzen  durch  die  Glieder  der  ursprünglichen 
Reihe  aus.  so  ergibt  sich  schließlich  die  Karupsche  FormeP)  ßr 
den  ausgeglichenen  Wert: 

11/  -  iWUX) M,  -^  0,18i>4  (^*i^_  1  T-  ii^^i » -  0,1392  ( m,_ j  +  M,+jj 

-^  (\0848  ^M_,  ^  ,1,^;^  ^  0,a%6  ,^ii,_,  +  u,^,)     (^j 
-  0,012s  ^fi,_,  -  ei, .,)  ^  0,0144  ^ii_,  + 11,^,) 
0,lX>W  V"..- >  -r  M,  .5 '  -  C^-f^^3l>  i M,_,  +  M^^,). 

UiesoUv  grtnft  auf  neun  Altersklassen  vor  und  zurück  mit  Über- 
gehung der  Alter  jc  -  ö  und  x  -i-  ,*>,  benützt  also  17  Zahlen  der 
Oritfu^l*  >K»Ai|  nach  außim  hin  abnehmende  und  schließlich  sehr 

g«ad« 
\  Srfolg  der  Ausgleiohimg  belehrt  das  graphische 

^  aiUimtfVklHmo  uouo  Vertuhren  besteht  aber  nicht  in 
*^  Auwitt«   sotttlem  setzt  sich  aus  drei  Prosessen 
'^MWl  die  Fonnol  lur  Geltang. 
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ÄiiFtragen    der    ausgeglichenen  Werte    oder   die   Bildung   der   Diffe- 
renzenreihen, 

Nnchstelieud  ist  eine  Probe  der  Anwendung  der  vorgefülirten 
meehauischen  Methoden  auf  eine  Beobaehtungsreihej  bestehend  in 
SterbüchkeitsproKcutsätzen  ( 10*) -lachen  öterbenswalirscheiiilichkeiten) 
mitgeteilt. 


geglichoner 
Sterblichkeit- 

Äüfigeglicheiiet  SterbüchkeitsprüS5ent»atB  aftßli 

Altet 

WitUtein 

WoölhauBe 

Eamp 

prostcßtgiitii 

Formel  (1) 

Furmel  (2) 

Fgnnel  (6) 

Formel  (10) 

30 

0,61 

0,8S3 

0,827 

1_  " 

ü,9ü 

0,960 

0,944 

^sa 

1,11 

0,938 

1,028 

1.024 

■» 

Ul 

1,048 

1,071 

l,n64 

^u 

QM 

1,0*J2 

1,014 

1,082 

1,068 

So 

1,06 

1,084 

1,026 

1,051 

1,051 

SB 

1,12 

0,006        !          1,017 

1,006 

1,023 

27 

1,07 

1,002                 0,990 

0,994 

0,993 

S8 

0,82 

1,000        1         0,900 

0,970 

0/J68 

SO 

0,04 

0,058                 0,960 

tJ,lJ46 

0/J4Ü 

30 

1,05 

0,910                 0,947 

0,020 

0,927 

31 

0,iH 

0,0^24        !         0,920 

0,017 

0,917 

^  S3 

Oß-A 

0,044 

0,926 

0,026 

0,918 

HS8 

0,Ö9            ' 

0,008 

0,041 

0,923 

0.930 

"" 

1,04 

0,043 

t>,ü69 

0,943 

0,056 

■^   8« 

0,87 

1,000 

1,000 

r^,ott4 

i        M 

1,08 

l,Oöä 

1,035 

1,035 

■  S7 

1,12 

1,070 

1,072 

P« 

1,15 

1,107 

1,009 

199.  Oraphieche  Aus^lelohung,  Ein  in  der  gesamten  Be- 
obHehtiingsteebnik  vieltlich  geühtes  Verfahren,  luii  den  Zuaanimenhang 
zwischen  zwei  yariabebi  Größen  j:^  f/,  Über  den  eine  Reibe  Ton  Be- 
obachtungen vorliegt j  zu  tabellarisieren,  besteht  darin,  daß  man  die 
zusanimengehörLgen  Wertepaare  durch  Punkte  in  einem  Koordinaten- 
system darstellt  und  nun  eine  Kurve  verzeichnet,  die  dem  Zuge  der 
Punkte  möglichst  getreu  folgt  und  ihnen  ^^möglichst  nahe"  liegt 
(s.  Nr.  152).  Die  Kurve  bewirkt  dann  nicht  bloß  eine  ^^ÄiiBgleichnng^* 
der  Beobachtungafehler,  sondern  zugleich  eine  Interpolation  des  Zu- 
sammenhanges. Der  Vorgang  gründet  sich  einerseits  anf  die  Voraus* 
Setzung,  daß  den  Werten  tj,  die  ans  der  Beobachtung  hervorgingen, 
zufällige  Fehler  anhaften ,  die  also  bald  in  dem  einen^  \m\d  in  dem 
andern  Hinne  wirken,  andererseits  auf  die  Vorstellnngj  daß  zwischen 


1)  Dies  ist  das  Zeichen  filr  jene  Beobachtungen  der  20  britischen  fieBBll- 
tehafteti,  welche  an  Personen  nach  5 -jähriger  Yeiaiclieningadäuer  vorgenommen 
worden  lind. 
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4*j  if  ein  nDftlytischer  Zusammenhang  bestehe^  dem  geometrisch  eiue 
Kurve  eutspriclit 

Das  graphi&che  Verfahren  ist  nun  auch  zur  Ausgleichimg  vm 
öterbh'cbkeitsbeubachtungeu  benützt  worden^  und  nnm  kana  nicht 
Bageu,  daß  ea  tiureh  die  fortschreitende  Ausbildung  der  andern, 
zumal  der  mechanischen ,  Methoden  zurückgedrängt  wurde;  es  ist  im 
Gegeuteil  in  jüngster  Zeit  wieder  starker  in  Aufnahme  gekommen^ 
und  zwar  nicht  nur  bei  kleineren  Beobachtnngszahlen ^  wo  es  im 
allein  passende  iatj  sondern  auch  bei  breit  aügelegten  Beobachtungen 
[ÖpraguesO  Ausgleichung  der  Tafel  l/^f^']. 

Als  Schattenseite  des  Verfahrens  wird  der  Umstand  herYorgehobeu, 
daß  ea  zeichnerische  Geschicklichkeit  und  gute  Beurteilungsgabe  er- 
fordere* femer  weist  man  darauf  hin^  daß  ihm  das  Merkmal  einer 
eigentlichen  Methode  insofern  abgehe,  als  ein  subjektives  Moment 
zwischen  Beobachtung  und  endgiltiges  Resultat  trete:  Terschiedcue 
Personen  werden  durch  das  Vedlihren  zu  verschiedenen  Ergebnisseji 
gelangen.  Diesem  Einwurf  konnte  entgegengehalten  werden^  daß 
die  Wahl  unter  den  verschiedenen  mechanischen  Methoden  auch  ein 
subjektives  Moment  bedeute;  naehdeni  sie  getroffen,  hängt  das  Reeiiltat 
allerdings  von  der  Person  des  Ausführenden  nicht  mehr  ab. 

Ein  Vorteil  der  graphischen  Ausgleichung  muß  aber  darin  er- 
blickt werden  y  daß  sie  die  Verwertung  vomusgehender  Erfahrungen 
gestattet  und  dadurch  oftmals  die  Wiedergabe  charakteristischer 
Xüancen  iu  dem  Verlaufe  der  Erscheinung  ermöglicht^  die  durch  eine 
mecbanische  Methode  leicht  ver^vischt  wenleu  können.  Wo  also  Er- 
fahmng  und  Geschicklichkeit  vorhanden  sind^  kann  das  graphische^ 
Verfahren  zu  besseren  Resultaten  führen  als  irgend  eine  andere 
Methode, 

Es  sind  auch  verschiedene  Vorsehläge  gemacht  worden,  welche 
darauf  hinzielen^  die  Sicherheit  des  Verfahrens  zu  erhöheu,  den  Spiel- 
raum  der  WUlkür  zu  begrenzen.     Ein  Mittel,  von  dem  Gebrauch  ge- 
macht werden  sollte ^  besteht  darin,  zu  jedem  empirischen  Werte  ~m 
als  solchen   denken   wir  uns  die  Sterbenswahracheiidichkeit  oder  den 
Sterbhchkeitsprozentsatz    als    die    bisher    bei    der    graphischen    Aus- 
gleichung   ausnahmslos    benutzte    Funktion    —   ein   GenauigkeitsmaliJ 
etwa  den  mittleren  oder  den  wahrscheinlichen  Fehler  (s,  Nr.  164),  zu^ 
berecbueu    und   in   das   Diagramm    zu   beideu   Seiten  des  zugehörigen 
Punktes  einzutragen;  durch  Verbindung  der  einer-  imd  anderseits  ge- 
legenen Punkte  ergibt  sich  eine  sogenannte  Fehlerzone,  über  welche 
die  Ausgleichuugskurve  nicht  hinaustreten  soll,  wenn  bei  keinem  der 


I 


I)  Bezüglich    seiner  Ausbildung    des  graphischen  Verfahretts  vgl,   London 
Jouru.   Inst.    Actuar.  21  (1879),  p.  Üb;    ibid.  U  (I88tl),  p.  77;   ibid,  29  (18öl), 
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iigi?glicheuei)  Werte  eine  über  jene  Grrenze  hinausgehende  Abweichung 

Fn  ilem  wahren  (oder  normalen J  Werte  mit  der  hierzu  gohörigen 
ahrscheinlichkeit  erwartet  werden  soll 
I  Ein  anderes  Mittel,  von  dem  jedoch  wegen  der  damit  verbundenen 
iFormehniug  der  Beobachtungsarbeit  nicht  leicht  tTebraiich  gemacht 
■rerden  dürfte,  bestünde  la  einer  Vermehnmg  der  Alter  sab  stuf ungen, 
lÖT  welche  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  (immer  pro  Jahr  gerechnet) 
ftieitimmt  wird.  So  sind  bei  der  Konstruktion  der  Beamtenvereins- 
lafel  die  Alter  nach  Monaten  abgestuft  und  innerhalb  eines  Alters- 
gahres  zwölf  Werte  der  Sterbenswahrscbeinlichkeit  bestimmt  worden '), 
\  Liegen  über  eine  Beobachtungareihe  mehrere  graphische  Aus- 
gleichungen vor^  so  läßt  sich  anch  ein  objektives  Urteil  über  ihre 
belative  Güte  im  rjatiMm,  über  den  Grad  ihrer  Anntihenmg  an  die 
^eobachtungawerte  gewinnen,  und  zwar  durch  die  Bildimg  der  Quadrat- 
[»nmmen  aus  den  Differenzen  zwischen  den  rohen  und  den  ausge- 
liehenen Werten,  unter  Berücksichtigung  der  Gewichte  der  der  Aus- 
eiehung  unterworfenen  Größen:  Jenes  Resultat^  das  zu  der  kleiosten 
unime  führt,  darf  unter  den  verglichenen  als  das  beste  bezeichnet 
fwerden  |g.  Nn  152]  S). 


K 


IlL  Abi^eiuiitL    Invaliditäl  und  SterbliebkeU. 


200.  Wahrschdinllchkelten,  die  ans  Invalidität  und  Sterb- 

pahkeit  herTorgehen.  l^iue  (icHamtlieit  von  IVrsunoUy  die  sich 
In  den  Dienst  eines  Berufes  gestellt  haben ,  erfährt  im  Laufe  der  Zeit 
felurch  verscliiedene  Ureacben  Änderungen  ihres  ümfanges  und  ihrer 
teuaainniensetzungj  und  zwar: 

I  durch  den  Beiti'itt  neuer  Personen  zu  dem  Berufe; 

f  durch  Entlassung  imd   fi-eiwüligen  Austritt  von  Personen  aus 

demselben^ 

durch  den  Eintritt  der  Dienstuntaugliehkeit  oder  Invalidität; 

durch  Tod. 
Der  Begriff  der  Dienstuntaugliehkeit  bedarf  der  näheren  Be- 
fstimmung;  es  kann  sich  um  dauernde  oder  Torübergeheudej  um  abso- 
flute  oder  relative  Dienstuntauglichkeit  handeln.  Hier  soll  fortab 
fliierunter  der  Eintritt  der  Unfähigkeit  zur  Ausübung  des  der  Beoh- 
(achtung  zugrunde  liegenden  Berufes  verstanden  und  die  Invalidität 
in  diesem  Sinne  als  eine  dauernde  angesehen  werden,     Fälle,  wo  iu- 


1)  Siehe  iiie  Liter» tnmach weise  in  Nr,  1Ö4* 

2)  Yorgang    J.   Kaana^    vgl    E.   Blaachke,    Die    Methoden    der    Aua- 
Iglekhung  etc.,  p.  51. 
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folge  Aufh5r«>ns  der  Unfähigkeit  ReaktiTierimg  fiSr  den  ursprünglii'hfji 
Bemf  ertolgt,  würcleu  als  Neueiiitritt  behandelt. 

Die  UrBachen,  welche  InTalidität  und  Tod  herbeifiihreiij  sind  un- 
trennbai"  mit  einander  verbuntlen;  umstände^  onter  welchen  m  dem 
eiiieu  F^Jle  Beruf suEfähigkeit  eich  emstellt,  können  in  einem  audeni 
Falle  den  Tod  znr  Folge  haben 5  dieselben  Ursachen,  die  clie  Kiifk 
für  die  Berufsausübung  aufzehren,  luintlern  auch  die  Lebenskraft 
herab  und  haben  daher  Einfluß  auf  die  Sterblichkeit;  ihre  Wirkung 
maeht  sieb  also  auch  noch  geltend,  wenn  na4!t  erfolgter  IiiTalidisie- 
rung  der  weitere  Einfluß  des  Berufes  aufhöri 

Die  Todesfalle  sind  zu  unterscheiden  in  solche,  die  im  Zustaade 
der  Aktivität  eintraten,  imd  in  solche,  von  welchen  Invalide  betrofffo 
worden  sind.  Die  Unterscheidung  kann  mitunter  von  formalen  Mo- 
menten abhängen.  Es  kann  einem  Todesfälle  tatsachlich  Berufs- 
unlahigkeit  vorangehen,  ohne  daß  er  der  Kategorie  der  Invaliden  bei-  ■ 
gezählt  würde,  weil  die  Dienstuntaughcbkeit  nicht  ausgesprochen  und  ^ 
die  Ausscheidiuig  ans  dem  Berufe  nicht  vollzogen  wurde. 

Wenn    man   sich  vorstellt,    daß  mit  der   Beobachtung  in  einem  M 
Augenblicke  begonnen  wurde,  wo  nur  Borufsf ähige^  Aktive,  vorbandeo  ^ 
waren,  m  wird  nach  Ablauf  einer  Zeit  der  Bestand  sich  trennen  in 
Dienöttauglicbe  und  in  Dienstuntaugliche,  Aktive  und  Invalide.     Die 
weitere   Beohachtimg    kann    sich    dann    beziehen   auf  den   gamcen  fße- 
mmMen  Bestand,  auf  die  Aktiven  allein  und  anf  die  Invaliden  aUein. 

Auf  den  gemischten  Bestand  und  die  Aktiven  wirken  Invalidisie- 
rung und  Sterblichkeit  zugleich;  auf  die  Invaliden  nur  (die  ihnen 
oigeutümliche)  Sterblichkeit.  Daß  zwischen  der  Sterblichkeit  dejB 
Aktiven  und  der  Invaliden  unterschieden  werden  muß,  geht  mm  der 
Erwägung  hervor,  daß  aus  der  Tatsache  des  Eintrittes  der  Berufs- 
Unfähigkeit  auf  einen  höheren  Grad  der  Venninderung  der  LebensiH 
ki-aft  zu  schließen  ist  als  bei  den  Aktiven  desselben  AJters.  " 

Die  Erscheinungen  y  welche  sich  bei  der  Beobachtung  nach  (ein- 
jährigen) Altarsklassen  dem  Voran  geschickten  zufolge  einstellen  können^ 
führen  zu  oiner  Reihe  von  Wahröcheinlichkoitsbegrifl'en,  unter  der 
Voraussetzung  allerdings,  daß  die  Bedingungi^n ,  welche  dem  ganzen 
Ei'scheinungscomples  zugrunde  liegen,  den  WahrscheinJichkeitsbegritf 
Hberbaupt  zulassen  (s,  Nr,  li>8  u.  172),  Untersuchungen  nach  dies« 
Richtung  liegen  bii^her  nicht  vor;  es  muß  daher  zunächst  von  diese 
Vorfrage  abgesehen  werden. 

Die   ftü"  das  betrachtete  Erscbcinungsgebiet  maßgebenden  Wh 
scheinlichkeiten  mid  nun  die  folgenden: 
j^«-*)  die  Wahrscbeinlicbkeit  für  einen  it; -jährigen  Aktiven,  das  Alt 

.r  -fr  1   aktiv  zu  erlebeu; 
5^««)  die  Wahi*scheinlicbkeit  für  denselben^   vor  Erreichung  diese 
Alters  als  Aktiver  lu  sterben 
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^^*'>  die  Wahrseheiulichkmt  für  einen  x-jUhngm  Aktiven,  das  Alter 

a:  +  1   als  Inyalide  zu  erleben; 
g^"'"^  die  Wahracheiiilieiikeit    für    deust^lben»    vor  Erreichung    diefies 

Alters  nach  eingetretener  Invalidität  zu  sterben; 
die  Wahrscheinlicbkeit  für  einen  a;- jährigen  Aktiven,    vor  Er- 

reichnng  des  Alters  x  -f  1   dienstimtauglich  zu  werden  (/«- 

fdie  Wahrscheinlichkeit  für  einen  a: -jährigen  Aktiven,  vor  Er- 
reichung des  Ältere  .t  -f  1  ans  der  Gruppe  der  Aktiven,  sei 
es  durch  Invalidität,  sei  es  durch  Tod,  auszuscheiden  (Ans- 
scheidewahrsrheinlkhleit ) ; 

g^'J   die  Lebens- j    be^siehungs weise   Sterbens wahrBcheiulichkeit 
eines  :r- jährigen  Invaliden* 
P's^   3#*    ^^^    Lebens-^    beziehungsweise    Sterbenswahrsoheinlichkeit 

schlechtweg  eines  z* -jährigen  Aktiven; 
Pxr  U;£  ^®  LehenS'j  beziehungsweise  Sterhenswahrscheinlichkeit  für 
einen  x- jährigen  aus  dem  gemisehten  Bestände  {alhfcmehie 
Lebens-  und  Sterbenswabrscheinlichkeit). 
Von  diesen  WahrscheinJichkeiten  bedürfen  die  beiden  ersten  einer 
näheren  Erklärung,  weil  ihnen  verschiedene  Deutung  zu  Teil  wurde. 
Hier  soll  q^^*^^  das  Verhältnis  der  Sterbefälle  unter  den  Aktiven  auf 
der  Altersstufe  {üg^  X  +  1)  sin  der  Zahl  der  Aktiven  des  Alters  ül\  und 
^i(^*T)  dgg  Verhältnis  der  Zahl  der  Aktiven,  welche  das  Alter  x  +  1  er- 
leben,  zur  Zahl  der  Aktiven  des  Alters  x  bedeutenj  von  Ein-  und  Aus- 
tritten abgesehen.  G.  Behm')  hingegen  dachte  im  Sinne  einer  von 
Wittstein')  zuerst  entwickelten  Anschauung  bei  ^^""^  an  eine 
Sterbens  Wahrscheinlichkeit  der  Aktiven^  die  sich  einstellen  würde, 
wenn  deren  Herabminderung  nur  durch  den  Tod  und  nicht  auch 
durch  Invalidisierung  crtblgte,  unter  der  künstlichen  Vorstellung  also, 
daß  jeder  wegen  DieuiatuntaugHchkeit  aus  der  Gnippe  der  Aktiven 
Ausscheidende  durch  einen  gleichaltrigen  Aktiven  ersetzt  werde. 

201.  Beziehungen  zwischen  den  Wahrscheinlichkeiten 
njid  Gewinnung^  der  letzteren  aus  den  Beobachtungen.  Die 
auf  Invalidität  und  Sterblichkeit  bezüglichen  Wahrscheinlichkeits- 
grclßen,  ihre  gegenseitige  Abhängigkeit  und  ihre  Ableitung  aus  Be- 
obachtungen waren  in  den  letzten  Dezennien  Gegenstand  vielf^icher 
Studien  und  lebhafter  Kontroversen.  Bot  es  schon  Sehwierigkeitenj 
alle  hier  maßgebenden  Größen  zu  erkennen  und  so  zu  definieren,  daß 
sie  der  empirischen  Bestimmung  zuganglieh  worden,  so  blieb  noch 
die    Aufdeckung   der   zwischen   ihnen   bestehenden  Beziehungen    und 


1)  St&tiätik    der    Mürtalitilt«-,    Invalid itittä-    und   Morbilitätsverli.    hA   tlf^rii 
Beamtenpersana]  der  Devitscbeu  EisonbaJiuvei'waltuuj^eD.     BerliD  IfiTfi,  \i.  t4 

2)  AiL'hiv  f    Math,  u    Phja,  m  (1662),  p.  SÜiff. 
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ikre  richtige  ELufügimg  in  das  System  der  WahrBcheinlictkeitareclmuiig 
als  eine  Arbeit  üT^rig,  die  niclit  gleich  gelingen  konnte*). 

Die  folgende  Darstellung  folgt  dem  Gedai\ken gange  H.  Zimmer- 
manns (L  a);  der  seiner  Xatürlichkmt  wegen  und  vermöge  des  An- 
schlusses an  die  Beobachtungödaten  eich  besondere  empfiehlt. 
An  Beobachtmigsdaten  werden  vorausgesetzt; 

A  Anzahl  der  Aktiven  eines  bestimmten  Alters  x, 
P  Anzahl  der  Invaliden  desselben  Alters 
am  Beginne  des  Beobachtnngsjahres; 

J  Anzahl  der  aus  A  hervorgegangenen  Invaliden; 
S^  Anzahl  der  im  aktiven, 

S^  Anzahl  der  im  invaliden  Zustande  Gestorbenen 
im  Laufe  des  Beobachtangsjahi^es. 

Bei  Ä  und  P  ist  bereite  die  Einbeziehung  der  im  Laufe  des 
Jahres  erfolgten  Ein-  imd  Austritte  (s.  Nr.  193)  vorausgesetzt,  so  daß 
Af  P  rechninufstnälJüfe  Größen  bedeuten  (die  hierfür  übliche  Ausdrucks- 
weise:  unter   einjähriger  Beobachtung  gestandene  Aktive^   respektive 

Invalide). 

,     s 
Ohne  weitere  Erklärung  ist  zu  erkennen,  daß  das  Verhältnis    -i^ 


I 


1)  Ei  aeien  bier  angeführt: 

A.  Wiegftntl^  Mathematiache  Gmndlagen  der  EinenbalinpeiiBioiiBkftB&en. 
Halle  1859. 

A.  Wiegand,  Die  Sterblichkeits*,  Invalidität^-  und  KrankheitsverbJütnisBe 
bei  Eiäeiibahttbeftinten  in  den  Jahren  18(J8— 1ÖÖ9.  Jouni.  d.  CoUeg.  für  Lebene- 
vera.- Wissenach.  2  (tSöl),  p,  67. 

0.  Behtn,  Statiatik  der  Mortalitilti^-^  Invalid] t&ts-  und  Morbiljt^taverhftlt- 
niiae  bei  dem  lieamtenperBonal  der  Deuticlien  Kisenbabnverwaltnjigen  lötiS  bia 
1873.     Berlin  187(5. 

H,  Zimmermann,  ÜTber  DienitunÜhigkeits-  und  Sterben STerMlltnißse*    Im] 
Auftrage    dea   Vereins    Deutscher   Eijsen  bahn  Verwaltungen.      Berlin    1886 — 1889, 
(Von   1887    ab  unter  dem  Titel:   Beiträge  izur  Theorie  der  Dienitunfabigkeits- 
und  Sterbenaitati^tik,  und  unter  diesem  Titel  181*0  fortgewetit  von  A.  Äillmer.) 

Die  letztgenannten  drei  Publikationen  haben  weaentlich  beigetragen  «nr 
Entwicklung  der  bierhor  gehörigen  Theorien  und  zur  Schaifuug  wertvoller  Er- 
fall  m  ngar  esultnte .  ^ 

Einen  bemerkenswerten  Anaat?.  zur  Begründung  der  Theorie  der  Invaltditüti^ 
hat  G.  Zeuner,  Abhandlungen  am  der  Mathematischen  Statiatik,  Leipzig  1869, 
/,weit-e  Abhandl.,  gemacht;  zum  Ausgangapnnkte  nahm  er  die  in  Kr.  193  ab* 
geleitete  Formel  ^,11),  den  Vorgang  der  Invalidialerung  al»  Auatritt  aua  einer 
gOBchloaaenen  Gesellicbaft  auffaaaend,  7m  der  keine  Beitritte  erfolgen.  Gleich 
seinen  Vorgängern  unterscheidet  er  nicht  zwiachen  der  Sterblichkeit  der  Aktiven 
und  der  Invaliden,  irlentifissiert  vielmehr  beide  mit  der  allgemeinen  Sterblirbkeit, 
ohne  ea  aber  7m  unteriafiaen,  auf  dieaen  Umstand  aufmerkHJim  jtu  machen,  bsu 
dessen  Beachtung  damals  eine  praktiache  Möglichkeit  nicht  vorhanden  war. 
Zeuners  Formeln  eind  aufa  neue  abgeleitet  nnd  mit  jenen  G.  Beb  ms  i 
Vergleich  geetellt  worden  von  W,  Küttner^  Zeitschr.  f.  Mathem.  n.  Ph^ys.  25l 
(18KÜ).  p.  ll-.rS4,  woaolbat  auch  die  J.  Karup schon  Anflchnuungen  über  denf 
Gegen sümd  aiir  SJpnicbo  gebracht  worden. 
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eine  empirische  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit;  als  Aktiver  zu 
sterben^  und  das  Verhältnis  -r  eine  Bestimmung  der  Invaliditätswahr- 
scheinlichkeit ergibt;  wir  setzen  daher 

81"' =  5,  (1) 

Da  von  den  A  Aktiven  des  Alters  x  im  Laufe  des  Jahres  S^ 
durch  Tod,  J  infolge  von  Dienstuntauglichkeit  abgehen,  so  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  einen  solchen,  das  Alter  a;  +  1  aktiv  zu  erleben: 

!>?->=  --§^^-=  1  -  gl-^  "  t.,;  (3) 

mithin  ist  jjjf'')  +  3<;»«)  =  1  —  m;^. 

Die  Sjj  Todesfälle  unter  den  Invaliden  stammen  nicht  allein  aus 
den  P  Invaliden,  die  am  Beginne  des  Jahres  vorhanden  waren,  sondern 
teilweise  auch  aus  den  J  im  Laufe  des  Jahres  invalid  gewordenen; 
diese,  als  allmählich  hinzutretend,  können  für  den  Beginn  des  Jahres 
nur  mit  einem  Bruchteile,  öeT,  angesetzt  werden,  so  daß 

^''^^F^5  («<^<^)  (4) 

da  bei  den  Invaliden  neben  leben  oder  sterben  ein  drittes  ausgeschlossen 
ist  (von  dem  Falle  der  Reaktivierung  für  den  ursprünglichen  Beruf 
wird  abgesehen),  so  ist 

■^*  p-f  0/  ^*  •  ^^ 

Daraus  ergibt  sich 

Beachtet  man  in  dieser  Formel,  daß  Pg^'^  die  aus  den  ursprüng- 
lich vorhandenen  Invaliden  hervorgegangenen  Sterbefälle  bedeutet,  so 
folgt  daraus,  daß  dJq^j.*^  die  Sterbefälle  unter  den  im  Laufe  des  Jahres 
invalid  gewordenen  vorstellt;  diese  Sterbefälle  drücken  sich  aber  auch 
durch  Aq^^''^  aus;  folglich  ist 

woraus 

q^'-)  ==  eiV^<fi-\  (6) 

Dieser  Ausdruck  ist  wie  folgt  als  Wahrscheinlichkeit  eines  zusammen- 
gesetzten Ereignisses  zu  deuten:  tv^  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  im 
Laufe  des  Jahres  invalid  zu  werden,  und  dq^^'^  die  Wahrscheinlichkeit, 
nach  dem  Invalidwerden  und  vor  Schluß  des  Jahres  zu  sterben. 

Da  von  den  J  dienstuntauglich  erklärten  OJq^^'^  noch  vor  Ablauf 
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des  Jahres  starben,  so  verblieben  J  —  6Jc[^^  am  Leben;  diese  Anzahl 
ist  aber  auch  durch  A'p^^''^  gegeben,  so  daß 

daraus  bestimmt  sich 

weshalb  p^^'^  +  g^/'")  =  iv^  und  vermöge  (3):  pjj*«)  +  /y<;»«)  +  !>(;"•)  +  gj"! 
=  1  ist. 

Von  den  A  Aktiven  zu  Jahresanfang  sterben  Ac^^'^^  als  Aktive, 
Acl^^''^  als  Invalide;  die  Anzahl  aller  dieser  Todesfälle  kommt  auch 
gleich  dem  Produkt  A(f^^^\  daher  ist 

In  den  Beobachtungsgrößen  ausgedrückt  ist  also 

da)  _  ^i     .     ö   '^  -^—  -  ?  VfM^lJl  ^.) 

^^'  ä'^      A  P  +  OJ  A{P  +  eJ) 

Durch  einen  ähnlichen  Schluß  ergibt  sich 

pi^^)  =  pi^a)  ^  ^ai)  _  l  __  fjiaa)  _  ^^,^  +  ^^.^  (1  _  fl^^'O)  =  1  -  g<f ) ,       (9) 

wie  es   sein  muß,  weil  es   außer  den  zwei  Ereignissen,  auf  die  sich 
P^x^y  (/j^  beziehen,  eine  dritte  Möglichkeit  nicht  gibt. 

Für  die  Ausscheidewahrscheinlichkeit  a^  gilt  der  Definition  ge- 
mäß der  Ansatz: 

a^  =  qina)  +  ^^,^  _   1   _  .^yiaa)  _  §_+/.  (IQ) 

Um  endlich  die  Sterbens-  und  Lebenswahrscheinlichkeit  für  den 
gemischten  Bestand  zu  erhalten,  hat  man  zu  beachten,  daß  dieser 
Sterbens  Wahrscheinlichkeit  q^  die  Gesamtheit  der  beobachteten  Sterbe- 
fälle entspricht,  daß  also 

U  +  P)(7.  =  S, +  Ä2 

=  Aq^^'')  +  Pq^^')  +  OAiv^q^;') 

=  Aq^^  +  Pq^^)^ 
daraus  bestimmt  sich 

^'  A  +  P        '  ^^^' 

p^,  als  Komplement  hierzu,  erhält  zufolge  (5)  und  (9)  den  Ausdruck: 

p,  =  — -f +-/  (12) 

Es  stellt  sich  sonach  q^  als  arithmetisches  Mittel  aus  q^^^  und  r/J')^ 
ebenso  p^  als  arithmetisches  Mittel  aus  p^^^  und  ;)^')  dar,  wenn  man 
diesen  Zahlen  die  Gewichte  A,  P  beilegt. 
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woraus 


In  den  Formeln  befindet  sich  noch  der  unbestimmt  gelassene 
echte  Bnich  0^  dessen  Einführung  gelegentlich  der  Anis  teil  ung  von 
^^'^  erfolgte.  Man  gelangt  nun  mit  Hilfe  der  folgendeü  Hypothese 
zn  einer  zureichenden  Approximation  dieses  Bruches:  Sowohl  die 
Sterbefälle  unter  den  Invaliden j  wie  auch  die  Invalid isierun gen  der 
Aktiven  wahrend  eiuer  einjährigen  Altersstufe  verteilen  sich  gleich- 
förmig über  dieselbe.  Darnach  drückt  sich  die  Anzahl  der  in  dem 
Alfcersintervall  (z  +  f^  x  +  i  +  dt)^   wobei    t  eine   zwischen  0   uud   1 

I liegende  Zahl  bedeutet,  erfolgenden  luvalidisierungen  durch  Jdt^  die 
Anzahl  der  aus  diesen  Invaliden  bis  zum  Schlüsse  des  Jahres  resul- 
tierenden Sterbefiille  durch  (\  ^  i)q^l*^Jdt  aus;   folglich   sterben  von 
den  im  Altersjahre  {x^  m  —  1)  invalid  gewordenen  noch  im  Laufe  des- 
selben im  ganzen 
j\l  -  i)  fi^Jdt  =  t^jj(\  -  0  <"  =  i  €^J\ 
hierzu    die  g^'^P  Sterhefälle    ans  den  anfänglich  vorhandenen  Invsi- 
Iliden^  gibt 
wor 
^^  1  . 

Die  Hypothese   führt   also    zu   Ö  ^  y  '   ^^^  diesen  Wert  kann  man 

auch  beibehalten.     Hiermit  lautet  insbesondere  die  Formel  (6): 

^"^-^w^^  (6*) 

202.  Tafeln,  in  welchen  Invalidität  und  Sterblichkeit 
som  Auedmck  kommen.  Aus  statistischen  Erhebungen,  wie  sie 
zu  Beginn  der  vorigen  Nummer  voraosgesetzt  worden  sind^  könuea 
verschiedene  Tabellen  konstruiert  werden,  in  welchen  die  Wirkung 
der  Invahditiit  oder  der  Sterblichkeit  oder  beider  Momente  zugleich 
zum  Ausdruck  kommt  Solche  Tafeln  sind  namentlich  aus  den 
statlstisehen  Erhebungen^  die  der  Verein  Deutscher  Ei  sc  üb  ahn  Verwal- 
tungen in  betreff  seines  großen  Personales  in  dem  Zeiträume  1868 
bis  1889  vornehmen  ließ^  wiederholt  abgeleitet  worden;  neben  der 
wirtschaftlich-praktischen  Bedeutung  kommt  diesen  Tafeln  auch  ein 
hervom^endes  allgemeines  Interesse  zu.  Da  sie  bereits  vielfache 
Verwendung  gefunden  haben  und  die  Grundlage  für  neue  Tabellen- 
arbeiten geworden  sind,  wird  es  nicht  unzweckuiäßig  sein,  sie  hier 
anzuführen  und  den  Gang  ihrer  Konstruktion  anzudeuten. 


^ — V- 


(4«) 


I 

I 
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a)  Invalidensterbetafel,  Ist  P  die  rechnungsmäßige  Anzahl  der 
Dienstunfähigen  eines  bestimmten  Alters  x,  abgeleitet  ans  denjenigen, 
welche  dieses  Alter  unter  Beobachtung  überschritten ,  und  jenen, 
welche  nach  Erreichung  dieses  Alters  und  vor  dem  Alter  a:  +  1  in 
die  Beobachtung  eintraten,  sowie  jenen,  welche  auf  dieser  Altersstufe 
aus  der  Beobachtung  ausschieden;  ist  femer  S^  die  Anzahl  der  zwischen 
diesen  Altersgrenzen  unter  den  Dienstunfähigen  beobachteten  Todes- 
fälle, so  berechnet  sich  aus  diesen  Daten: 

yLx    —  p 

Mit  Hilfe  der  Reihe  dieser  Wahrscheinlichkeiten  wird  eine  Ab- 
fallsordnung der  Invaliden  gebildet,  welche  bei  einem  Alter  n,  wo 
von  Invaliden  bereits  gesprochen  werden  kann,  mit  einer  willktirlich 
gewählten  runden  Zahl  U^^  beginnt;  ihre  Zahlen  ergeben  sich  nach 
dem  Schema: 

/(O         _  7(0  ^(»0      7(0 

die  Subtrahenden  bezeichnen  dabei  die  successiven  Sterbefälle  unter 
den  Invaliden.  Nach  dieser  Arbeit  erübrigt  die  Ausgleichung  der 
Tafel  und  eine  womöglich  auf  begründete  Erfahrung  gestützte  Be- 
seitigung offenkundiger,  aus  der  ünvoUkommenheit  der  Beobachtungen 
zu  erklärender  Unregelmäßigkeiten. 

Invalidensterbetafeln  sind  berechnet  worden  von  H.  Zimmer- 
mann^) und  H.  Bentzien^).  Die  erste  umfaßt  die  Beobachtungen 
aus  dem  Zeiträume  1868 — 1884  mit 

109  778  Personen  unter  einjähriger  Beobachtung  und 
6  594  Todesfällen; 
die  zweite  stützt  sich  auf  den  Zeitraum  1868—1889  und  zählt 
209  548  Personen  unter  einjähriger  Beobachtung  und 
12  375  Todesfälle; 

ihre  Daten  sind  aus  den  vier  ersten  Kolonnen  der  Tafel  VII  am  Ende 
des  Buches  zu  ersehen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  daß  diese  Tafeln  strenge  genommen  das 
Absterben  von  Pensionierten  statt  von  Invaliden  darstellen,  da  auch 

1)  Über  Dienstunfdhigkeits-  und  Sterbensverhältnisse.  Berlin  1886,  p.  100 
bis  101. 

2)  Vereinsblatt  für  Deutsches  Versicherungswesen  20  (1892),  p.  119 — 127. 
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solche  Falle  einbezogen  wurden,  wo  die  Pensiouierimg  aus  andern 
GründeE  als  wegen  Dieustunfäliigkeit  erfolgie.  Der  Prozentsatz  dieser 
Personen  ist  aber  ein  so  geringer  (etwa  67o),  daii  sie  die  Bedeatung 
der  Tafel  wenig  alterleren. 

b)  AiiHScbeideordmmg  der  DiensUcmfffichcfL  Die  Tafel  hat  zur 
Darstellung  zu  bringen,  wie  eine  Grundmenge  von  Diensttauglichen 
sich  mit  dem  fortschreitenden  Alter  vermindert;  ihre  zwei  Zalileu- 
kolüuuen^  welche  den  Überlebenden  und  Gestorbenen  einer  Sterbetafel 
entsprechen  j  geben  die  Anzahlen  der  noch  Torhandenen  Aktiven  und 
die  Anzahlen  der  auf  den  einzelnen  Altersstufen  Ausscheidenden.  Man 
kann  daher  eine  solche  Tafel  auch  wohl  Aktivitäts-  oder  Diensttaug- 
lich keitstafel  nennen. 

Hat  man  für  jedes  Alter  z  die  rechnungsinäßige  Anzahl  der  vor- 
handenen Aktiven,  zu  deren  Bildung  außer  deoen^  die  dieses  Alter 
Tinter  Beobachtung  übersehrittenj  auch  die  auf  der  Altersstufe  (Xj  X  +  1) 
Eingetretenen  und  die  wegen  Invalidität  oder  aus  andern  Gründen 
Ausgetretenen  heranzuziehen  sind;  ferner  die  Anzahl  S^  der  auf  der 
eben  bezeichneten  Altersstufe  Gestorbenen  und  die  Anzahl  J  der  in- 
valid gewordenen,  so  berechnet  sich  daraus  die  Auescheidewahr- 
öcheinlichkeit 

deren  Komplement  p^^^^  ist 

Mit  Hilfe  der  Reihe  der  Zahlen  1)^""^  wird  nun,  bei  einem  Alter  n 
mit  einer  rundeu  Zahl  If^  beginnend,  von  dem  man  annehmen  kanu^ 
daß  es  nur  Aktive  aufweist,  die  Abfallsordnung  der  Diensttauglichen 

nach  dem  Schema: 

M 
''II 

f  fl  +  1    =    tu     pH 

j(a)  j{a)         (aa) 

tu  -f  a  ^  frffl  +  1  /Jfl  +  1 


lieri;   die   ersten  Differenzen   dieser  Reihe   gehen  die  aus  der 
Alftivitat  Ausscheidenden.     Dieser  Arbeit  folgt  die  Ausgleichung, 

Anascheideordnungen  sind  von  denselben  Autoren^  von  Zimmer- 
mann und  BentÄieUj  fiir  das  gesamte  PersonaP),  von  dem  ersteren 
auch  gesondert  für  Zugbeamte,  für  das  Nichtzugpersonal  und  für  das 
Bahnbewachungspersonal*)  berechnet  worden.  Was  die  erstgenannten 
zwei  Tafeln  betrifft,  so  bezieht  sich  die  Zimmermann  sehe  auf  die 
Zeit  1868—1884  mit 


1)  ZimmermaTiii,  l  c,  p,  102—103;  Bentzien,  L  c.  22  (1894),  p.  5—20, 

2)  Beitriige    zur    Theorie    der    nienatimfiihigktiitä'    und    SterbeüBstatiatik, 
Berlin  imi,  p.  17^— 17öj  ibid.  18^8,  p>  104  — lüfi, 

^11^ 
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2  125  154  Personen  unter  einjäkriger  Benbachtimg  und 

42  734  Aufischeiilaiigeii^ 

die  BentKiensche  aui"  die  Zeit  1868^1889  mit 

3074513  PersoneB  unter  einjähriger  Beübachtung  und 

66  935  Autscheidungea; 

letztere   igt  in   den   eraten  vier  Koloanen   der  Tafel  VI  am  Ende  des 
Buches  mitgeteilt.  J 

c)   InvtditHtälsfaffL     Hierunter  wird  eine  Tafel  der  Wahrschein-l 
lichkeiten  verstanden,  auf  den  einzelnen  einjährigen  Altersstufen  aus 
dem   Zustande   der  Aktivität   in    den   der  DienstuntaugUchkeit    über- 
zugehen. 

Sind  ftir  die  einzelnen  Alter  die  Zahlen  A  wie  in  b)  und  für 
anschließenden  Altei-sklaseen  die  Anzahlen  J  der  eingetret4?nen  Dienst 
untaugliehkeitsfälle  erhoben  worden,  so  ergeben  sich  daraus  unmittell 
die  Wahrscheinlichkeiten 

J 

die  noch  dör  Ausgleichung  zu  unterKieheu  sind. 

Zimmermann  hat  mehrere  Die nstun tau gliehkeitstaf ein  berechn^ 
die  eine  iiir  das  gesamte  PersonaP)  gründet  sich  auf  die  Beobacli- 
timgen  des  Zeitraumes  1868—1884  mit 


2  125  154  Personen  unter  einjäkriger  Beobachtung  und 
19  780  Invalidisierungen; 


J 


von  den  andern^),  ans  demselben  Zeiträume  abgeleitet,  bezieht  sich 
die  eine  auf  Zugbeamte,  eine  andere  auf  das  Niehtzugjjersonal,   einaj 
dritte  und  vierte  auf  das  Bahnbewachungspersonal  undaufBureau-u.s.w^ 
Beamte.     Für  den  ganzen  Zeitraum  von   18ü8 — 1889  hat  Bentzien^ 
eine  das  Gesumfcpersonal  betreflPende  Invaliditätstafel  konstruiert^  die  av 

3  074513  einjährig  Beobachteten  und 
33  808  Dienstunfähigkeitsf allen 

beruht;    sie    ist   durch    die  Zahlen   der  ersten,   fünften  und  sechsten 
Kolonne  der  Tafel  VI  am  Ende  des  Buches  wiedergegeben.  fl 

d)  Sterhdnfd  des  tjemisdtkn  Bestandes.    Diese  Tafel  soll  das  Ab-^ 
sterben   der   ans   Diensttauglichen    und  Invaliden    zusammengeßotzten 
Gesamtheit,   wie  sie  sich   tinter  der  Einwirkung  der  Berufsausübung 
entwickelt,  zur  Darstellung  bringen.    Ihr  Vergleich  mit  einer  für  einej 

t)  Über  DmatTiuiTLhlgkeite-  ujid  SterlenBverhältß,  1886,  p.  104— lür>. 
ä)  Beiträge  etc.  tmi,  p.  n6-17ü;  ibid.  188.S,  p.  1Ü4— IGÜ. 
3)  J.  c.  2%  (1894). 
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Bevölkerung  kouBtmierten  Tafel  kann  dauu  über  die  Frage  Auf- 
geben, ob  der  Beruf  gegenüber  der  Gesamtheit  eine  ungilnstige 
Beeintiussiing  der  Sterljlichkeit  zur  Folgo  habe, 

lat  A  +  P  die  rechnuugsmäßige  Anzahl  der  Aktiven  und  liiTa- 
liden  eines  AUei-s  .r,  jS\  +  *S*  die  Anzahl  der  auf  der  folgenden  Alters- 
stufe beobachteten  Todesfälle  unter  den  Aktiven  wie  unter  den  Inva- 
liden» so  ei-gibt  sich  aus  diesen  Daten: 

_  S,  +  S, 
nun  aus  einer  Basis  l^  ftir  das  Anfanga- 


Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  ist 
alter  n  die  Abfallsordnujig 


1+1  =  '. -^yJ« 

'n-f-S  ^  'n+l   ~  9'«+l^w  +  l 


I 


I 


abzuleiten;  daran  sehließt  sieh  die  Ausgleichang. 

Die  von  Zimmermann  und  Beutzien  verfaßten  Tafeln  für  das 

geaaiiite  diensttaugliehe  und  invalide  Dienstpei-sonal  der  Ei&enbabnen 

('gründen   sich   auf  die  Beobachtungen  von  1868— 1884|   beziehimgs- 

weise  1868 — 1889,  und  reclinen  mit 

2  225  332,  i-eep.  3  267  862  einjährig  beobachteten  Personen  und 

29  54.%  resp.       45402  Todesfällen. 

Was  die  Ausgleiehung  betrifft,  so  ist  bei  allen  hier  angeführten 
Tafeln  in  der  Hauptsache  das  Verfahren  von  Woolhouse  (s.  Nr.  198) 
angewendet  worden,  und  zwar  bei  a)  auf  die  Zahlen  h^^  bei  b)  auf 
die  Zahlen  V^^ ,  \m  d)  auf  die  Zahlen  1^.  Bei  c)  wnrde  der  Weg 
eingeschlagen j  daß  aus  der  ausgeglichenen  Reihe  der  ijf^  mit  Hilfe 
der  rohen  Invaliditlitswahrscheinlicbkeiien  w^  die  Zaiilen  der  als  dienst- 
untauglich Erklärten  bLTechnet  wurden;  auf  diese  Zahlen  ist  der  Aus- 
gleich imgsprozeß  angewendet  worden  ^  und  die  ansge gl i ebenen  Werte 
mit  den  ausgeglichenen  ^^f  lieferten  die  korrigierte  Reihe  der  w^. 
Einzelne  unbefriedigende  Teile  der  Tafeln  wurden  noch  überdies  einer 
Detailausgleichung  unterzogen,  die  in  einer  Interpolation  nach  einer 
Parabel  oder  nach  der  auf*  das  erste  Glied  reduzierten  Wittsteinschen 
Sterblich kcitstWniel  (s.  Nr,  XS^l  Schluß)   bestaml 

Als  Anfangsalter  ist  in  allen  Tafeln  v  =  20  smgenomiuen, 
203.  Konstruktion  der  AusBcheldeordnnng  der  Alrtlven 
auB  einer  allgemainen  Sterbetafel.  Auch  in  einer  geiui^^chten 
Gesamtheit  von  Peraouen,  wie  etwa  ira  Bestaude  einer  Versicherungs- 
anstalt^ wii  es  sich  nicht  um  einen  ei nlieit liehen  Beruf,  sondern  um 
eine  Mengung  verschiedener  Berutsartcn  handelt^   kami  von  Dieumt- 


B    eine 
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Ulitauglichkeitsfällen,  daher  auch  von  Aktiven  und  von  einer  Aus- 
scheideordnung derselben  gesprochen  werden.  Während  der  Bestand, 
vrenn  von  der  Invalidität  abgesehen  wird,  in  seinem  Absterben  nach 
einer  für  Versicherte  geltenden  Tafel  zu  behandeln  ist,  kommen  bei 
Berücksichtigung  der  Invalidisiernngen  auch  Dienstuntanglichkeits- 
wahrscheinlichkeiten  und  die  Sterblichkeit  unter  Invaliden  in  Rech- 
nung. Diese  Daten  sind  einem  Material  zu  entnehmen,  von  dem  er- 
wartet werden  darf,  daß  es  in  bezug  auf  den  Eintritt  der  Dienstun- 
tauglichkeit mit  dem  in  Rede  stehenden  Bestände  nahezu  homogen  sei. 

Es  soll  nun  das  Verfahren  entwickelt  werden,  nach  welchem  aus 
einer  allgemeinen  Sterbetafel  unter  Zugrundelegung  von  Dienstunfähig- 
keits-  und  Invalidensterbetafeln  eine  Ausscheideordnimg  der  Aktiven 
zu  konstruieren  ist^). 

Aus  der  allgemeinen  Sterbetafel  werden  die  Werte 

q^    imd    p^^l^q^ 

entnommen;  aus  den  beiden  andern  Tafeln  die  Werte 

w^     und     g^'^; 
daraus  berechnet  man 

pi-n  =  w^  -  g^o 

Angenommen  nun,  bei  einem  bestimmten  Alter  x  sei  /^^  die  An- 
zahl der  Aktiven,  P^  die  Anzahl  der  Invaliden;  dann  hat  man 

4''li  =  4'"(i-M',)-4'"3lr-\ 

wobei  der  erste  Teil  rechts  die  Anzahl  der  nicht  invalid  werdenden, 
der  zweite  Teil  die  Anzahl  der  aktiv  sterbenden  bedeutet.    Ferner  ist 

die  linke  Seite  bedeutet  die  Gesamtzahl  der  zu  erwartenden  Sterbe- 
fälle, die  rechte  Seite  läßt  ihre  Aufteilung  in  die  drei  durch  {aa\ 
(ai),  [ii)  gekennzeichneten  Kategorien  erkennen.  Berechnet  man  aus 
diesem  Ansätze  l^^^g^^*^^  und  setzt  den  Wert  in  die  vorletzte  Gleichung 
ein,  so  wird 

Andererseits  ist 

Px+i  =  4'"'i)i'"'  +  P.^'\  (2) 

1)  Vgl.  BeitfAgQ  zur  Theorie  der  D\eufttvxiifä.higkeit  etc.  1888,  p.  5  ff. 
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oder  mit  Rücksicht  auf  (1): 

P,+i  =  (4''^  +  p,)i>x-4"li.  (2*) 

Mithin  kann  für  (1)  auch  geschrieben  werden: 

i?i.l-(4"^+Px)i>x-Px  +  l.  (3) 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (2)  und  (3)  läßt  sich  die  Ausscheide- 
ordnung wie  folgt  berechnen.  Man  geht  von  einem  Alter  n,  das 
noch  keine  Invaliden  aufweist,  so  daß  P„  =  0  ist,  mit  einer  beliebig 
gewählten  (runden)  Zahl  l^^^  aus,  bestimmt  nach  (2): 

und  nach  (3): 

hiermit  weiter  nach  denselben  Formeln: 

^n  +  «  =  (4  +  1  +  PiH-  \)Pn  +  1  —  Pn  +  2 

u.  s.  w.  bis  zum  höchsten  Alter,  das  noch  Aktive  zählt. 

In  der  nachstehenden  Tabelle  ist  der  Anfang  einer  solchen  Rech- 
nung dargestellt.     Dabei  sind  die  Gnmdzahlen: 

p^  der  Tafel  MI.  der  23  deutschen  Gesellschaften  (s.  Nr.  195), 

w^    der    Dienstuntauglichkeitstafel    für    Bureau-    u.   s.    w.    Beamte 

(s.  Nr.  202), 

(/^')  der  Sterbetafel  für  invalides  Eisenbahnpersonal  (s.  Nr.  202) 

entnommen.   Der  weitere  Gang  der  Rechnung  ist  aus  den  Überschriften 
der  Eolunmen  und  aus  den  Formeln  leicht  zu  erkennen. 


X 

t^ 

^. 

«7 

X 

rä^ 

1^1" 

1       II 

P. 

"^ 
^ 

^       ! 

*J(> 

100  000 

0,993T5 

0,00020 

0,lü20 

0,8980 

0,00001 

0,00019 

99  %lb 

19 

0 

0 

t;i 

m  36r> 

0,09381  0,000^a 

0,0981 

0,9019 

0,00001 

0,00022 

98  760 

2a 

19 

17 

22 

98  721 

0,99387  O.OOOSO 

0,0&43  0,0057 

0,00001 

0,00025 

98155 

25 

39 

35 

S3 

98  095 

0,99374f  0,00030 

0,0905  0,SIO%!0,Ü0001 

0,00039 

91541 

28 

60 

55 

24 

97  4Ö8 

0,99365  0,00034 

0,0868 

0,913-i 

0,00001 

0,000»3 

96  92-2 

32 

83 

7e 

25 

ÜIJ814 

- 

i 

^ 

• 

: 

/ 

* 

108 

^ 

Vierter  Teil. 

Lebensversicheriingsrecliiiung. 
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I.  AlischHitt,    VersklnTttngijwertc, 

^  L    Grundlagen. 

204.  Grundlagen  der  Lebensversicbeningsrecbnting.   Die 

Lebensversicheruiigsrechnungen  beruhen  einerstdts  auf  der  luteusiUit 
bestimmter  meusclilicber  Masflenerscheinungeu,  aruiererseits  auf  der 
Intensität  des  Wachstums  von  Geldsumuaen  m  der  Zeit  infolge  der 
Verzinaimg. 

Ihre  GrundJarfm  bilden  demniteh  aus  der  Erfahi'ung  abgeleitete 
Statut ische  Datcf^  welche  den  Verlauf  der  in  Betracht  kommenden 
Tuenschliehün  Massenerscheinung  darstellen^  uud  der  Zifisfuß  als  der 
einfachste  Ausdruck  für  cht*  Stärke  der  Yerzinsung.  ^ 

Die  Theorie  der  Lebensversicherung  setzt  die  Skibilitäi  der  beiden  fl 
maßgebenden  Momente    aiindestens   für  die  Dauer  der  Versicherung 
voraus. 

Was  die  Stabilität  der  Massenerscheinnog  anlangt^  so  ist  jene 
rdaiive  Stabilität  gemeint,  welche  nach  den  Lehren  des  §  2  im  L  Ab- 
sdinitte  des  dritten  Teiles  die  Bildung  typischer  Wahrscheinlichkeits- 
werte  und  die  Anwendung  der  Sätze  der  Wahrscheiulichkeiterechuuug 
aul'  diese  gestattet.  Bezuglich  des  Zinsfußes  wird  iJ^sobde  Stabilität 
augenommen. 

In  betreff  des  ersten  Punktes  wird  weiter  die  Voraussetzung  ge- 
troffen, daß  der  versicherte  Bestand  jenem  Bestände  hmnfMjen  sei^ 
durch  dessen  Beobaehtmig  die  lätatistischen  Daten  gewonnen  worden 
sind,  d.  h.  daß  beide  Bestände  sich  in  bezug  auf  die  Intensität  der  ia 
Frage  kommenden  Erscheinung  gleichartig  verhalten. 

Iji  der  Wirklichkeit  werdeu  diese  Voraussetzungen  nur  angenähert 
erfüllt  sein.  Bei  keiner  menschlichen  Massenerscheinungj  die  iur 
Versicherungsz wecke  in  Betracht  kommt,  ist  bisher  jener  höchste 
Qnu]  TQu  Stabilität  streng  nachgewiesen  worden,  der  für  die  Bildung 


I 
I 

1 
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typischer  Wahröüheinliehkeitssi^rößen  mit  normaler  Dispei-sion  (&.  Nr.lÖft) 
erforderlich  ist.  Ak  angenähert  vorha!]den  darf  er  gelten  bei  den 
SterblichkeitsverhtUtnisseD;  die  auf  diese  allein  sich  gründende  Leheiifi- 
Teraichemng  im  engeren  Sinne  darf  daher  als  der  hestbegrvmdete  Zweig 
der  Persmmherstchirung  bezeichnet  werden.  Dagegen  entbehren  manche 
Erscheinungen^  die  bei  Vereicheningen  in  Betracht  kommen,  wie  In- 
■  Validität j  Morbidität,  Eintritt  von  Unfällen ,  nach  den  bisherigen  Er- 
fahnmgen  des  erforderlichen  Grades  von  Bestitndigkeitj  um  sie  fi!r 
längere  Zeitrlinme  geltenden  Ilechnungen  unterziehen  yäi  dürfen. 

Aber  selbst  wenn  der  zur  Gewinnung  der  statistischen  Unterlage 
beobachtete  Bestund  Stabilität  zeigte^  bliebe  noch  die  Frage  offen^  ob 
der  versicherte  Bestand  ihm  homogen  sei.  Von  dem  seltenen  Falle 
abgesehen,  daß  eine  Unternehmung  die  statistischen  Daten  für  die 
Zukunft  durch  Beobachtungen  an  ihrem  eigenen  der  Vergangenheit 
angehörenden  Bestände  ableitet  und  an  den  Grundsätzen  *ler  Ansitze 
unverändert  festhält,  sucht  man  die  Homogenität  durch  die  Wald  der 
Tafel  und  durch  entsprechende  Gestaltung  der  AuskM  ?m  erzielen. 

In  Zusammenfassung  dieser  Aiisfühi'ungen  sind  also  nicht  Allein 
^nf(illhf(\  sondern  auch  syisfmmtiscke  Abweichungen  des  wirklichen 
Verlaufes  der  Yeraicherten  Erscheinung  von  der  statistischen  Grund- 
lage zu  erwarten. 

Daß  die  Verzinsung  der  in  mannigfacher  Weiae  angelegten  Geld- 
summen nicht  genau  nach  dem  zugrunde  gelegten,  überbau j)t  nicht 
nach  einem  konstant  bleibenden  Zinsfüße  vor  sieh  geht,  zeigt  die 
tägliche  Erfahrung.  Sie  führt  dazu,  bei  der  Wahl  des  Zinsfulies  vor- 
sichtig zu  Werke  zu  gehen  und  ^ie  so  zu  treffen^  daß  die  w^irkliche 
Verzinsung  voniuisi  cht  lieh  dauernd  über  der  rechnimgsmäßigen  bleibe^). 

Systematische  Vergleichung  der  wirklichen  Entwicklimg  der  Ver- 
bältnisse  mit  der  nach  den  gewählten  Grundlagen  zu  erwartenden  ist 
ein  Gebot  der  Notwendigkeit.  Ihr  Ei^gebnis  kann  unter  Umständen 
zu  einer  Ämlrrumf  ihr  GrmidlageH  Veranlassung  geben. 

Von  den  Differenzen  zwischen  den  RechnongBgnmdlagen  und  der 
Wirklichkeit  hiingt  die  Gekinrntj  eines  Versichenmgsunternehraens  ab^ 
dessen  Gewinne  oder  Verluste  entweder  den  Versicherten  selbst  ssugute, 


1)  Üegenwärtij^  tritt  der  Zinsfuß  von  H\  %  immer  mehr  in  den  Vorder- 
grund, und  mehrere  dcut^ebe  Gesellachfiften  sind  schon  auf  a  %  heniljf^egangi'n; 
nur  ältere  BeBtäiide  werden  noch  mit  4,  j^tinx  ausnahnis weise  sogar  mit  4|  und 
5  *,ij  gerechnet.  Nat-h  dem  ersten  offiziellen  öerichte  nber  , J>ie  privaten  Ver- 
richernngaunternehmuiigen  in  deu  im  Keichsrate  vertretenen  Königreichen  um! 
Löiideni  im  Jahre  18Ü8"  (Wien  1901)  rechneten  von  46  in  diesem  Gebiete  tätigen 
Ge B eil H (-haften  5  mit  3.  16  mit  3.1,  18  mit  4  und  1  mit  5  *'^,  (bei  6  Gesellschaften 
ist  der  Zinsfuß  nicht  imgcgelienK  —  Die  wirk  lieb  erssielte  durch^chniltHche  Ver- 
zinfiting  der  veranlagten  Kapitalien  bewegt  sieh  gegenwärtig  um  4  7»  i  *ti  Deutsch- 
land schwankte  sie  IHüH  Tiei  27  nach  dieser  Richtung  verglichenen  Anstalten 
awiijchen  *SJ2  und  4,24  % . 
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1>eziehuiigswei8e  zur  Last  fallen  (auf  WecliBelfieitigkeit  benihende  Ter- 
siclieruDgsaöstalteü),  oder  die  Träger  des  Uiitemekmens  treöV^n  (Aktien- 
gesellschaften);  m  letzterem  Falle  kann  auch  den  Varsteherten  eine 
An  teilnähme  an  dem  erzielten  Gewinne  eingeräumt  werden  (Gewiim- 
beteiligung). 

206,  Statistische  Grundlagen.  Wo  es  sich  nm  Lebensrer- 
aieiierungen  im  engeren  8inne  handelt,  l>ilden  Sterbetafeln  die  alleinig« 
statistische  Grundlage.  Für  ihre  VViihJ  sind  Tersrhiedene  Gesichts- 
punkte maßgebend;  am  meisten  raaehen  sich  geltend  und  werden 
gegenwärtig  fast  ausschließlich  berücksichtigt  die  Art  der  Versiehe-^ 
rung  njid  die  der  Auslese.  ^ 

Bei  der  Wahl  der  Versieherungeart  macht  sieh  neben  einer  eventuell 
seitens  der  Unternehmung  veranlaßten  ärztlichen  Untersuchung  aueb 
die  Selbstbeurteilung  dea  Versich erojigsuchenden  bemerkbar  und  he- 
einBußt  den  SterhlicbkeitsYerlauf  der  betreffenden  Gruppe.  In  dieser^ 
Beziehung  hat  die  Erfahrung  zur  UntA:*racheidüng  dreier  Hauptgruppcn^ 
gefdhrt;  der  reinen  Todesfall versicherungj  der  reinen  Erlebens-  und 
der  Rentenversieherung  und  der  gern i sehten  Versicherung.  Bei  der 
ersten  kommt  lediglich  das  Sterben,  bei  der  zweiten  das  Erleben  eines 
oder  einer  Reibe  von  Zeitpunkten^  bei  der  dritten  beides  zugleich  i 
Betracht.  Indessen  werden  bisher  der  gemischten  Vei*sicheruiig  nicht] 
besondere^  sondern  Tafein  zugrunde  gelegt^  die  sich  auf  Todesfallver- 
Sicherungen  beziehen;  dagegen  wird  zwischen  Todeslall-  und  Renten 
Versicherang  fast  allgemein  unterschieden. 

Die  ärztliche  Untersuchung^  welche  dem  Abachluese  von  Ver- 
sicherungen vonmgehfc,  bei  denen  das  Sterben  zu  den  Tersichertßm! 
Ereignissen  gebort,  kann  im  Sinne  eines  festgesetzten  ümfanges  n/U- 
ständif/  oder  imvoügtändiij  Beul,  letzteres^  wenn  sie  nur  auf  einen  Teil 
der  auf  die  Starblichkeit  EinfluB  nehmenden  Umstände  Rücksieht 
nimmt;  es  gibt  aber  auch  Versicherungen,  wo  sie  gänzlich  unterbleibt 
( Volksversichemng)» 

Auf  Örund  der  ärztlichen  Untersuchung  wird  das  Leben  als  eijij 
normal  es  j   ein  unternormales  oder  als   ein  minderwertiges  bezeichnet 
Ein  normales  Leben  wird  unter  den  Bedingungen,  welche  für  die  be- 
treffende Versicherungskombiuation    die   Norm   bilden^   angenommenj 
ein  untemormales  unter  gewissen  erschwerenden  Kautelen,  ein  minder 
wertiges»  d.  i*   ein  solches  mit  ererbten  oder  erworbenen  Kranklieits- 
aulagen   oder  mit   Krankheiisresiduen   in   der  Regel   abgelehnt;    dod^f 
sind  auch  schon  Anfänge  mit  der  Versicherung  solcher  Leben,  die  js^ 
gerade  hau  Hg  am  versicherungsbedilrftigsten  sind,  gemacht  worden. 

Beispiele  Ton  Tafeln,  welche  Versicherungen  auf  den  Todesfall 
(und  geraischtcn  Versicherungen)  hei  vollständiger  ärztücher  Unter- 
suchung zugrunde  gelegt  werden^  sind  iUe  Tafel  der  17  englischen 
GeseUsohaften,   die   Tafeln  H  der   iO   britischen   Gesellschafteu,   di< 
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Tafeln  I  der  23  deutsehen  Gesellsclisitlteiij  die  Tafeln  A.  F.  der  4  frim- 

fzösicheu  Gesellschaften  u,  t,  a.  Von  Tafeln,  welche  bei  Renteuver- 
s^ichenrngeu  Verwendimg  tinden^  seien  außer  der  Tafel  der  17  eng- 
lischen Gesellschaften  von  eigentlichen  Rentner -Sterbetafeln  geniinjit 
(die  von  Deparcieux^  die  säGlisische*  die  deutsche  ^  die  der  fran^Ö- 
sijschen  GeseUwchafteu.  Für  unternormale  Leben  werden  beaoudere 
Tafeln  (die  Tafeln  II  der  23  deutschen  Gesellschaften  wären  solche) 
in  der  Regel  nicht  heniltzt,  der  Ausgleich  vielmehr  durch  andere 
Mittel  ange§treht  Bei  Versicherungen  mit  unvollätändiger  oder  fehlen- 
der iirztlicher  Untersuchung  kommen  diQ  Tafeln  111  der  23  deutschen 
I  Gesellschaften,  zumeist  aber  Volks  tafeln^  wie  die  preußische,  die 
deutsche  u.  a.  zur  Verwendung^). 
Außer  den  bisher  besprochenen  Huuptmomenten  gibt  es  noch 
eine  Reihe  von  Umätändenj  welche  nach  den  vorliegenden  Erfahrungen 
eine  Diiferentiierung  der  in  eine  Gruppe  zusammengefaßten  Leben  be- 
dingen j  wenn  sie  heute  bei  der  Wahl  der  Grundlagen  und  zu  einer 
Idetal  lierteren  Gruppierung  der  Versicherten  nur  erst  sehr  ansualinis- 
weise  benützt  werden,  so  liegt  dies  zum  Teil  an  der  Geringfügigkeit 
des    Einflusses,    hau ptsäc blich    aber   in   dem    Mangel    gesicherter  Er- 

Ifahrungsergebnisse;  der  Forschung  auf  dem  Gebiete  des  Versichern  ugg- 
weaens  sind  damit  für  die  Zukunft  vielfältige  Aufgaben  gesteUt. 
So  hat  der  wahrgenommene  Unteröchicd  im  St^rblichkeitsverlaufe 
der  beiden  Gcsehleeliter  dazu  geführt,  diese  bei  der  Beobachtung  zu 
trennen  und  besondere  Tafeln  für  sie  aufzuwtelleu ;  das  ieft  beiepiels- 
w^eise  bei  den  britischen,  den  deutschen  und  den  französischen  Tafeln 
geschehen  und  wird  wohl  in  Hinkunft  allgemein  beobuchtet  werden. 
■  Praktisch  wird  hiervon  vorläufig  zumeist  nur  dann  Gebrauch  gemacht, 
wenn  Versicherte  des  einen  oder  andern  Geschlechtes  in  großer  Mehr- 
zahl vorhanden  sind. 

I  Durch  die  ärztliche  Auswahl  werden  aus  der  Menge  Individuen 

von  guter  Gesundheit  herausgegriffen^  zu  einer  Gesamtheit  zusammen- 
gefaßt würden  sie  günstigere  Sterbliehkeitsverhäitnisse  aufweisen  als 
die  Menge^  aus  der  sie  stammen;  dieser  Zustand  hält  aber  nicht  an, 
geht  Tielmehr  mit  der  seit  der  Auslese  verflossenen  Zeit  zurück,  so 
daß  die  Sterblichkeit  wächst  imd  nach  einer  Anzahl  von  Jahren 
(etwa  fiinf)  in  einen  gewissen  Beharrunggznstand  kommt;  die  Wirkung 

l)  Neben  den  englbcben  Tafeln,  die  vielleicht  relativ  dücI»  immer  die 
hl^ufigst  angewendeten  sind,  kommen  a«eh  deiitache  Sterbetafeln  immer  mehr 
in  Aufnahme;  franaüiiäehe  und  amerikanische  Tafeln  treten  Kurück.  Nach  dem 
in  der  vorigen  Nunnner  zitierten  Bericht  über  die  in  Üaterreich  tätigen  Ver- 
sicherangsgeaellacliaften  nach  dem  Stande  von  Ende  1998  waren  bei  %l  Geaell- 
Bchaften  englische  Tafeln  (17  engl .^  20  brit,  Ges.,  Babbai^e,  Farr),  bei  12  deutsche 
Tafeln  (28  deutsche  Ges.  Mt  und  MWI,,  ßrune,  Bruno -Fiau her),  bei  3  ameri- 
kanische Tafeln^  bei  3  franÄÖaieehe  Tafeln  und  bei  1  eine  Tafel  eigener  Pro- 
venienz im  Gebrauche. 
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Aev  Auslese  ist  diimi  erloschcD.  Domnacli  ilbt  bei  einem  jecteri  Alter 
aiicli  die  abgelaufene  Vertragedauer  einen  Emtiiiß  auf  die  Sterbliiii- 
keit,  Untersuchuugea  über  diesen  Einfluß  sind  bereits  mehrfacli  an- 
gestellt worden;  praktisrhe  Verwendung  liaben  ihre  Ergebnisse  erst 
ausnalniis weise  gefuuden. 

Auch  die  Höhe  der  Veraicherungssumme ,  weil  mit  den  Lebeui- 
Yerhültüissen  in  einera  Zusammenhange  stehend,  übt  auf  die  Sterblich- 
keit einen  Einfluß  aus.  Das  Gleiclie  gilt  vom  Berut^  vom  Wohn&itz; 
aiicli  hierüber  sind  seitens  solcher  (iesellschaften,  bei  welchen  be- 
stimmte Bernfsarten  in  gtärkerera  Maße  versichert  sind,  bezieh ungi- 
weise  welche  zahlreichere  Versicherungen  in  tropischen  Ländern  ab- 
schließen, Beobachtungen  aDgestellt  worden^  nm  Direktiven  für  eine 
richtigere  Behandlung  solcher  Versichenmgen  zu  erlangen. 

Die  fast  allgemeine  Annahme,  daß  Personen  eines  Alters^  die  ZVL 
einer  bestimmten  Versichenmgsftrt  zugelassen  worden  sind,  eine  homo- 
gene   Gesamtheit   oder  gtekhwertiffe  Risikm   darstelleu,   ist  demnach 
streng   genommen  eine  Fiktion-     G.  Bohlmaun^)   unterscheidet  nor- 
male  Risiken  tmd  Exti-arisiken;  unter  den  ersteren  versteht  er  mann-fl 
Jiclie  Leben j  die  auf  Grund  voUstäudiger  ärztlicher  Untersuchung  unter" 
gewölmlichen    Bedingungen    auf  den    Todesfall    veiiäichert    sind;    alle 
andern  Lfben,   welche  durch  irgend  einen  der  angeführten  umstände 
für  die  Gesellschaft  uugünstigerj  eventuell  auch  günstiger  erscheinen, 
faßt  er   als  Extrarisiken    zusammen.     Häufiger  jedoch  versteht  man 
unter  normalen  Risiken  solche  Leben,  die  nach  vollständiger  ärztlicherS 
Untersuchung  vorbehaltlos  angenommen  worden  sind-).  ™ 

Zur  Lebensversicherung  im  tveitenm  Sinne  wird  auch  die  Ver- 
sicherung von  Witwenpensionen^  Waisengeldern ,  die  InvaUditäts-,  die 
Unfall-  und  die  Krankenversiclierung  gezählt.  Die  Invaliditatsver- 
sicherung  wird  gegenwärtig  mit  der  eigentlichen  LebensYersichening 
vielfach  in  enge  Verbindung  gebracht.  Pur  manche  dieser  Zweige, 
von  welchen  einige,  wie  die  Invalidität^-,  die  Ärl>eitemnfall-  und  die 
Krankenversicherung,  in  manchen  Staaten  als  öflentliche  Institutionen 
in  großem   Umfange   betriehen  werden  j   ist  bereits  bedeutendes  stati-| 


1)  Encykl  der  mathem,  Wissensch.  T,  p,  «64—863. 

S)  Be^fiüglich  der  KofiBtTaktioa  Von  Sterbetafeln  kati^  aiil"  den  §  S,  U^  A 
ßchiiitt  des  dritte»  Teiles  hingewiesen  Tverden-  die  am  SchluBiie  von  Kr.  IJI 
imitierte  Monographie  E.  Kogh^^a,  sowie  C.  L.  LiindrL^ä  ,,Matbem.-tedin.  Ktt|iitel 
uir  Lebenj^veraicherung**  (IH95)^  p.  70—74^  können  äux  näheren  Orion ti er ung^  über 
Sterbetaleln  fiir  Verisich6rungs?.wecko  dienen;  über  Renten  versichenmgen  speziell 
kann  B.  Schmerler,  ,,Die  Sterblichkeit-äorlahnnigen  unt«r  den  Rentenver* 
sicherten*'  i;l*St*Hj  m  Rate  gestogen  werden.  Retreifenti  die  Versicherung  minder- 
wertiger Leben  iit  E.  ßlitflchkea  ,J>enki^chttehrift  zur  Lösung  des  Probleme  der 
Versiehernng  minderwertiger  Leben'*  (iÖUÖ)  zu  nennen.  —  Eingehende  Literator- 
nacbweiöo  über  die  hier  tterilhrten  Fragen  tinden  sich  bei  Q.  Bohlmann^  Ency] 
der  miith^uh  Wiasensch.  I,  p.  852 ff. 


J 
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fitisches  Beobachtungsmaterial  angesammelt,  das  noch  Tielfacb  der 
Bearbeitung  harrt;  doch  bleibt  hier  gegcnüher  der  LebensYersichenuig 
noch  vieles  zu  tun.  Über  Tafelii,  welche  Ln Validität  und  Sterblichkeit 
betreffen,  handelt  der  Hl.  Abschnitt  des   dritten  Teiles. 

206.  Auf  die  Terzinsnng  besügllclie  G-röBen  und  Formeln. 
Der  einfachste  Augdrack  der  Verzin^nngs stärke  eines  Kapitals  besteht 
in  der  Angabe  des  wirkhchen  ZmsfnjJPSf  d.  i.  des  am  Ende  des  Jahres 
fälligen  einjährigen  Zinsen  vom  Kapital  1  (beliebige  Geldeinheit).  Er 
werde  mit  /  bezeichnet*).  Dann  ist  100  i  der  Prozentsatz,  d.  i.  der  hi 
gleicher  Weise  definierte  Zins  vom  Kapital  10(X  Demnach  entsprechen 
die  Werte  i  =  0,03,  0,035,  0,04,  0,045,  ^  -  ■  den  Prozentäätzeu  3,  3|, 
4.  4^    -  - 

Zu  dem  Zinfuße  ti'itt  der  Verzinsungsmodus.  Man  imterscheidet 
einfache  und  msümnumgitseizie  Verzinsung;  bei  den  Lebensversicherungs- 
rechflungen  tritt  namentlich  der  letztere  Modus  in  Kraft. 

Bei  der  einfachen  Verzinsung  wuchst  der  Zinsertrag  proportional 
mit  der  Anzahl  der  Jahre,  durch  welche  das  Kapital  zinatragend  an- 
gel^  ist,  so  daß  das  Kapital  1  bei  dem  Zinsfuße  /  in  n  Jahren  den 
Zins  ni  abwirft  und  auf  die  Höhe  1  +  ni  anwächst. 

Wird   jedoch    bedungen,    daß    von  dem  jährlichen  Zinse   i  nach 

jedem  »*-tel  dea  Jahres  die  entsprechende  Quote    -  rällig,  aber  nicht 

ausbezahlt,  sondern  zum  Kapital  geschlagen  (kapitalisiert)  und  von 
da  ab  m  derselben  Weise  weiter  verzinst  werde,  so  tritt  zusammen- 
gesetzte Veminsung  oder  die  Ansammlung  von  Zinseszins  ein,  und 
ans  dem  Kapital  1   wird  am  Ende  des  ersten  Jahres 

so  daß  der  wirkliche  Zmsertn^  dieses  Jabres 

hi. 


( 


1  +  -)   -  1 


ist.    In  n  Jahren  erreicht  das  Kapital  unter  diesen  Umständen  die  Höhe 

('+ir  (■) 

(i+ir-i. 


und  liefert  den  Zins 


1)  In  dieBem  Teile  des  Buches  wird  von  der  durch  die  englischen  Aktiiaro 
ausgebildeten  Bezeichnung« weise  Gebrauch  gemacht,  die  sich  durch  einen  hohen 
Gra*!  von  Konöequeuü  an e^^e lehnet  und  Aussicht  Imt,  allgemeine  Verhrcitnnjr  -m 
finclen^  wi«  dies  auH  den  Verhaüdlnugeu  der  hi«her  abgehaltenen  intennitionalen 
Aktuaren kcingreHse  hervorgeht.  Eine  /^uaumDieniftellung  dieser  Uezeichnuiigen, 
deren  ftirh  andi  dita  Text-Book  hedient,  befindet  sit-h  in  ileu  „TraTisaetiona  of 
the  saeouil  interuatlöDal  actuarial  congress,  London  ldD8'\ 


k 
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Der  Annahme  m  =  1  entspricht  ganejährliche  Kapitalisierung  der 
Zinsen;  bei  dieser  erreicht  1  in  n  Jahren  die  Höhe 


(1  +  0"; 


(2) 


1+1  heißt  der  Aufzinsungsfdktar. 

Der  Annahme  w  =  oo  entspricht  l'ontinuierliclie  Verzinsung,  also 
bildlich  ein  gleichmäßiges  Fließen  des  Zinses,  der  für  jedes  Zeit- 
teilchen proportional  ist  diesem  und  dem  Kapital  an  seinem  Beginne; 
bei  ihr  erreicht,  weil 

(8) 


m  s=  00    ^  '    . 


wenn  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystemes  bedeutet,  das 
Kapital  1  im  ersten  Jahre  die  Höhe 


und  in  n  Jahren  die  Höhe 


liefert  also  den  Zins  ^—1,  beziehungsweise  &*'  —  1. 
In  dem  Ansätze 


.+.«.(i+i)- 


w 


bedeutet  i^'")  den  wirklichen  Zinsfuß,  welcher  dem  in  m  gleichen  Raten 
fälligen,  dem  Zinsfuße  i  entsprechenden  Jahreszinse  äquivalent  ist; 
ein  Kapital,  zu  diesem  Zinsfuße  mit  ganzjähriger  Kapitalisierung  der 
Zinsen  angelegt,  erreicht  in  einer  beliebigen  Anzahl  von  Jahren  die- 
selbe Höhe,  wie  wenn  es  zum  Zinsfuße  i,  bei  w-maliger  Kapitalisie- 
rung der  Zinsen  während  eines  Jahres,  auf  dieselbe  Zeit  angelegt 
wäre.  In  nachstehender  Tabelle  sind  einige  Werte  von  z^"*^  zusammen- 
gestellt. 


1 
1 

t< 

«) 

/ 

m  =  2 

m  =  4 

w=12 

IW  =  0O 

0,03 

0,035 

0,04 

0,045 

0,05 

0,030225 
0,035306 
0,040400 
0,045506 
0,050625 

0,030339 
0,085462 
0,040604 
0,046766 
0,050945 

0,030416 
0,035667 
0,040742 
0,045940 
0,051162 

0,030466 
0,036620 
0,040811 
0,046028 
0,061271 

Zu  47o  hei  monatlicher  Kapitalisierung  der  Zinsen  wächst  also  ein 
Kapital  ebenso  rasch  wie  zu  4,074  7o  hei  ganzjähriger  Fälligkeit  der 
Zinsen. 
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Aus  der  Gleichung 

ergibt  sich  derjenige  Zinsfuß  d,  der  bei  kontinuierlicher  Ver- 
zinsung dem  Zinsfüße  i  bei  ganzjähriger  Zinsfälligkeit  äquivalent 
ist;  es  ist 

d  =  Log  (1  +  0  (ö) 

und  wird  die  VerzinsMfigsintensität  genannt;  Log  bezeichnet  den  natür- 
lichen Logarithmus. 
In  dem  Ansätze 


('+t-')"- 


\  +  i 


bezeichnet  j^^^  jenen  nominellen  Zinsfuß^  der  bei  w-maliger  Fälligkeit 
der  Zinsen  während  eines.  Jahres  dem  wirklichen  Zinsfuße  /  entspricht; 
die  Auflösung  ergibt 

i(™)  =  «»[(i  +  »)^-iJ;  (6) 

(1  +  f)*"  —  1  bezeichnet  aber  den  auf  einen  Eapitalisierungstermin 
entfallenden  Zins^  j^^^  ist  also  das  m-fache  dieses  terminlichen  Zinses. 
Inabesondere  ist 

j,.)  =  Um  (i+f  - '-  =.  Log  (1  +  i)  =  d ;  (7) 


der  der  kontinuierlichen  Verzinsung  entsprechende  nominelle  Zinsfuß 
fällt  demnach  mit  der  Verzinsungsintensität  zusammen. 

Der  gegenwärtige  Wert  des  Kapitals  1,  zahlbar  nach  n  Jahren,  ist 
unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Zinsen  wi-mal  im  Jahre  kapitalisiert 
werden,  gleich 


(8) 


und  bei  Vereinbarung  ganzjähriger  Zinsfälligkeit  gleich 

1 

die  Größe 


(9) 


heißt  der  Ahmistingsfalior. 
Man  kann  die  Ausdrücke 
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als  VeraUgememeriingen  der  Ausdrücke 

d  +  O'*      und      (1  +  0^" 

ansf'lien,  wenn  man        Jahr  als  Zeiteinheit,  —  äla  den  ihr  entsprechen- 

den  Zinsfuß  auffaßt;  mn  ist  dann  die  Anzahl  der  in  w  Jahren  ent- 
haltenen Verzinstiiigatermine.  Die  Ziustafeln,  welche  die  Endwerte 
nnd  die  Anfangswerte  des  Kapitals  1  hei  gegebenem  Zmsfiiße  inid 
gegebener  Anzahl  von  Zinsperloden  angeben,  können  demnach  ebenso 
wohl  bei  ganzjähriger  wie  bei  ratenweiser  Fälligkßit  der  Zinsen  an- 
gewendet werden.  Will  man  z.  B.  den  Endwert  Ton  1  bei  5%  und 
j  jähriger  Kapital isienmg  der  Zinsen  nach  6|  Jahren  wissen,  so  geht 

man  in  die  Tafel  der  Endwerte  mit  =  1^5%  nnd  mit  27  Zeitein- 
heiten ein;  und  der  gegenwärtige  Wert  von  1,  zahlbar  nach  8  Jahren 
o  Monaten,  bei  Anrechnung  von  67p  Zinaeszins  bei  monatlicher  Kapi- 
talisierung,   ergibt   sich  aus  der  Tafel  der  gegenwärtigen  Werte  hei 

—  =0^57o  ^^^  1^1  Zeiteinheiten.  , 

Die    Differenz    zwischen    einer    zu     einer    späteren    Zeit    zahl- 
baren Summe    und    ihrem   gegenwärtigen   Werte   bezeiclmet  man   als 

Der  allgemeine  Ant^druck  für  den  Diskont  ist 


I 


-(•+=)" 


i 


wenn  i  der  Zinsfuß ^   wenn  die  Zinsen  m-mal  im  Jahre  kapitalisiert- 
werden  und  das  Kapital  nach  n  Jahren  fällig  ist* 

Für   tu  =  n^  i    ergibt   sieh    der  Didont  d   für  da.*j  Kapital  ij 
zahlbai'  nach  1  Jahr  bei  ganzjähriger  Zinsfälligkeit] 


1  -^  *  1  +  t  ' 


(i< 


der  letzte  Ausdruck  gibt  eine  einfache  Bedeutung  von  dt  es  ist  de 
einjährige  Zins  des  gegenwärtigen  Wertes  v. 

Jede  periodisch  wiederkehrende  Zahlung  wird  eine  liente  genanntJ 
ist  ihre   Dauer  im   voraus   bestimmt,    so   heißt  sie  eine  sitfmT  Jietib 
oder  aueh  eine  Zeifnmte. 

Der  Emliveri  einer  prUnumeramh^   d.  L    immer  am  Beginne  dei^ 
Jahres  zalil baren,  sofort  beginnenden  und  n  Jahre  währenden  sicheren 
llente    1    am   Ende    des    n-ten   Jahres   beträgt  bei   ganzjähriger  Zi 
fäiligkeit 


«q  =  (i  +  0  +  (i+o*+' 


-  +  (l+^)«^fi+^"^(l+;).   (iij 


L  Abtchöitt.   Versicherungswerte. 
Der  ffegmtmrHffe  Wert  der  nUmlichen  Rente  ist 

ai3(^  1  +  V  +  v^  + 
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(12) 


iBBbesondere    ist   der   gegenwärtige  Wert   einer   immerwährend    zahl- 
baren oder  etciffcn  Ernte  gleich 


a„  =  lim 


i-r" 


für 
ist 


i    =    0,03,        0,035,      0,04,        0,045,      0,05 
a^- 34,333,    29^)71,    26,000,    23,222,    21,000; 


(13) 


der    gegenwärtige  Wert    einer    immerwähreBden  jährlichen   Zahlung 
von  1  iat  also  bei  47o  Zinseszins  rund  26- 

Der  Endwert  imd  der  gegenwärtige  Wert  einer  pistnumenifuhj 
d.  i.  immer  am  Ende  des  Jahres  zahlbaren  Rente  ist  unter  den 
gleichen  Bestimmungen  wie  oben  beziehungsweise : 


,    »  ,         ,    n     «(l-e")      l  — e" 

^^a^  =  v  +  v'-\ 1-«"=        ,1      '=—^— 


-,  (14) 
(15) 


I 


Nachstehende  Tabelle  enthalt  eine  Zusammenstellung  einiger 
wichtigen^  auf  die  Verzinsung  heziiglichen  Großen  und  ihrer  gemeinen 
Logarithmen  für  die  gangbaren  Prozentsätze, 


Grtfle 

.%      1 

H%            1 

4% 

nnm 

log 

nom   1 

log 

num 

log 

*  +  '. 

0,03 
1,03 

2,4771213 

0,0128372 

0,035 
1,035     ! 

2,5440680 
0,0149403 

0,04 
1,04 

2,6020600 

0,0170333 

(t  +  0* 

1 

1,0148891 

0^0064180 

1,0173495 

0,0074702 

1,0198039 

0,0085167 

(1  +  0  * 

1,0074170 

0,f>O3209S 

1,0086374 

0,0037351 

1,0098534 

0,0042583 

1 

0,9708738 

1,9871628 

0,9001836 

1,9850097 

0,9015085 

1,9829667 

1 

0,9863S93 

1,9935814 

0,9829465 

1,9925298 

0,9805807 

1,9914833 

p* 

0,9^36370 

1,9967907 

0,9914305 

1,9962649 

0,9902425 

i,99ß7417 

d 

0,0291262 

2,404  S838 

0,0338164 

2,5291277 

0,0384615 

2,5850267 

» 

0,0296588 

2,4706807 

0,0344014 

2,&3ßÖ764 

0,0392207 

2,5935156 

^w 

0,0*97783 

2,473ö09y 

0,0346990  1  2,5403170 

0,0390078 

2,5977807 

iw 

0,O2ü06ti3 

^.4722927 

0,034049« 

2,5384454 

0,0394136 

2,6956464 

t 


Cmhtr,  Wä-bTtcheia Uehkititsfechitaiig. 
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GraiQ 

M7o 

5 

% 

Qnm 

lag 

omn 

log 

1+,- 

1    I 

0,045 
1,045 

2,6532125 
0,0191163 

t>,05 
1,05 

2,6989700 
0,0211893 

(1  +  0* 

i    1 

i,mmmA 

0,0095581 

1,0246951 

0,0105946 

(1  +  0* 

1,0110650 

0,0047791 

1,0132722 

0,0052973 

1? 
1 

0,9Ö69S78 

1,9808837 

0,9523810 

1,9788107 

1 

0,9782»2O 

1,0904419 

0,9769002 

1,9894054 

«* 

0,981^0562 

1,9952209 

0,9878767 

1,9947027 

d 

0,0430022 

2,03409G2 

0,0476130 

2,6777807 

i 

0,0440160 

2,6436194 

0,0487902 

2,6883322 

hi) 

0,0446048 

2,6484072 

0,0403302 

2,6936404 

3w 

0,0442600 

2/>460110 

0,0490889 

2,6^09835 

d^pfl 


§  2.    Erlebensversichemngen  und  Renten. 

207.   Wert  einer  Anwartschaft.     Erlebenaversicherung. 

Jnter  niner  AmrartifC/niß  versteht  maü  eine  Geld§an3nie^  die  zu  einem 
bestimiBten  Termine  fällig  wird  nnter  der  Voraussetzung,  daß  ein  be- 
stimmterj  an  sich  ungewiBser  Tatbestand  erfüllt  ist. 

Die  Elementaraufgabe  der  VeTsichemngsreclmuEg  besteht  in 
Wertberaessnng  von  Anwartschaften. 

Ißt  die  WahrscIieinÜehkeit  des  Tatbestandes  bekannt,  so  versteht 
man  unter  dem  gegenwärtigen  oder  kurzweg  dem  Werte  der  Än/vtiri^ 
schaß  die  iiuf  die  Gegenwart  diskontierte  auf  sie  bezügliche  mathe 
matisehe  Erwartung,  also  das  Produkt  aus  drei  Faktoren:  aus  der 
Summe  selbst,  der  Wahrscheinlichkeit  ihrer  Realisierung  und  dem  der 
Zwischenzeit  entsprochenden  Diskontieruugsfaktor. 

Dieser  Wertbestimmung  liegt  folgende  Erwägung  zugrundet 
Würde  für  eine  große  Anzahl  gleicher  Anwartschaften  eine  ihrem 
Werte  gleichkommende  Summe  deponiert  und  in  der  Zwischenzeit  7M 
dem  der  Rechnung  unterlegten  Zinsfuße  verzinst,  so  erreichte  sie  ein@H 
Höhe,  um  die  mit  größter  Wahrscheinlichkeit  zu  gewärtigende  Anzahl 
,,günstig**   verlaufender  FäUe  gerade  zu  befriedigen  (s.  Nr.  102 — 103). 

In  der  Lebensversicherungsreclmung  hat  man  es  mit  Anwart- 
schaften zu  tun,  die  vom  Leben  und  Sterben^  im  weiteren  Sinne  von 
bestimmten  Zustäuden  der  Menachen  abhangen. 

Eine  Person  des  Alters  a\  welcher  für  den  Fall  und  für  den 
Moment,  wo  sie  das  höhere  Alter  x  +  n  erreicht ^  eine  bestimmte 
Summe  zugesichert  ist,  befindet  sich  im  Besitze  einer  Anwartschaft, 
die  man  als  Erk^ensversiclierunfj  bezeichnet;  n  ist  die  Dauer  derselben. 


I 


I 


l    Al'.-cliiiitt      ^'('t•<it■)l<'I•llnL''>^\■<'t■t('  \])~) 

Ist  K  das  versicherte  Kapital,  „p^  die  Wahrscheinlichkeit;  daß 
innerhalb  der  Gesamtheit  der  versicherten  Personen  eine  solche  des 
Alters  X  das  Alter  x  +  n  erlebt,  v  der  dem  gewählten  Zinsfüße  ent- 
sprechende Abzinsungsfaktor,  endlich  ^E^  der  Wert  der  Versicherung, 
so  gilt  der  Ansatz: 

Weil  K  in  dieser  Formel  eine  von  x  und  n  unabhängige  Rolle  spielt, 
so  wird  in  den  allgemeinen  Rechnungen  das  versicherte  Kapital  mit  1 
angenommen;  alsdann  ist 

„E,  =  v\p,.  (1) 

Wenn  die  Absterbeordnung  der  versicherten  Gesamtheit  in  Form 
einer  Sterbetafel  der  üblichen  Gestalt  (s.  §  3,  Abschnitt  II  des  dritten 
Teiles)  gegeben  ist,  so  drückt  sich  ^p^  durch  die  Zahlen  der  Lebenden 
wie  folgt  aus: 

ftJfx  l         7 

*x 

dadurch  wird 

Für  die  praktische  Durchführung  der  Rechnungen  hat  es  sich  als 
zweckmäßig  erwiesen,  aus  den  Zahlen  l^  der  Sterbetafel  die  Zahlen 

D,  =  v%  (2) 

abzuleiten,  die  man  die  „diskontierten  Zahlen  der  Lebenden'^  nennt. 
Mittels  dieser  ergibt  sich  die  fundamentale  Formel  für  die  Erlebens- 
versicherung: 

„E,  =  %±--.  (3) 

Eine  andere  Schlußfolgerung  zur  Ableitung  dieser  Formel  ist  die 
folgende:  Von  l^  Personen  des  Alters  x,  deren  jede  eine  Erlebens  Ver- 
sicherung vom  Betrage  1  zum  Alter  x  +  n  besitzt,  erleben  der  wahr- 
scheinlichsten Kombination  gemäß  l^^^  dieses  höhere  Alter,  während 
Ix'—K^n  vorher  sterben;  an  die  Überlebenden  kommt  die  Summe  l^^^ 
zur  Auszahlung,  deren  gegenwärtiger  Wert  vH^j^^  ist;  der  auf  eine 
Person  entfallende  Anteil  dieser  Anwartschaft  ist  somit 

h 

Aus  der  Tafel  III,  welche  die  Erfahrungen  H^  der  20  britischen 
GeseDschaften  in  der  Ausgleichung  des  Text-Book  wiedergibt  und  mit 
3|^7o  rectuöt,  ist  beispielsweise 

7)30-31953,     Deo=  7469,1 
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zu  eiibiehnien;  hiernach  ist  der  Wert  der  Erlebensversichenmg  1  einer 
SU-jährigeii  Person  zum  vollendeten  ivO.  Lebensjahre 

der  Wert  einer  solchen  Yer&iehenmg  auf  lUO  c //^  also  23  c  ff  37  ä- 
208*  Begriff  der  Beste.     Hie  Franumerando-Iieibreat«, 

Unter  einer  Ilfmfe  im  versicherungstechniachen  Sinne  versteht  man^  in 
des  Wortes  einfachster  Bedeutung,  die  periodi&ch  wiederkehrende  Zahlung 
eines  vomus  bestimmten  Betrages ^  deren  effektive  Daoer  von  der 
Dauer  eines  bestimmten  Zustandes  der  (zahlenden  oder  empfangendcB) 
Person  abhängt.    Im  gewöhnlichen  Falle  beträgt  die  Periode  ein  Jakr. 

Besteht  der  Zustand  darin,  daß  die  PersoCj  an  welche  die  llanto 
gebunden  ist,  lebt,  so  nennt  man  die  Rente  eine  LeibtetUe, 

Die  pränumerando  zahlbare  Leilrrmk  1^  deren  erste  Zahlung  sofort^ 
die  letzte  am  Beginne  des  Sterbejahres  der  Person  (x)  erfolgt,  stellt 
sich  als  eine  Summe  von  Erlebensvenäicherungen  dar,  deren  erste 
sofort  und  sicher^  die  zweite,  dritte,  *  *  -  nur  dann  zur  Anszahltmg 
kommt^  wenn  die  Person  nach  einem,  zwei;  -  -  ■  Jahren  am  Leben  ist; 
bezeichnet  man  ihren  Wert  mit  cf^/)  mit  fii  —  1  das  höchste  Alter 
(in  ganzen  Jahren),  das  noch  vollendet  werden  kann,  so  ist 

drückt  man  die  E  nach  der  Formel  (3)  aus,  so  ergibt  sich: 


I 

I 


ö,= 


wenn 


^ 
i>.' 


gesetzt    imd   die   Snmmiemng   bis    zmn    Schlüsse   der   Tafel    geführt 
wird  ^), 

Die  Bereclmung  der  Leibrenten  erfordert  also  die  Bildung  zweier 
Zahlenkolonneu;  der  Reihe  der  diskontierton  Zahlen  der  Lebendeu  und 
ihrer  Summenreihe, 

Diese  Art   der  Renteilberechnung   ist   in  England   von  Georg 
Barrett   1786    zuerst   ersonnen  worden;   die  umfangreichen,    danach* 
berechneten  Tafehi  hat  jedoch  ihr  Verfasser  nicht  veröÜentlicht,    Erst 
durch  Francis  Bally  ist  das  Verfahren  1812  der  Royal  Society  be-, 
kannt  gegeben  und  1813  in  der  Schrift:  j^Doctrine  of  Life  Annmtii 


1)  In  dieser  Bezeichnung  weichen  wir  von  der  eaglischen  Vorlag©  at: 
welche  mit  a^  die  iß  der  nilebsten  Nummer  bekoadelte  poötnumeraudc»  zahlbare 
Leibreute  bezeielmet.  Wir  benutzen  dag  einfachere  Zeichen  ftlr  die  Mußger  ge 
brauchte  Form  der  Rente, 

ä)  In  der  englischeu  Bezeichnung  ist  ^^  —  i^^^i+  1^,^^^^ 
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and  Assuninces-'  vernffeutlicht  worden.  Auf  dem  Kontinent  kam 
jedoch  Johann  Nia  Tetena  den  Eiig?an<lera  zuvor,  der  schon  17H5 
dos  nämliche  Verfahren  in  dem  Werke:  .^Einleitung  znr  Berechnung 
der  Leibrenten"  (Leipzig,  2  Bünde^  1785—1780)  vorführte;  ihm  ge- 
bührt daher  die  Priorität  der  Erfindung  der  diskontierten  Zahlen,  die 
so  mchtig  geivorden  ist  fiir  die  Entwicklung  der  LebensTersichermigs- 
rechnnng^), 

Tafel  III  enthält  sowohl  die  Kolonnen  der  Zahlen  D  und  Nj  als 
auch  die  Werte  der  Pränunierando-Leibrente  fär  alle  Alter;  hiernach 
Ist  beispielsweise  der  Wert  der  Leibrente  1  einer  30- jährigen  Person: 

der  W^ert  einer  solchen  Rente  im  jährlichen  Betrage  von  100  tS  gleich 
l9U.g  10  Ä. 

200.  Dia  PoBtnumerando-Iieibreiite,  Zum  Unterschiede  von 
der  vorigen  ist  diesf-  Rente  zahlbar  am  EmJf  eines  jeden  Jahres^  das 
die  Person  (jr)  durehlebt,  zum  letztenmale  daher  am  Ende  des  dem 
Todesjahre  vorangehenden  Lebensjahres.  Gegenüber  der  pränumerando 
zahlbaren  Rente  entfitllt  die  erste  sofortige  Zahlimg  des  Betrages  L 
Bazeichnet  man  also  ihren  Wert  mit  ^  a^j  so  ist 

j,a^^a,-l,  (6) 

und  io  den  Zahlen  D^  N  ansgedrückt: 


a-  ^ 


Jl"x 


(7) 


Man  braucht  in  der  Tafel  UI  die  Zahlen  der  Kolonne  a^  nur  je 
um  1  zu  vermindern^  um  die  W^ert©  der  postnumerando  oder  nach- 
schüssig  zahlbaren  Rente  zu  erhalten.  Für  eine  '^OJährige  Person  z.  B. 
hat  eine  solche  Rente  vom   Betrage  1   den  Wert  18,44L 

210.  Aufgeecholiene  und  temporäre  Benten.  Eine  Leib- 
rente heißt  anfyf'.srhöhen j  wenn  ihr  eventueller  Beginn  auf  einen 
späteren  Termin  festgesetzt  ist.  Sie  heißt  temporär  oder  eine  kurze 
Rente^  wenn  ihre  maximale  Dauer  nach  oben  hin  begrenzt  ist.  Beide 
Merkmale  können  auch  zusammentreffen^  und  man  spricht  dami  von 
einer  aufgeschobenen  kurzen  Rente. 

Die  um  n  Jahre  aufyesfJtd^me  Pränumerando -Leibrente  auJ*  die 
Person  (x\  zum  erstenmal  also  zahlbar  na^^h  n  Jahren  und  dann  jedes 
folgende  Lebensjahr  bis  zum  Tode,  hat  als  Summe  der  Erlebensver- 
sicherungen  JK,^  «  +  iJ5'_p,  '  -  ■  den  Wert 


Jv; 


(8) 


1)  Teit-Book  11,  p.  108  ff,;   G,  Bohl  mann,   Encjkl.  der  matbem.  Wissen- 
sdiaften  I,  p.  878. 
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die  in  gleicher  Weise  definierte  Postnumerando -Rente^  die  also  zum 
erstenmal  am  Ende  des  n  +  1-ten  Jahres  fällig  wird^  hätte  das  Zeichen 

N 
n+il^x  und  den  Ausdruck      't)*^   '     ^^^   bemerkt   sofort,   daß  die 

Postnumerando-Leibrente  gleichbedeutend  ist  mit  der  um  1  Jahr  auf- 
geschobenen Rente. 

Zwischen  der  um  w  Jahre  aufgeschobenen  und  der  Rente  einer 
X  +  n  Jahre  alten  Person  besteht  ein  einfacher  bemerkenswerter  Zu- 

N 
sammenhang;  aus  (8)  und  a^^^  =  t)--^-  folgt  nämlich 

nßx  =  -n~  ^'^n  =  ^\Px  '  «x  +  n-  (8*) 

Zu  dieser  Beziehung  gelangt  man  auch  durch  folgende  Überlegung. 
In  den  Bezug  der  aufgeschobenen  Rente  kommt  (x)  nur  dann,  wenn 
er  das  Alter  x  +  n  erreicht,  wofür  „p^  die  Wahrscheinlichkeit  ist;  in 
diesem  Augenblicke  hat  für  ihn  die  Rente  den  Wert  a^^„;  folglich 
ist  der  gegenwärtige  Wert  seiner  Anwartschaft  v" „Px^^x+n- 
Die  auf  n  Jahre  abgekürzte  temporäre  Rente,  die  also  höchstens 
/i-mal  zur  Auszahlung  kommt,  ist  als  Summe  der  ErlebensTersiche- 
rungen  qE^{=  1),  ^E^,  •  •  •  ^_,E^  gleich 

bezeichnet  man  also  ihren  Wert  durch  :^a^,  so  ist: 

I A  = j)~ ^^ =  a,  -  „la^.    (9) 

Der  letzte  Ansatz  bringt  die  Tatsache  zum  Ausdruck,  daß  die  tempo- 
räre Rente  gleichkommt  der  lebenslänglichen  vermindert  um  die  um 
ihre  Dauer  aufgeschobene  Rente. 

Die  um  n  Jahre  aufgeschobene,  auf  m  Jahre  abgekürzte  temporäre 
Rente,  die  zum  erstenmal  nach  n  Jahren  und  dann  höchstens  m-mal 
zur  Auszahlung  kommt,  stellt  sich  als  Summe  der  Erlebensversiche- 
rimgen  ^JB^,  n+i^xf  '  ' '  «-hw-i^x  ^^^5  bezeichnet  man  ihren  Wert  mit 


nu,flx7    SO    ist 


n  I  Tir^x  TJ 

N        —  N 

-^'af  +  n         ^"x  +  n  +  m 

—      "  et  . 


(10) 


J)  ttl^x         n  +  in ,  ^x  • 


211.    Mittlere    Zahlungsdauer    einer    Leibrente.      Be- 
ziehungen zwischen  der  Leibrente  und  einer  Zeltrente.    Die 

Zahlungsdauer  einer  Leibrente  ist  imbestimmt  und  für  verschiedene 
Personen   desselben   Alters  x   ungleich.     Ihr  Mittelwert   ist   die    ab- 


gekürzte  mittlere  Lebensdauer  e^  als  Durchschnitt  der  vollen  Jahre, 
welche  Personen  dieses  Alters  zu  durchleben  haben  (s.  Nr.  179). 

Es  ist  aber  ein  Irrtum,  zu  glauben,  die  Leibrente  einer  Person  {x) 
könne  als  sichere  Rente  für  die  mittlere  Lebensdauer  e^  gerechnet 
werden.  Es  läßt  sich  vielmehr  erweisen,  daß  die  Leibrente  kleiner 
ist  als  die  so  gerechnete  Zeitrente. 

Beträgt  die  abgekürzte  Lebenserwartung  n  +  d,  wo  w  die  vollen 
Jahre  und  ö  einen  Bruchteil  bedeutet,  so  ist  der  Wert  der  Zeitrente 

OTTTl  =  1  +  v  +  t;*'  +  •  •  •  +  f"  +  öif^\ 


weil  am  Beginne  des  1.,  2.,  •  •  •  w  +  1-ten  Jahres  je  1,  am  Beginne 
des  n  +  ^-ten  Jahres  der  Betrag  ö  entsprechend  dem  durchlebten 
Bruchteile  des  letzten  Jahres  zu  bezahlen  ist.  Hingegen  ist  die 
Leibrente 

«X  =  1  +  ^iPx  +  '^\Px  +  •  •  •  +  ^\PxJ 

wobei  X  -\-  7c=^  o  —  1. 
Demzufolge  ist 

>  ^"^'[^  -  li>,  +  1   -  2i>x  +  •  •  •  +   1   -  .i>.  +  *  -  n^lPA 
-^''^\^iPx '^\Px 

=  y'^  +  ^Cn  +  d  -  a^^  -.p^ ,^ii>J 

-^"^\^tPx ^\Px'^ 

da  nun 

so  ist 

n  +  Ö-^p^-^P^ n  +  lP^-n^%Px+"  +  y.Px, 

daher,  wie  leicht  zu  erschließen, 

also,  wie  behauptet  worden, 

Der  Grund  hiervon  ist  folgender:  Wenn  man  von  der  Diskontie- 
rung absieht,   so  stellt  sich  die  durchschnittliche  Zahlung  an  einen 

Leibrentner  {x)  auf  1  +  il>x  +  a/^x  H 1"  xPxy  ^-  ^-  ^^^  n  +  ö  +  l, 

also  ebenso  hoch,  als  wenn  er  durch  die  Zeit  c^  die  sichere  Rente  1 
bezogen  haben  würde.  Im  Falle  der  Leibrente  erstrecken  sich  aber 
die  eventuellen  Zahlungen  über  eine  längere  Dauer,  werden  daher  von 
der  Diskontierung  stärker  getroffen  als  bei  der  Zeitrente. 
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212.  ¥er&iiderlioh0  Reiiteii.    Bisher  ist  angenommen  worden^ 

daß  der  Betrag  der  R^nte  duroh  üre  ganze  Dauer  konetant  bleibt, 
lu  der  Versicherungspraxis  kommen  aber  auch  reräuderliche,  ins- 
besondere in  arithmetischer  Progression  waclssende  Renten  vor»  Einige 
wichtige  Formen  Teränderlicher  Renten  sollen  im  nachfolgenden  ent- 
wickelt werden, 

1)  Eine  prännmerando  2iahlbare  Leibrente  auf  das  Leben  (x),  die 
mit  1  beginnt  und  jährlich  nm  1  steigt,  ergibt  sich  als  Snmme  der 
Erlebensversichenmgen 

von  «  ^  0  bis  n  =  m  —  l  —-  x;  denn  nach  Ablauf  von  n  Jahren^ 
Beginne  des  t»  +  l-ten^   beträgt  die  Ans^hlimg  «  +  1.     Bezeichnet 

man  den  Wert  dieser  Rente  mit  {Ia)^j  so  ist  hiernach 


CJ«).= 


^* 


Dies  läßt  folgende  Darstellung  zu. 


'i+i 


^,+.+  -=^; 


x+a 


für  den  Zähler  kann  also  die  Summe 

geschrieben   werden,  die  aus   den  Zahlen 
diese  aus  den  Zahlen  D,     Hiermit  wird 


■■'S, 
N  ebenso  gebildet  istj 


ii<^),-k' 


Tafel  III  enthält  auch  die  Kolonne  der  Zahlen  S^,     Danach  ist 
beispielsvreise   der  Wert  einer  in  obiger  Weise  definierten  Leibreute  j 
eines  30 -jährigen 


(M»  = 


066G078 


-  302,196. 


Man  kann  die  vorliegende  Rente  auch  als  eine  Summe  von 
Renten  auffassen ^  deren  erste  sofort  beginnt^  wäbrend  jede  folgende 
gegen   die  vomngehende  nm  ein  Jahr  aufgeschoben  istj  demnach  ist] 

und  dies  fuhrt  mit  Benützung  der  Formel  (8),  Nr.  210,  unmittelbar 
zur  Formel  (11). 


1    Al'-rlmitt      \'.'i-H.'li(.nni--\v.Ttr  -l.j  ] 

2)  Allgemeiner:  der  Wert  einer  mit  x  beginnenden,  jährlich 
am  h  wachsenden,  beziehungsweise  abnehmenden  Leibrente  auf  das 
Leben  von  {x)  ist  die  Summe  der  Anwartschaften 

(X  ±  nh)  %^- 

"v-on  n  =  0  angefangen  bis  zum  Schlüsse  der  Tafel;  gebraucht  man 
das  Zeichen  (va)^  für  eine  in  dieser  allgemeinen  Art  variierende 
f{«nte,  80  ergibt  sich: 

(vo), j- 

^^-^tl.  (12) 

Im  Falle  des  unteren  Zeichens  sind  x,  %  an  die  Relation  äS,^i<x^^ 
gebunden,  soll  der  Wert  der  Rente  nicht  negativ  werden. 

Für  X  =  1,  A  =  1  und  das  obere  Zeichen  geht  (12)  in  (11)  über. 

3)  Die  auf  n  Jahre  abgekürzte,  mit  1  beginnende  und  jährlich 
imi  1  steigende  Rente  auf  das  Leben  {x)  werde  mit  {I(i)xl\  bezeichnet; 
zunächst  ergibt  sich  für  sie  der  Ausdruck: 


mit   Hilfe   der   Kolonnen  N  und  S   läßt   aber   der  Zähler  eine  ein- 
fachere Berechnung  zu;  es  ist  nämlich: 

^x  +  1  +  •  •  •  +  ^x  +  n-1  =  ^.+  1         -  ^.^n 


die  Summe  der  linken  Seiten  ergibt  den  Zähler,  die  der  rechten  ist 

^x  ""  ^«+n  ""  ^^x+n5  Diithin  hat  man 

(ia)ar71  ==  f. (li>) 

Mit  Hilfe  der  Tafel  HI  ergibt  sich  beispielsweise  die  auf  20  Jahre 
abgekürzte  steigende  Rente  eines  30 -jährigen 

,r  \  9  656 078  —  2 012 538  —  20  •  184 709    - ^o  ^.rm 

(/a)ao,5öl  = 3j9^ =  123,099. 

4)  Die  mit  1  beginnende,  jährlich,  jedoch  nur  n  —  1-mal,  um  1 
steigende    und    von    da    ab    konstant    bleibende    Leibrente    auf    das 
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Leben  {x)  werde  mit  {Il!\a)^  bezeichnet;  ihr  Wert  hat  zunächst  den 
Ausdruck : 

X 

für  den  Zähler  kann  aber 

D.  +  2D,+x  +  32),^,  +  . . .  -  (2),^,  +  2D,^„^,  +  3D,^,^,  +  •  •  •) 

geschrieben  werden;  demnach  ist 

(7^a),=  ^'~/-^".  (14) 

Die  durch  20  Jahre,  von  1  bis  zum  Betrage  20,  ansteigende  und 
von  da  ab  konstant  bleibende  Rente  eines  30 -jährigen,  mit  den 
Grundlagen  der  Tafel  III  gerechnet,  ist 

.j       .  9  656  078-2  012  538        oaooio 

(J5(n»)8o  = 3^953 =  239,212. 

§  3.    Todesfallversicherang. 

213.  Darstellung  einer  normalen,  lebenslänglichen  Todes- 
fallversicherung  durch  die  Leibrente.  Eine  Anwartschaft,  die 
von  dem  Sterben  einer  bestimmten  Person  abhängt,  wird  eine  Todes- 
fallversicherung  genannt.  Wird  das  versicherte  Kapital  ausbezahlt, 
wann  auch  der  Tod  eintreten  möge,  so  daß  die  Realisierung  des 
Kapitales  sicher  und  nur  ihr  Zeitpunkt  unbestimmt  ist,  so  heißt  die 
Versicherung  eine  lehenslärujlkhe  oder  vollständige. 

Die  normalen  Bedingungen,  unter  welchen  solche  Versicherungen 
abgeschlossen  zu  werden  pflegen,  sind  die  folgenden.  Die  Zählung 
der  Versicherungsjahre  erfolgt  vom  Zeitpunkte  des  Versicherungsab- 
schlusses; in  diesem  Zeitpunkte  wird,  wenn  er  nicht  zufällig  mit  dem 
Geburtstage  der  Person,  auf  deren  Ableben  die  Versicherung  ab- 
geschlossen wird,  dieser  jenes  Alter  x  zugeschrieben,  das  sie  an  dem 
dem  Abschlüsse  nächstliegenden  Geburtstage  besitzt.  Die  Auszahlung 
des  versicherten  Kapitales  erfolgt  am  Ende  jenes  Versicherungsjahres, 
in  welchem  der  Tod  von  {x)  eintritt  (an  den  Überbringer  der  Police 
oder  an  eine  in  der  Police  namhaft  gemachte  Person). 

Sowie  Leben  und  Sterben  in  einfacher  Beziehung  zu  einander 
stehen,  weisen  auch  die  Werte  der  Rente  und  der  Ablebensversiche- 
rung  auf  ein  und  dasselbe  Leben  einen  innigen  Zusammenhang  auf. 

Rechnet  man  den  Wert  einer  Rente  1,  zahlbar  am  Ende  jedes 
Jahres,  in  welches  die  Person  {x)  eintritt  —  und  das  ist  offenbar  der 
um  ein  Jahr  diskontierte  Wert  der  auf  sie  begründeten  Pränumerando- 
Leibrente  —  und  subtrahiert  davon  den  Wert  einer  Rente  1,  zahlbar 
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am  Ende  jedes  Jahres^  das  die  Person  vollendet  —  und  das  ist  die 
ihrem  Alter  entsprechende  Postnumerando-Leibrente  — ,  so  heben  sich 
alle  Zahlungen  auf  bis  auf  die  am  Ende  des  Todesjahres  zu  leistende 
Zahlung  1;  und  diese  stellt  die  im  obigen  Sinne  definierte  Todesfall- 
versicherung dar;  bezeichnet  man  ihren  Wert  mit  Ä^,  so  ist  also: 

^x  ==  ^^x  —  1 !  ötj.  ==  ^  «z  —  öt^.  +  1  =  1  —  (1  —  v)a,  =  1  —  da^.     (15) 

Man  hat  hiemach,  um  den  Wert  der  Todesfellversicherung  zu 
erhalten,  die  mit  dem  Diskont  multiplizierte  Leibrente  von  der  Ein- 
heit zu  subtrahieren. 

214.  Direkte  Bestimmung  des  Wertes  einer  TodesfaU- 
versichemng.  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  versicherte  Person  (x) 
im  Laufe  des  i/-ten  Jahres,  vom  Abschlüsse  der  Versicherung  ge- 
rechnet, sterben  werde,  ist 

^^x  +  v-l 

y-i\Qx== — i — ; 

folglich  hat  die  diesen  Fall  betreffende  Anwartschaft  auf  das  Kapital  1 
den  Wert 

fährt  man  neben  den  Zahlen  D^  auch  die  Zahlen 

C,  =  ff^hl,  (16) 

unter  dem  Namen  der  „diskontierten  Zahlen  der  Toden"  ein,  so 
schreibt  sich  der  Wert  jener  Anwartschaft 

— if^-  (17) 

Da  mm  der  Tod  im  ersten,  zweiten,  •  •  •  ©"^^^x-ten  und  nur  in 
einem  dieser  Jahre  eintreten  kann,  so  ist  die  Summe  der  auf  diese 
^Eventualitäten  bezüglichen  Werte  (17)  der  Wert  der  ganzen  Ver- 
sicherung, also 

A- n^ -n:>  (18) 

wenn  neben  der  Reihe  der  Zahlen  (7^.  auch  deren  Summenreihe 

^x=C,+  C,,.  +  C,^3  +  ---  (19) 

eingeführt  wird. 

Tafel  in  enthält  die  Kolonnen  C„  M^  und  außerdem  auch  die 
Werte  Ä^.  Beispielsweise  hat  die  Todesfallversicherung  eines  30-jährigen 
auf  das  Kapital  1  nach  den  Grundlagen  dieser  Tafel  den  Wert  0,34257, 
auf  das  Kapital  von  1000  J6  also  342  J6  57  A. 

Die  Übereinstimmung  der  Formeln  (15)  und  (18)  ist  leicht  üi 


444      #  Vierter  Teil.    LebensversicheniiigBrechiiiiiig. 

erweisen.      Ersetzt   man   in   (16)   rf^   durch   die   Differenz   /,  —  I,^.i, 
so  wird 

daraus  ergibt  sich  durch  Summierung: 

und  mittels  Division  durch  D^: 

Ä^  =  va^-a^+l^l-(l  —  r)  a,. 

215.    Angeschobene  nnd  temporäre  Todesfidlversiche- 
mngen.     Summiert  man  den  Ausdruck 

-DT-'  ("^ 

welcher  den  Wert  der  Anwartschaft  1  der  Person  (x)  fÖr  den  Fall 
ihres  Ableben  im  v-ten  Jahre  darstellt,  erst  von  v  =  n  +  1  an,  so 
heißt  dies,  daß  in  den  w  ersten  Jahren  nach  Abschluß  der  Versiche- 
rung der  Tod  keine  Anwartschaft  begründet  (Karenzzeit  von  n  Jahren); 
die  Todesfallversicherung  heißt  dann  eine  (um  n  Jahre)  aufgesciwbenej 
und  ihr  Wert  ist 

n\^x 5 =  -2)—  •  (20) 

Nach  den  Daten  der  Tafel  III  hat  eine  um  10  Jahre  aufge- 
schobene Versicherung  des  Kapitales  1  auf  den  Todesfall  einer 
30-jährigen  Person  den  Wert 

iol^».  =  ir9i?  =  0,27420 

gegenüber  dem  Werte  0,34257  einer  sofort  beginnenden  Versicherung. 
Aus  der  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  benützten  Relation 


folgt  auch 
und  daraus 

^x  +  n  =  «-^x  +  n  -  -^x  +  .  +  l 

nl^x  =  »nl««  — «  +  ll«-r> 

(21) 

wodurch  die  aufgeschobene  Todesfallversicherung  durch  aufgeschobene 
Renten  ausgedrückt  erscheint. 

Summiert  man  (a)  von  v  =  1  nur  bis  v  =  m,  so  heißt  dies,  daß 
der  Tod,  wenn  er  später  als  nach  n  Jahren  eintritt,  keine  Anwart- 
schaft begründet;  man  nennt  die  Versicherung  eine  kurze  oder  tefnpo- 
rare  Todesfallversicherung;  ihr  Wert  ist 

,         C.+  C.^,  +  --  +  C.,n.^_M^-M^,„ 

\n^x  —  5 J^^  —^x        n\^x'   K^^J 


} 
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Beispielsweise  ist  die  nur  bis  zum  60.  Jahre  währende  Todesfall- 
versichenmg  auf  das  Kapital  1  bei  einem  30-jährigen 

.      _  10  946,14- 4735,38  ,.„ 

180^30 ^31-953 u,iy4ö^. 

Mittels  (15)   und  (21)  läßt   sich   auch   i^A^,  durch  Renten  aus- 
drücken. 

Summiert  man  den  Ausdruck  (a)  von  1/  =  w  +  1  bis  v  =  n  +  m, 
so  bedeutet  dies,  daß  der  Tod  keine  Anwartschaft  begründet,  falls  er 
^  den  n  ersten  Jahren  oder  später  als  nach  n  +  7n  Jahren  eintritt; 
^Än  spricht  dann  von  einer  aufgeschobenen  temporären  Todesfallver- 
sicherung, deren  Wert  gleich  ist 


1  »»» 


Eine  vom  vollendeten  40.  bis  zum  vollendeten  60.  Jahre 
^S-lrende  Todesfallversicherung  eines  30 -jährigen  hat  nach  Tafel  III 
den  Wert 

j           8761,58  —  4735,38        ^  -  oßAA 
1o;2oAjo  = 8J958  U,1JDUU. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (20)  erscheint  nlm^z  ^^^  Differenz 
^Mreier  aufgeschobenen  Todesfallversicherungen. 

216.  Variable  Todeafidlversichenuigeu.  Die  Höhe  des  ver- 
sicherten Kapitales  kann  von  dem  Zeitpunkte  abhängig  sein,  in 
"Welchem  die  Person  stirbt,  auf  welche  die  Versicherung  lautet. 

Ein  allgemeiner  Fall  einer  derartigen  variabeln  Todesfallversiche- 
iUng  besteht  darin,  daß  das  versicherte  Kapital  x  beträgt,  wenn  der 
Tod  im  ersten  Versicherungsjahre  eintritt,  imd  daß  es  dann  von  Jahr 
Zu  Jahr  um  h  steigt  oder  fäUt.  Der  Wert  {vÄ\  dieser  Versicherung 
ist  die  Summe  der  Ausdrücke 

(X  ±  nh)  %t^ 
Von  n  =  0  angefangen,  so  daß 

(1;^),  = j^^ 

Nun  ist 

t'Ui  +  C^x+2  +  •  •  •  =  M,+: 
<?,+,  +  •••  =  Jtf,+, 


folglich 

<?«+!  + 2C,+, +  •••  =  3^^,  +  JJf,+, +  •••  =  B,+., 
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wenn  man  neben  den  Zahlen  M^  auch  deren  Snmmen: 

B,  =  M,-\.M,^,  +  M,^,  +  ...  (24) 

verwendet-,  hiermit  schreibt  sich 

{vAX^       '\     -^-i.  (25) 

Speziell  hat  die  mit  1  beginnende,  jährlich  um  1  steigende  lebens- 
längliche Todesfall  Versicherung,  da  M^  +  -'^x+i  ==  -K«  ^s*;  ^®"  Wert 

(7^  =  ^;  ^  (26) 


in  der  Form 


geschrieben   erscheint   sie   als  Snmme  einer  sofort  beginnenden  und 
der  lun  1,  2,  •  •  •  Jahre  aufgeschobenen  TodesfallTersicherang. 
Nach  Tafel  HI  ist 

das  Versicherungskapital  kann  hier  die  Höhe  72  erreichen. 

Für  die  auf  n  Jahre  abgekürzte,  mit  1  beginnende  und  jährlich 
um  1  steigende  Todesfallversicherung  ergibt  sich  der  Ausdruck: 

es  ist  aber 

c,  +  c,^,  + . . .  +  C,^„_,  =  34  -  M,^, 


dalier  drückt  sich  der  Zähler  mittels  der  Zahlen  M  und  R  durch 

aus  und  es  wird,  wenn  diese  Zahlen  zur  Verfügung  stehen: 

{IA%T[  =  -^ i±^ '-^ .  (21) 

Die   Tafel  III   gibt   als  Wert   einer   auf  20  Jahre   abgekürzten 
steigenden  Todesfallversicherung  eines  30-jährigen: 

(TA\     ^        294  66M3  -^  116  652,80  -  20  ■  6788,01         .  qoqoo 

Die   mit    1    beginnende,    bis    zum    n-ten   Jahre   jährlich   um    1 
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steigende   und   von  da  ab  unveränderliche  Todesfallversicherung  hat 
den  ursprünglichen  Ausdruck 

der  Zähler  aber  ist  identisch  mit 


SO  daß  in  einfachster  Form 


=  ^«  —  -Kx+n? 


{I^AX^-^-^f^.  (28) 

Beispielsweise  hat  die  mit  1  beginnende;  bis  20  steigende  und 
auf  dieser  Höhe  verbleibende  lebenslängliche  Todesfallversicherung 
eines  30-jährigen  nach  Tafel  III  den  Wert 

.j       .X  294  666,43—116  662,80        RRmAO 

{Im\A)^  = ^^-^^5^ '-  =  5,57108. 

§  4.    Gemlsclite  Versicherungen. 

217.  Die  gemischte  Versichemmg.  Während  bei  der  kurzen 
Todesfallversicherung  das  versicherte  Kapital  nur  dann  ausbezahlt 
wird,  wenn  der  Tod  einer  bezeichneten  Person  innerhalb  eines  be- 
stimmten Zeitraumes  eintritt,  und  bei  der  Erlebensversicherung  nur 
dann,  wenn  die  Person  ein  bestimmtes  Alter  erreicht,  kommt  es  bei 
der  gemischten  (alternativen,  abgekürzten)  Versicherung,  welche  beide 
Versicherungsarten  in  sich  vereinigt,  unbedingt  zur  Auszahlung,  und 
zwar,  wenn  der  Tod  innerhalb  eines  festgesetzten  Zeitraumes  erfolgt, 
am  Ende  des  Todesjahres,  und  wenn  der  Versicherte  das  Ende  jenes 
Zeitraumes  erlebt,  an  ihn  selbst  sofort. 

Wenn  1  das  versicherte  Kapital  imd  x  das  Alter  des  Versicherten 
ist,  so  stellt  sich  der  Wert  der  auf  n  Jahre  festgesetzten  gemischten 
Versicherung,  Ax,T\,  als  Summe  aus  dem  Werte  \^A^  der  auf  n  Jahre 
abgekürzten  Todesfallversicherung  und  dem  Werte  ^E^  der  um  n  Jahre 
aufgeschobenen  Erlebensversicherung,  so  daß 

^«.^-|n^  +  „^.-  (29) 

Ersetzt  man  die  Teile  der  rechten  Seite  durch  ihre  Ausdrücke 
in  (22)  und  (3),  so  erhält  man: 

^',q = — — t:     -  •  (30) 

Die  gemischte  Versicherung  gestattet  aber  auch  eine  der  Todes- 
fallversicherung konforme  Darstellung  durch  eine  Rente;  es  ist  nämlich 
(s.  Schluß  von  Nr.  214) 
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daher 


K  -  ^,+»  +  i>,+n  =  ^,  -  (1  - «)  iK  -  K^.>, 

mit  dieser  Umformuug  ergibt  sich 

^,,il=l-rf|A.  (31)1 

eine  Formel^  die  sich  von  jener  (12)  fiir  A^  nur  dadurch  unterscheidet, 
daß  an  diu  Stellö  der  lehenälänglichen  Rente  ilie  auf  u  Jahre  alige- 
kürzte  getreten  ist.  fl 

In  Tafel  V    sind  auf  den  Grundlagen  der  Tafel  IV:   Sterbetafel" 
M-  und  WL  der  23  deutschen  GeseUschaften  und  31  %  -^  ^^^  Werte 
der  zu  den  Zielen  55,  60,  65,  70^  80  abgekürzten  Renten*)  und  daraus 
die  Werte    der   zu    den    gleichen  Zielen   reichenden   gemischten   Ver- 
sicherung  gerechnet.     Hiernach    ist  beispielsiveise   der  Wert  der  ge- 
mischten Versicherung    auf   das   Kapital    1,    die  ein  30-jäliriger  zum 
Yollendeten   70.  Jahre  abschließt  —  V ersieh erungsdauer  oder  Distauij 
40  Jahre  —  0,3853;  bei  dem  Ziele  55  —  Versicherungsdauer  25  Jahre 
beträgt  er  0,4833. 

218.  Versicherang  mit  bestimmter  TerfaUaiseit  (It  terme' 
fixe).  Diese  Verj^icherungsart  hat  mit  der  gemischten  Versicherung 
das  gemein,  daß  das  Kapital  nnbedingt  zur  Auszahlung  kommt.  Da- 
durch jedoch,  daß  tlie  Auszahlung  am  Ende  des  festgesetzten  Termines 
erfolgt,  gleichgütig  ob  die  versicherte  Person  ihn  erlebt  hat  oder 
vorher  gestorben  ist,  wird  der  Wert  der  Versicherung  unabhängig 
Yon  den  Sterblich keits Verhältnissen;  erst  durch  die  Art  der  Erwerbung 
kann  sie  in  das  eigentliche  Gebiet  der  Lebeusversichennigsrechnnng 
gelangen.  ^ 

Der  Wert  einer  derartigen  Versicherung  auf  das  Kapital  1,  zahlbar^ 
n  Jahre  nach  Abschluß^  ist 

At]  -  tj".  (31 

Bei  3|  %  ist  beispielsweise,  ohne  Rücksicht  auf  das  Alterj 
-l^öl  =  0,3555,  während  die  gemischte  Versicherung  bei  gleicher  Lauf- 
zeit je  nach  dem  Alter  verschiedene,  durchwegs  höhere  Werte  besitzt; 
so  ißt  mit  den  Grundlagen  der  Tafel  V^  die  mit  dem  gleichen  Zins- 
fuße rechnet,  ^,5,1)1  =  0,4278,  .45o,Wl  =  0,4386,  A^^^^O^At 
^,,iöl  =  0,4782,    .1M..1Ö1  -  0^510. 


1 


1)  EataommeB  den  „Mitt^ilaügen  iles  VetbandeÄ  der  öiterr,  u,  ungar. 
aicb,-Techii.  Heft  Y,  li^ül,  p,  35. 
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§  5.    Renten  nnd  TodesfallversiclLeningen  von  besonderer 
ZaUnngsmodalität. 

219.  Renten  von  nntezj&hriger  F&lllgkeit.  N&henmgs- 
^ormeln.  Bei  Renten  kommt  es  sehr  häufig  vor;  daß  sie  nicht  jähr- 
lich^ sondern  in  kürzeren  Terminen  ausgezahlt  werden.  Es  handelt 
sich  nun  darum,  solche  Renten  von  unterjähriger  Fälligkeit  auf  nor- 
male Renten  zurückzuführen. 

Eine  Rente  vom  Jahresbetrage  1  sei  jährlich,  bis  zum  Ableben, 

j)ränumerando  zahlbar  in  m  Raten  vom  Betrage  — ;  ihr  Wert  werde 

mit  a^"»)  bezeichnet.   Man  nennt  sie  kurz:  eine  vorschüssige  m-tel-Rente. 

Eine  sofort  beginnende  Rente  vom  Betrage  1  hat  den  Wert  a^; 

«ine    nach    einem    Jahre    beginnende    Rente    1    den    Wert    a^  —  1 

[s.  Nr.  209,  GL  (6)];  interpoliert  man  dazwischen  die  Werte  der  nach 

-  ,     — ,     •  •  •    — ^^—  Jahren  bearinnenden  Renten  vom  Betrage  1  nach 

einer  arithmetischen  Progression,  so  ergibt  sich  die  Wertfolge: 

1  2  m  —  1 

xf       X       ff^f       X       f,f^y  X  m      ' 

welche  mit  der  sofort  beginnenden  Rente  anfängt  und  mit  der  um 

Jahr  aufgeschobenen  schließt.    Die  Summe  dieser  Reihe: 

ni{m  —  1) 
wa^—   --  +  — H -_   =wa^  — 


^x—[:^  +  7;:  + f-  — ^— ) 

*       \m        tn  m     / 


2m        ' 

würde  den  Wert  einer  sogleich  beginnenden,  nach  je  —  Jahre  fälligen 

Rente   1  vorstellen;  daraus  ergibt  sich  durch  Multiplikation  mit    - 

der  Wert  einer  Rente  von  gleicher  Fälligkeit,  aber  vom  Betrage  —  ; 
mithin  ist 

Durch    Subtraktion   der   ersten   Fälligkeit  —  ergibt  sich  daraus 

der  Wert  einer  postnumerando  zahlbaren  w-tel-Rente,   der  mit   i  a^'") 
bezeichnet  werden  soll;  folglich  ist  "* 

(^.\  m  —  1        1 

1   1     X  **x 


=  a  — 


2m  m 

w  4-  1 


-        '"         ^  (34) 

-ax-l  +  """' 


=  l|ö^x  + 


2w 

m  —  1 


2  IN 
Czuber,  Wabncbeinlichkeit»rechnunf(,  ^^ 
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Es  kommt  also  zu  dem  Werte  der  nachschiifli^igen^  jUhrlirh  fälligen 
Bante  derselbe  Betrag  *"^^      hinzUj  der  bei  der  Yorschüssigeo  in  Alh 

ssug  kommt,  um  sie  auf  die  analoge  ?M-tel-Reiite  zurückzuführeB. 

Diese  Ableitang  ist  frei  von  allen  Annahmen  über  unterjähiig« 
V&i-zinsimg  imd  über  den  SterblichkeitsverlaTif  während  eines  Alters- 
Jahres.  Die  NKherungsformeln  (33),  (34),  zu  denen  sie  f\ihr%  werden 
in  der  Pnixis  in  der  Regel  oder  doch  sehr  häufig  angewendet.  Für 
die  am  häutigsten  vorkommenden  Fälle  m  =^  2,  4,  12  (halbjllirig^, 
Tierteljährige,  monatliche  Ausaablung)  ergeben  sich  die  spezieUefl 
Fürmelni 

aW  =  ö,  -  0,25  j^  o<?»  =  1 , «,  +  0,25 

^36) 


oW  =a,- 0,375 

!,<*'  =11«, +  0,375 

4 

oOi)  ^a,~  0,4583  •  •  ■ 

,oi">  =  jia,  + 0,4583 

Der  Grenzwert  für  m  —  ^q  entspräche  einer  gleichmäßig  fließeu 
den  öder  kontinuierlichen  Rente,  deren  Zeichen  ä^  sein  möge^  boium-'^* 
wäre  dieser  Ntlhnmg  zufolge 


''x-T 


+  4' 


{^m 


220«  Fort&etztmg.    Ableitung^  der  strengen  Formel*    Da^* 

genauere  Eindringen  in  die  Natur  einer  iinterjährigen  Rente  und  ihreJ 
schärfere  Wertbestimmimg    erfordern    ein    näheres   Eingehen    auf  die 
Momente,  welche  sie  von  der  gaiuisjährig  fälligen  Rente  unterscheiden. 
Es   handle   sich    um   den   Wert   einer   postnumerando  zahlbaren 

i?i-tel-Rente  vom  Jahresbetrage  1^  also  von  der  Rate  —  ^ 

Eine   solche  Rent«    hat   gegenüber   der   ganzjährig  fälligen   aus 
zwei   Gründen    eben   gi^ößeren  Wert:    1)    weil    durch  das  vorzeitige^ 
Zahlen  von  Raten  Zins  verloren  geht,  und  2)  weil  in  dem  Jalire, 
welchem  der  Tod  des  Bezugsberechtigk^n  eintnttj  eventuell  noch 
zur    Auszahlung    gelangen,    die    bei    ganzjähriger   Zahlung   entfa 
würden.     Man  kann  also  den  Ansatz  machen; 

1  0  W  =  ,  a,  +  Z.  +  2r„ 


wenn  man  die  Wertzunahmen  aus  den  beiden  Quellen  mit  Zj,  Z^ 

zeichnet. 

Der  erste  Teil,  Z^^  besteht  in  dem  jährlich,  bis  zum  Ablebeit^ 
von  (x)  sich  wiederholenden,  Zinsentgang,  der  daraus  entspringt,  daß 

die  1,,  2«  '  ■■  i**-te  Rate  um  — — ,      ,    ■■  ■    -  Jahre 

früh    ausgefolgt  wird;   sein  Wert   iit  also   gleich   dem  Werte  eine 


Postnumerando-Leibrente   vom  Betrage  dieses  Zinsentganges,  welcher 
Betrag  gleichkommt: 

m  —  l  m  —  2 

1  {(1  4.i)-^_  1}  +  1  {(1  +  ,•)—_  1}  + 

tn  —  m 


+  •••  +  ^{(1  +  0"'"  -1}; 


denn  die  erste  Rate  —  wäre  bis  zum  Jahresschlüsse  angewachsen  auf 

m  —  1  in  —  l. 

—  (1  +  f)  "»    ,  der  Zinsentgang  ist  also     -  (1  +  ?*)  "* ;  in  gleicher 

"Weise  stellt  das  zweite  Glied  den  Zinsentgang  dar,  der  durch  die 
zweite  Rate  hervorgerufen  wird;  das  letzte  Glied,  in  der  Form  den 
smdem  angepaßt,  hat  den  Wert  0,  weil  ja  die  letzte  Rate  zum  selben 
Zeitpunkte  fällig  wird  wie  die  ganzjährig  zahlbare  Rente.    Hiemach  ist 

i 

z m 


Der  zweite  Teil,  Zj,  der  nur  aus  dem  Sterbejahre  hervorgeht, 
ist  der  Wert  einer  Todesfallversichenmg  im  Betrage  jenes  Verlustes, 
der  durch  die  im  Sterbejahre  eventuell  ausbezahlten  Raten  verursacht 
wird;  nimmt  man  an,  daß  die  Wahrscheinlichkeit,  zu  sterben,  für  jedes 

m-tel  des  Sterbejahres  dieselbe,  also  —  sei,  was  gleichbedeutend  ist 

mit  der  Annahme  gleichförmiger  Verteilung  der  Sterbefälle  über  eine 
einjährige  Altersklasse,  so  ist  der  auf  das  Ende  des  Jahres  reduzierte 
Verlust: 

m - 1  m -2  1 

^  —   1        1    /••      I      '\'~Z^         I     W  —  2        1    /^      ,      •\~^^         ,  ,11/-,      .N  — 


denn   die  erste  Rate  —  kommt  zur  Auszahlung,  wenn  der  Tod  nach 

dem  ersten  m-tel- Jahr  eintritt,   wofür  — ^^^   die  Wahrscheinlichkeit 

ist:  die  zweite  Rate  — ,  wenn  der  Tod  nach  dem  zweiten  m-iel  ein- 

tritt,  wofür  die  Wahrscheinlichkeit  ist  u.  s.  w.;  es  kommt  end- 

lieh  auch  die  letzte  Rate  —  zur  Auszahlung,  wenn  der  Tod  im  letzten 

m-tel- Jahre  erfolgt,  was  mit  der  Wahrscheinlichkeit  -    zu  erwarten  ist. 
Mithin  hat  man: 

Z,  =  ^.jii[(l  +  0"* +2(1  +  0'" +3(1+0"' +-+(m-l)(l+.-)  •"  J- 

«ja* 
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i_ 
Bezeichnet  man  (1  +  i)"»  vorübergehend  mit  c,  so  bleibt  die  Reihe 

zu  summieren;  multipliziert  man  sie  zu  diesem  Zwecke  mit  c  — •  1,  so 
entsteht: 

c«  +  2c«  4-  3c*  + h  (w  -2)€r*-^  +  (w  -  l)c^ 

-  c  -  2c^  -  3c«  -  4c* (m  -  l)(f-^ 

=  (m  -  1) (f"  -  (c  +  c^  +  c«  + h  ^^""0 

c—  1     ' 
durch  die  Division  mit  c  —  1  ergibt  sich  daraus  die  gesuchte  Summe: 

Mithin  ist,  nach  Wiedereinsetzung  des  Wertes  für  c: 

y     .  m(i+o[(i+tr~i]-*(i+*r 
w«  [(1 + *r  - 1]' 

Führt  man  den  dem  i  entsprechenden  nominellen  Zinsfuß  [s.  Nr.  206, 
Gl.  (6)]  ^ 

ein,  so  schreibt  sich  Z^  kürzer: 

Hiemach  ist  endgiltig: 

^l«r'>  =  . ,«,  ^  +  ^x Tjf ^  •  (37) 

Die  vorschüssige  m-tel-Rente,  a^^\  ergibt  sich  aus  der  vorigen 
durch  Addition  von  — ;  mithin  ist,  wenn  man  auch  rechts  die  vor- 
schüssige  Rente  einführt: 

Diese  Formel  nimmt,  wenn  man  auch  A^  mittels  der  Formel  (15) 

durch  die  Rente  ausdrückt,  also  1  —  ^_£-.  a^  dafür  schreibt,  schließlich 
die  Gestalt  an: 
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and  zwar  ist: 


i(m) 


—  1» 


»»(!  +  ») 


(1  +  0 


+ 


•^     m 

0  +  '^)(-Ä™)) 


i(m) 


man  hat  also  filr  die  vorschüssige  w-tel-Rente  die  Fonnel: 

('.+t')c-w 


^" — ^(i)'--- 


^■(5.) 


(39) 


(38) 

VI"»)/  •>{>») 

(1  +  0 

Die  Tafel  am  Schlosse  von  Nr.  206  enthält  alle  Hilfsgrößen, 
welche  zur  numerischen  Auswertung  dieser  Formel  für  die  gangbaren 
Werte  von  m  erforderlich  sind. 

Mit  der  Formel  (33)  verglichen  läßt  (38)  einen  vom  Zinsfüße 
abhängigen  Koeffizienten  von  a,  erkennen,  der  dort  durch  1  ersetzt 
ist,  und  einen  ebenfalls  vom  Zinsfüße  abhängigen  zweiten  Teil,  der 
dort  nur  von  der  Anzahl  der  nnterjährigen  Raten  abhängt.  Daß 
zwischen  beiden  Formeln  kein  erheblicher  Unterschied  besteht,  zeigt 
die  Ausrechnung  einiger  besonderer  Fälle;  so  ist  bei 

i  =  0,03  i  =  0,035 

oW  =  1,000055  a,  -  0,25372;  =  1,000074  o,  -  0,25434; 

aW  =  1,000061  a,  -  0,37965;  =  1,000091  o,  -  0,38042; 

i  =  0,04 

oW  =  1,000096  a,  -  0,25495; 

aW  =  1,000122  a,  -  0,381 19. 

Je  kleiner  a,,  desto  größer  ist  der  Unterschied  zvrischen  den 
nach  diesen  Formeln  und  den  nach  den  Näherungsformeln  (35)  ge- 
rechneten Resultaten.  Man  findet  beispielsweise  mit  den  Grundlagen 
von  Tafel  III: 

o,  =  23,255;    nach  (35):  4«)  =  23,005;  4*)  =  22,880 

„     (39):        =23,003;  =22,877 

o«  =  17,103;    nach  (35):  ag,)  =  16,853;  ag,'  =  16,728 

„     (39):        =16,850;  =16,725 

a,o  =  10,823;    nach  (35):  a^  =  10,573;  a^  =  10,448 

„      (39):         =10,570;  =10,444 

Ogo  =    4,634;    nach  (35):  a^  =    4,384;  a^  =    4,259 

„     (39):         =    4,380;  =    4,254. 
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Der  Unterschied  ist  so  unerheblich,  daß  er  bei  kleineren  Renten 
außer  acht  gelassen  und  die  Rechnung  nach  den  einfacheren  Formeln  (35) 
geführt  werden  kann.  Eine  vierteljährlich  zahlbare  Leibrente  eines 
40-jährigen  im  Jahresbetrage  von  100,  beziehungsweise  1000  c^  z.  B. 
hat  den  Wert: 

nach  der  Näherungsformel: 

1672  JC  80  A,  beziehungsweise  16  728  Ji, 
nach  der  strengen  Formel: 

1672  c/^  50  ii,  beziehungsweise  16  725  t/fC, 

221.  Kontinnierliche  Rente.  Die  kontinuierliche  Rente  ent- 
spricht der  Vorstellung  eines  gleichmäßigen  Fließens  der  Rente,  so  daß 
sie  im  Laufe  eines  Jahres  den  festgesetzten  Betrag,'  der  mit  1  ange- 
nommen werden  soll,  erreicht.  Aus  der  Näherungsformel  (35)  für 
die  unterjährig  zahlbare  Rente  ergab  sich  (Nr.  219,  Schluß)  für  die 
kontinuierliche  Rente  der  Ausdruck 

ä.  =  o,-;.  (36) 

Führt  man  den  Grenzübergang  m  =  c»  in  der  strengen  Formel  (38) 
durch,  so  findet  sich,  da  zufolge  Nr.  206,  (7) 

y(«)  =  Log(l  +  0  =  (J 

die  Verzinsungsintensität  ist: 

«.  =  r+iU-)  «x--^-  (40) 

Zu  einer  weiteren  Formel  für  die  kontinuierliche  Rente  führt  die 
infinitesimale  Darstellimg;  nach  dieser  ist 


M  —  X 

K  =  Y  h'h+tdt; 

''X  t/ 


'.+/ 


denn  -y —  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  (x)  das  Alter  x  +  t  erlebt; 

dt  der  Anteil  der  Rente  1,  den  er  für  das  nächste  Zeitelement  d^ 
erhält,  und  v^dt  der  Wert  dieses  Anteiles  bei  Abschluß  der  Rente. 
Nach  einer  Formel  in  der  Fußnote  zu  Nr.  70  ist  allgemein: 

tu  —  X  O)  —  1  —  X 

im  vorliegenden  Falle  hat  man: 


I.  Abschnitt.    Vereicherungswerto. 


455 


u'  =  l^,v^Logv+v*^~^^-;-^^-l^^^^^^ 


dl 


^-8v%^,  +  v%-^- 


dt  ' 


und   da  u  und   u    aus  der  oberen  Grenze  (o  —  x  verschwinden,   so 
hat  man 

to  —  x 

Judt  =  J,  +  vl^^i  +  v%^^  + 2  «0  +  -^  fV 

0 


\i-UsK+hi^:), 


12' 


wenn  ^^  die  Sterblichkeitsintensität  bei  dem  Alter  x  bedeutet  (siehe 
Nr.  178).     Hiermit  wird 


a,  = 


h  +  ^h^i^^'h^,  +  ' 


-  T  -  i  (*  +  ^x) 


oder 


«;r  =  «z  -  4    -  i  (*  +  f*J 


(41) 


Der  Unterschied  zwischen  den  drei  Formeln  (36),  (40)  und  (41) 
stellt  sich  bei  numerischer  Ausrechnung  als  geringfügig  heraus.  Mit 
den  Daten  der  Tafel  III  ergibt  sich  beispielsweise: 


nach  Formel  (36):  äjo  =  18,941 
„  (40):  -18,936 
„       (41):        =18,937 


a^  =  16,603;    ä^^  =  10,323 
=  16,596;  =  10,317 

=  16,599;  =  10,318. 


222.  VoUst&ndige  Rente.  Die  normale  Postnumerando-Leib- 
rente  ^  |  a^  ist  imter  der  Voraussetzung  gerechnet,  daß  die  letzte  Zahlung 
am  Ende  desjenigen  Versicherungsjahres  erfolge,  welches  (x)  noch 
ganz  durchlebt;  am  Ende  des  Sterbejahres  wird  keine  Zahlung  mehr 
geleistet. 

Es  kann  aber  die  Vereinbarung  getroffen  sein,  daß  auch  im 
Sterbejahre,  und  zwar  am  Ende  desselben,  eine  dem  durchlebten  Teile 
dieses  Jahres  entsprechende  Rate  des  Rentenbetrages  ausgefolgt  werde. 
Der  Wert  einer  derart  vervollständigten  Rente  setzt  sich  zusammen 
aus  dem  Werte  ^\a^  der  nachschüssigen  Rente  und  dem  Werte  einer 

TodesfaUversicherung  auf  das  Kapital  y,  weil  mit  großer  Näherung 
angenommen  werden  darf,  daß  die  Ergänzimgszahlung  im  Durch- 
schnitt -  betragen  werde  —  bei  gleichmäßiger  Verteilung  der  Todes- 
fälle auf  ein  Altersjahr  wäre  dies  ihr  genauer  mittlerer  Wert.  Man 
hat  also  unter  diesen  Vereinbarungen  mit  dem  Versicherungswerte 
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il»,  +  Y^  =  «X  -  1  +  Y  (l  -  i^i  o,) 


^  +  \««-|  (42) 


2(1+1)     *         2 

ZU  reclinen. 

Unter  einer  vollständigen  Leibrente  im  eigentlichen  Sinne  versteht 
man  aber  eine  postnumerando  zahlbare  Rente  mit  einer  unmittelbar 
nach  dem  Tode  auszufolgenden  Ergänzung  im  Teilbetrage  der  durch- 
lebten Quote  des  Sterbejahres. 

Man  kanU;  die  früheren  Schlüsse  anwendend^  in  erster  Näherung 

so  rechnen,  also  ob  der  durchschnittliche  Wert  -^  der  Vervollständigung 
auch  in  der  Mitte  des  Sterbejahres  gezahlt  würde;  er  erreichte  dann 

1  .-       *      . 

bis  zum  Schlüsse  des  Jahres  die  Höhe  —  (1  +  i)*,  und  dies  wäre  der 

Betrag  der  Todesfallversicherung,  die  zu  4er  Rente  hinzukommt.  Be- 
zeichnet man  den  Wert  der  vollständigen  Rente  mit  j|a^,  so  wäre 
hiemach: 

,i«x  =  i:«,-Y^x(l  +  0^-  (43) 

Diese  Rechnung  ist  aber  insofern  unzutreflFend,  als  die  über  dem 
Durchschnitt  liegenden  Ergänzungszahlungen  von  der  Diskontierung 

stärker  berührt  werden  als  die  Ergänzungszahlungen  imter  --  •  Schärfer 
ist  daher  die  folgende  Wertbestimmung. 

Es  sei  t  der  noch  durchlebte  Teil  des  Sterbejahres*,  dann  ist 
auch  t  die  zu  leistende  Ergänzungszahlung,  tv*  ihr  Wert  am  Anfange, 
tv*~^  ihr  Wert  am  Ende  des  Jahres.  Da  femer  dt  die  Wahrschein- 
lichkeit ist,  daß  der  Tod  in  dem  Zeitintervall  (t,  t  +  dt)  eintreten 
werde,  —  gleichmäßige  Verteilung  der  Sterbefälle  vorausgesetzt,  — 
so  ist  der  strenge,  auf  das  Ende  des  Todesjahres  reduzierte  Mittel- 
wert der  Ergänzungszahlung: 


J  [l'Ogv      J  Logv      Jo 

0 

[Logv       (Logt;)*Jo 


1  1    _  _^ 1 i 


Log  V       (Log  v)*       V  (Log  v)*         d* 
(vgl.  Nr.  206).     Daher  hat  man  in  schärferer  Rechnung: 

i|ax  =  il«x  +  ^-^x-  (44) 
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Entwickelt  man  in  den  beiden  Formeln  (43)  und  (44),  um  sie 
in  Vergleich  zu  setzen,  den  Koeffizienten  von  A^  nach  Potenzen 
von  ij  wonach: 

l(i  +  0^  =  l  +  4  +  i!  +  /.. 

<r«  Log«(l  +  »)  2   "^   6         24"'  ' 

so  hat  man  auch: 

il«,  =  il^.+  (|  +  4-^)^  (43*) 

1  i«x  =  il«*  +  (y  +  -^  -  {^  ^;  (44*) 

der  erste  Wert  übertriflFt  den  zweiten  um 


(12  ~  is)  ^* 


Nach  Tafel  III  ist  der  Wert  einer  vollständigen  Rente  1  für  einen 
30-jährigen,  mittels  der  Formel  (43)  gerechnet: 

1 1  «50  =  1 1  «30  +  Y  -4,0  ]/i,Ö35 

=  18,441  +  0,174 
=  18,615; 

es  bewertet  sich  also  eine  derartige  Rente  vom  Jahresbetrage  1000  ofC, 
wenn  sie  vollständig  ist,  um  174  t/ft  höher  als  bei  normalem  Zahlungs- 
modus. 

223.  VollBt&ndige  ^n-tel-Bente.  Das  zuletzt  benützte  Prinzip 
läßt  sich  auch  zur  Bestimmung  dieses  Versicherungswertes  verwenden. 
Es  ist  dies  eine  Rente,  welche  am  Ende  jedes  m-tel-Jahres  mit  dem 

Betrage  —  und  im  Augenblicke  des  Todes  mit  dem  der  durchlebten 

Quote  des  letzten  /w-tel-Jahres  entsprechenden  Teilbetrage  von  —  zur 
Auszahlung  kommt. 

Der  Tod  kann  in  jedem  nt-tel  des  Sterbejahres  erfolgen;  tritt  er 

im  Laufe  des  s+  1-ten  Teiles,  also  zur  Zeit \- 1  ein,   wo  ^  <  --, 

so   ist   die  Er^nzungszahlung  ty   ihr  Wert  am  Beginne   des  Jahres 

txf^     ,  am  Ende  des  Jahres  tv^         ,   somit   der   auf  das  Ende  des 


Jahres    reduzierte   Durchschnittswert    einer    im    5+ 1-ten   Teile 
Jahres  fälligen  Ergänzungszahlung: 
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1 

0 

1  J_ 

Die  Summe  aller  solchen  Ausdrücke,  von  5  =  0  bis  s  =  w  - 1 
genommen,  gibt  den  Durchschnitt  der  gesamten,  auf  das  Jahresende 
reduzierten  Er^nzungszahlungen,  nämlich 


H h  v  "» 


—    ^  — ^"*  _  ^  ]  _y 

""  V     d«  mdj  1  ' 

beachtet  man,  daß 1  =  1  +  i  —  1  =  i,  femer,  daB 


ist,,  so  verwandelt  sich  dies  in 

Man  hat  daher  als  Wert  der  vollständigen  w-tel-Rente: 

224.  In  nntezj&hrigen  Terminen  zahlbare  TodesfUlver- 
sichemng.  Die  der  Berechnung  von  A^  unterlegte  normale  Fest- 
setzung geht  dahin,  daß  das  versicherte  Kapital  am  Ende  jenes  Ver- 
sichenmgsjahres  ausbezahlt  wird,  in  welchem  der  Tod  eintrat.  Das 
bedeutet,  daß  die  zwischen  dem  Sterben  und  der  Eapitalsauszahlung 
verstrichene  Zeit  alle  Werte  von  0  bis  1  Jahr  aimehmen  kann;  nimmt 
man  an,  daß  während  eines  Altersjahres  die  Todesfälle  gleichförmig 

sich  verteilen,  so  beträgt  die  Zwischenzeit  im  Durchschnitt  --  Jahr. 

Es  darf  also  J.^  als  eine  Todesfallversicherung  angesehen  werden,  die 
im  Mittel  6  Monate  nach  Eintritt  des  Todes  liquidiert  wird. 

In  gleicher  Weise  darf  geschlossen  werden,  daß  eine  Todesfall- 
versicherung, bei  der  das  versicherte  Kapital  am  Ende  jenes  m-tel- 
Jahrea  zur  Auszahlung  kommt,  in  welchem  der  Tod  eintritt,  als  eine 


I.  Alxclmitt.     V<T>icli<'i-uiii;>\vt.'i-tc.  -};')!> 

solche  erklärt  werden  kann,  bei  der  vom  Sterben  bis  zur  Liquidierung 

im   Mittel   r—  Jahr  verfließt, 
z  m 

Bezeichnet  man  den  Wert  einer  derartigen  Versicherung  mit  A^^'\ 
so  besteht  der  Unterschied  zwischen  ihr  und  der  normalen  Versiche- 
rung Äj^  darin,  daß  bei  jener  die  Kapitalsauszahlung  im  Durchschnitt 

um  -X-  —  s—  Jahr  früher  erfoljrt  als  bei  dieser;  denmach  muß  die  erste 

-L_-L 
(1  +  0*    ^'"-iiial  höher  berechnet  werden  als  die  zweite,  so  daß  man 
den  Ansatz  hat: 

Wi~l 

4'«)  =  ^(l  +  0'"-  (46) 

Damach  hat  eine  am  Ende  des  Sterbehalbjahres  fällige  Versiche- 
nmg  den  Wert 

eine  Versicherung,  welche  am  Ende  des  Sterbequartales  auszuzahlen 
ist,  den  Wert 

Macht  man  in  (46)  den  Grenzübergang  m  ==  cx),  so  kommt  man 
zu  dem  Werte  Ä^  einer  unmittelbar  nach  dem  Tode  fälligen  Ab- 
lebensversicherung : 

Ä,^Ä,il  +  i)\  (47) 

225.  eU>fort  zahlbare  Todesfidlversichemmg.  Die  eben 
erwähnte  Ablebensversicherung,  bei  welcher  das  Kapital  sofort,  d.  i.  im 
Augenblicke  des  Todes  fällig  wird,  ist  auf  infinitesimalem  Wege  so 
zu  rechnen. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  (x)  in  dem  Zeitintervall  t,  t  +  dt, 
vom  Abschluß  der  Versicherung  an  gerechnet,  sterben  werde,  ist 

h  +  t~~h  +  t  +  dt   __  __  ^l^z+j 

und    die    hierauf   bezügliche   Anwartschaft    auf   das   Kapital    1    hat 
den  Wert 

folglich  ist 

CO  — « 

Durch  partielle  Integration  ergibt  sich  weiter: 
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-^x  =  -  ^  y^K+i  -  Log  vj  h+,VdtJ^     , 

Ol)  —  X 

und  da  (s.  Nr.  221)    ,-  f  v'l^^^dt   der  Ausdruck  für  die  kontinuier- 
liehe  Rente  ä,  ist,  wird 

diese  Formel  ist  analog  der  Formel  (15),  wonach  ^j.  =  1  —  ia,. 
Drückt  man  ä^  nach  Formel  (40)  durch 

1        /  t  \2  t— d 

T+lU/  ^'~    ^' 
und  darin  wiederimi  a^  durch  A^  mittels  (15)  aus,  wonach 

^'  ~  ^  ~  i 

ist,    so   gestaltet   sich    die   letzte   Formel   nach    einfacher   Rechnung 
um  in:  _         . 

Ä.-sA-  (48) 

Entwickelt  man  in  den  Formeln  (47)  und  (48)  die  Koeffizienten 

1 

(1  +  0^    ^ind   -^  =  T — 7.  r  x   nach  Potenzen  von  i  bis  znr  zweiten 

^  -^  ö        Log  (1  -f  0 

einschließlich,  so  ergeben  sich  die  Näherungen: 

^x=(l  +  i-3-4„  (48*) 

deren  Differenz  bloß  -   A^  ist;  ja  man  kann,  von  Gliedern  der  Ord- 
nung i^  absehend,  selbst  bei  beträchtlich  hohen  Versicherungen 

^=^,(1  +  4)  (49) 

isetzen,  d.  h.  den  normalen  Wert  A^  um  die  halben  rechnungsmäßigen 
Prozente  erhöhen,  um  Ä^  zu  erhalten. 

Zur  näheren  Beurteilung  der  Formeln  (48)  imd  (49)  seien  die 
folgenden  Resultate  angeführt.     Es  ist 

für  nach  Formel  (48):  nach  Formel  (49) : 

i-0,03  ^,=  1,014926  ^,      =1,015   A^ 

=  0,035  =  1,017400  A^ ,      =  1,0175  A^ 

=  0,04  =  1,019870  ^,      =1,02     A, 

=  0,045  =  1,022334  A^ ,      =  1,0225  A^ 

=  0,05  =1,024791^,,      =1,025  A,. 
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Für  die  Todesfallversicherung  eines  35-jährigen,  sofort  nach  dem  Tode 
zahlbar  und  auf  10000  Jl  lautend,  ergibt  sich  beispielsweise  mit  den 
arundlagen  der  Tafel  III  nach  (48)  der  Wert 

J:jj^  =  3800  ./«  93  a, 
nach  (49) 

A^  =  3861  JL  31  A, 

w^ährend  die  normale  Versicherung  den  Wert  3794  Jl  90  a  besitzt 


§  6.    Renten  f&r  verbundene  Leben. 

226.  Begriff  der  Verbindnngsrente.  Unter  einer  Verbindungs- 
rente im  weiteren  Sinne  versteht  man  jede  Rente,  die  an  einen  Komplex 
von  Lebenden  (x),  (y),  (£r),  .  •  •  gebunden  ist.  Über  ihren  Beginn, 
ihren  Abschluß,  die  Höhe  des  Rentenbezuges,  die  Reihenfolge  der 
Bezugsberechtigten  können  mannigfache  Bestimmungen  getroffen  sein, 
um  80  mannigfacher,  je  größer  die  Anzahl  m  der  verbundenen  Leben 
ist.  Unter  der  Fülle  möglicher  Formen  haben  aber  nur  wenige  prak- 
tische Bedeutung. 

Zur  Wertbestimmung  solcher  Renten  sind,  neben  der  Leibrente, 
die  Verbindungsrenten  im  engeren  Sinne  oder  schlechtweg  die  Grund- 
lage. Als  solche  bezeichnet  man  eine  Rente,  die  sofort  beginnt  und 
mit  gleichbleibendem  Jahresbetrage  so  lange  währt,  als  der  ganze 
Komplex  am  Leben  bleibt,  der  einer  solchen  Rente  gegenüber  also 
die  Rolle  eines  Individuums  spielt,  das  mit  dem  Tode  der  ersten 
Person  aus  dem  Komplex  zu  bestehen  aufhört.  Aus  diesem  Grunde 
nennt  man  die  gewöhnliche  Verbindungsrente  auch  die  Bente  bis  zum 
ersten  Tode. 

Ihr  Wert,  bezogen  auf  den  Jahresbetrag  1,  wird  mit  a^y,. ..(„,)  be- 
zeichnet. 

Ist  nPxy»'{m)  ^®  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  m  Personen  nach 
n  Jahren  noch  am  Leben  sein  werden,  so  ist  bei  pränumerando  zahl- 
barer Rente  der  Wert  von  G^^y,...(„»)  die  Summe  aller 

von  n  — 0  angefangen,  wobei  zu  bemerken,   daß  o-Pxy«    (m)  "^  ^   ^^*'' 
Man  hat  also  den  allgemeinen  Ansatz: 

0 

Macht  man,  wie  dies  allgemein  geschieht,  die  sicher  nicht  immer 
zutreffende  Voraussetzung,  die  Leben  seien  von  einander  unabhängig, 
80  daß  der  Tod  einer  Person  auf  die  Lebensdauer  der  Überlebenden 
keinen  Einfluß  übt,  so  stellt  sich  „p^y...,^^^  als  Produkt  der  auf  die 
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einzelnen  Personen  und  dasselbe  Ereignis  bezüglichen  Wahrscheinlich- 
keiten dar;  man  setzt  also  in  Eonsequenz  obiger  Voraussetzung 

nPxy*'-'{fn)         nPx  *  nPp  *  nPz 

und  rechnet  die  einzelnen  Faktoren  der  rechten  Seite  mit  Hilfe  der 
Sterbetafel.  Dabei  ist  zu  unterscheiden  ^  ob  die  einzelnen  Leben  als 
gleichwertige  Risikos ,  also  nach  derselben  Tafel  zu  behandeln  sind, 
oder  ob  sie  Gesamtheiten  verschiedenen  Sterblichkeitsverlaufes  ange- 
hören und  daher  nach  verschiedenen  Tafeln  zu  beurteilen  sind  (z.  B. 
Personen  männlichen  und  weiblichen  Geschlechtes). 

Unter  den  Verbindungsrenten  sind  die  auf  zwei  Leben  {x),  (y) 
abgeschlossenen  die  wichtigsten,  weil  am  häufigsten  vorkommen- 
den.    Aus 

nPxy         nPx  '  nPp  ""       7  1 

X  'y 

folgt  nach  Vorschrift  von  (50): 

^x?y+^.  +  l?y  +  l+^.  +  2lv  +  2+--- 


"~  Dl  ' 

X  y 

führt  man  für  das  Produkt  D^l^,  dessen  ein  Faktor  eine  diskontierte^ 
der  andere  eine  unmittelbare  Zahl  von  Lebenden  ist,  die  Bezeichnung 
D^y  und  für  die  Summe  dieser  „diskontierten  Paare  von  Lebenden" 
von  dem  Zeiger  a:,  y  aufwärts  die  Bezeichnung 

K,  =  -öx.  +  ^x  +  ,,y  +  .  +  -D,^,,,^,  +  •  •  •  (51) 

ein,  so  schreibt  sich  die  Verbindungsrente,  der  einfachen  Leibrente 
analog: 


«..  =  -^-'=-  (52) 

^xy 

Diese  Art  der  technischen  Durchführung  der  Verbindungsrenten 
stammt  von  Griffith  Davies.     Seine  diskontierten  Zahlen 

D,,-I>J,,  (53) 

die  zu  aUgemeinem  Gebrauche  gekommen  sind,  weisen  insofern  eine 
Unsymmetrie  auf,  als  man  sich  darüber  entscheiden  muß,  für  welches 
Leben  man  die  diskontierten  Zahlen  wählen  will;  theoretisch  ist  dies 
gleichgiltig,  aus  praktischen  Gründen,  um  es  mit  kleineren  Zahlen  zu 
tun  zu  haben,  wählt  man  das  Leben  des  höheren  Alters  hierfür. 
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De  Morgan  hat,  um  Symmetrie  zu  erzielen,  die  Bildung  der 
diskontierten  Zahlen  der  Paare  gemäß  der  Formel 

D.,  =  v-^Kh  (54) 

vorgeschlagen,  der  auch  die  wesentliche  Eigenschaft  zukommt,  daß 

-^x  +  l.y  +  l  =  ^'    "  KhjJ 

daß  also  mit  dem  Steigen  der  Alter  um  1  Jahr  der  Exponent  von  v 
um  1  zunimmt.     Auch  für  diese  Zahlen  gilt  die  Formel  (52). 

Die  Übertragung  dieser  Formel  auf  mehr  als  zwei  Leben  bietet 
keine  Schwierigkeit. 

224.  Bereohnnng  von  Verbindungsrenten.  Etaitz  von 
De  Morgan.  Die  Anlegung  von  Tafeln  fElr  Verbindungsrenten  ist 
eine  beschwerliche  Arbeit,  schon  wenn  es  sich  um  zwei  Leben 
handelt;  hier  wiederum  ist  die  Schwierigkeit  eine  erheblich  größere, 
wenn  die  beiden  Leben  nach  verschiedenen  Sterbetafeln  zu  behandeln 
sind,  als  wenn  beiden  dieselbe  Tafel  unterlegt  wird.  Während  nämlich 
im  ersten  Falle  ftlr  jede  in  Betracht  kommende  AltersdifFerenz  ja;  — y| 
zwei  Tafeln  gerechnet  werden  müssen,  die  eine  für  x  >  t/,  die  andere 
filr  ic  <  y,  gehört  im  zweiten  Falle  zu  jeder  Altersdifferenz  nur 
eine  TafeL 

Die  Rechnung  besteht  bei  jeder  einbezogenen  Altersdifferenz  in 
der  Bildung  der  Zahlenkolonne  2)^^  und  ihrer  Summenreihe  N^^, 

Bei  mehr  als  zwei  Leben  würde  die  Arbeit,  Rententabellen  in 
größerem  Umfange  anzulegen,  zu  einer  geradezu  nicht  zu  be- 
wältigenden. 

Es  sind  daher  vielfach  praktische  Regeln  aufgestellt  worden,  um 
Verbindungsrenten  für  mehrere  Leben  auf  einfachere  Renten  zurück- 
zuführen. Eine  solche  Regel,  an  der  später  in  verschiedener  Weise 
Korrektionen  versucht  worden  sind,  um  sie  mit  den  Resultaten  direkter 
Rechnung  besser  in  Einklang  zu  bringen,  hat  Thomas  Simpson 
aufgestellt^).  Sie  lautet,  wenn  man  sich  der  gegenwärtigen  Zeichen- 
sprache bedient,  wie  folgt:  „Ist  a^^^  zu  bestimmen,  und  ist  x<Cy<,z, 
so  suche  man  mit  Hilfe  einer  Tafel  für  Renten  auf  zwei  Leben  und 
einer  Tafel  einfacher  Renten  w  derart,  daß 


alsdann  ist 


««.  =  »y,; 


Hierdurch  wäre  also  die  Berechnung  von  Verbindungsrenten  auf 
drei  Leben  zurückgeführt  auf  Renten  für  zwei  Leben.    Die  Anwendung 

1)  Doctrine  of  Annuities  and  Reversions.     Select  Excercices  etc.  1752. 
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der  Regel  auf  die  Tafeln  des  ^^stitute  of  Actuanes^  hat  jedoch  ge- 
zeigt, daß  sie  —  yon  den  hohen  Altem  abgesehen  —  etwas  zu  große 
Rentenwerte  liefert. 

Zu  einer  streng  richtigen,  auf  beliebig  viele  Leben  ausdehnbaren 
würde  die  Simpsonsche  Regel,  wenn  für  die  ganze  Lebensdauer  die 
Gompertzsche  Formel  gälte,  wie  dies  De  Morgan')  zuerst  bewiesen 
hat.  Diese  Formel  gestattet  nämlich,  zu  zwei  Altem  a:,  y  ein  „mittleres" 
Alter  w  so  zu  bestimmen,  daß 

nPxy  ==  nPx  '  nPy  =  nPw 

wird  far  jedes  w;  dann  aber  gilt  auch  streng: 

d.  h.  jede  Verbindungsrente  für  zwei  Leben  läßt  sich  durch  eine  ein- 
fache Rente  ersetzen.  Es  ist  klar,  daß  dies  auf  beliebig  viele  Leben 
ausgedehnt  werden  kann. 

Aus  der  Gompertzschen  Formel  [s.  Nr.  197,  Gl.  (2)] 

geht  nämlich 

und  aus  beiden  Ansätzen 

hervor;  dies  gibt  in  jedem  System: 

log,i>,  =  c-(c«^l)log(7;  (z/) 

hält  man  dazu 

so  ergibt  sich 

log  nPxy  ==  log  „p^  +  log  „2\  =  (^  +  C^)  (C«  -  1)  log  g. 

Bestimmt  man  w  derart,  daß 

wird,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (z/): 

log  nPxy  -C^{(f-  1)  log  g  =  log  „p^, 

woraus  die  für  jedes  n  giltige  Gleichung 

folgt.  "^^'^  ^  "^" 

Aus  (z/'),  wenn  man  es  in  der  Form 

r-y=  1  +  (f-y 


1)  Philos.  Mag.  1889,  Novbr. 
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schreibt,  liest  man  die  Tatsache,  daß  w  —  p  konstant  bleibt,  so  lange 
es  X  —  y  ist;  für  alle  Verbindungen  (x),  (y)  gleicher  Altersdifferenz 
ist  also  die  Abweichung  des  substituierten  Alters  w  von  dem  einen 
Alter  y  die  nämliche. 

Auch  wenn  die  Sterbetafel  der  Makeham sehen  Formel  folgt, 
ei^bt  sich  eine  wesentliche  Vereinfachung  in  der  Berechnung  der 
Verbindungsrenten.     Nach  Nr.  197,  61.  (5)  ist  nämlich  dann 


also 

daher 

ebenso 


log  nPjc  =  W  log  5  +  C*  (C"  -  1)  log  ^,  (Z/") 

log  nPy  =  «  log  S  +  C^  (C"  -  1)  log^T, 

folglich 

log  nPzp  =  log nPx  +  log  nPy  =  2^^  log S  +  (C  +  C^)  (^^  -  1)  log  (/; 

wird  also  w  so  bestimmt,  daß  es  der  Gleichung 
genügt,  so  zeigt  ein  Vergleich  mit  (^"),  daß  dann 

log  nPxy  =  2  log  „p^  =  log  „pj  =  log  „p^„ 

wird;  d.  h.  man  kann  ^/)^y  für  jedes  n  durch  ein  ^p„^,  also  auch 
ein  nPxyz-im)  ^^rch  ciu  gleichwertiges  nPwwH,-.-{m)  ersetzen,  wenn 
nur  w  der  Gleichung 

C  +  c^  +  c'  +  '"==^mc^  {J'') 

gemäß  bestimmt  wird. 

Infolge  dieses  Sachverhaltes  ist  es  möglich,  Verbindungsrenten, 
die  zu  verschiedenen  Altem  gehören,  durch  Verbindungsrenten  ebenso 
vieler  gleichaltriger  Leben  darzustellen,  wodurch  eine  erhebliche  Ver- 
minderung der  Arbeit  erzielt  wird.  Nicht  zu  übersehen  ist  der  Um- 
stand, daß  die  abgeleiteten  Sätze  auf  der  Voraussetzung  beruhen,  daß 
die  verbundenen  Leben  gleichwertige  Risikos  repräsentieren. 

Diese  Vorteile  sind  mit  ein  Grund,  weshalb  bei  der  Ausgleichung 
vieler  Tafeln  die  Gompertzsche  oder  die  Makeham  sehe  Formel  zur 
Anwendung  gebracht  worden  ist. 

Die  Bestimmung  des  substituierten  Alters  gestaltet  sich  ein- 
facher bei  Benützung  der  Sterblichkeitsintensität  als  nach  den 
Gleichungen  (z/'),  (^'")- 

Im  ersten  Falle  hat  man  nämlich 

^^  =  jBc* 

t^.  +  V^y- B{(f  +  cy)  ^ Bc- ^  ^^', 

Cxuher,  WisiirsolieiiiJiohlraittreohnang.  '^V) 
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im  andern  Falle  ist 

fty  =  ^  +  jBc^ 


ti,  +  ii^^2A  +  B((f  +  cf^)  =  2A  +  2Bcr  =  2ft,; 
bei  mehr  als  zwei  Leben  verallgemeinert  sich  die  erste  Formel  zu 

f**+^y  +  f*.  +  ---  =  f*«,;  (0 

die  andere  zu 

^x  +  f*y  +  f*.+ ^f*«.-  (ß'") 

Tafel  in,  der  die  Makehamsche  Formel  (mit  einer  Modifikation 
für  die  niederen  Alter,  s.  Nr.  197)  zugrunde  liegt,  enthält  für  die 
Zwecke  der  Berechnung  von  Verbindungsrenten  auch  die  Kolonnen 
^««?  ^xxx'    -^^  Beispiel  wird  die  Verwendung  zeigen. 

Es  sei  der  Rentenwert  «25  io  48  ^^  bestimmen.  Aus  der  Tafel 
entnimmt  man: 

ihb  ==  0,00701  ^5,40,48  ==  ^41,026, 41,086,  41,085  5 

^^  ==  0,00990 


[i^  =  0,01388 

3fi^  =  0,03079 

(i,  =  0,01026, 


Interpolation: 
«*i.«.4i  =  11,824 
««,«,«» =  11>559 
Diff.=   0^65 


durch  Interpolation  zwischen 

ii^  und  ft^ :  Prop.-Th.  zu  0,025  =  0,007  (subtr.), 

^  -  41,025.  ^85,40,48  =  11>817 

228.   Verbindimgsrenten  bis  zu  einem  späteren  Tode. 

An  die  Verbindung  der  m  Leben  (x),  (y),  (/),  •  •  •  sei  die  Pränume- 
rando-Rente  1  so  lange  zahlbar,  als  mindestens  r  davon  am  Leben 
sind,  das  heißt  ebenso  viel  als  his  zum  m  —  r  +  1-ten  Tode,  Das 
Zeichen   fttr  den  Wert  dieser  Rente  ist  a ü.     Wird  r  =  1,  so 

läuft  die  Rente,  so  lange  noch  ein  Überlebender  aus  der  Verbindung 
vorhanden  ist,  also  bis  zum  letzten  Tode\  man  bezeichnet  sie  dann 
kurz  mit  a 

xyt-'{m) 

Die  Bestimmung  von  a 1  stützt  sich  auf  das  zweite  in  Nr.  39 

xyz--  '(m) 

gestellte  Problem;  unter  den  Ereignissen  e^,  /)  der  dortigen  Formulie- 
rung ist  das  Erleben,  beziehungsweise  Nichterieben  der  Alter  x  +  m, 
y  +  n,  z  +  nj  •  •  •  seitens  der  Personen  (x),  (y),  (z)j  •  •  •  zu  verstehen. 
Nach  der  dort  abgeleiteten  Formel  (8)  stellt  sich  die  Wahrscheinlich- 
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keit  .« ?L,  daft  von  den  m  Personen  nach  n  Jahren  mindestens  r 

am  Leben  seien,  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

^r-G)Ä..i+CtV..»----+(-i)"-'(:;;)«™  w 

dar;  dabei  bedeutet 

Sj^  die  Summe  aller  nPxpz-ik)} 

also    die   Summe   der  Wahrscheinlichkeiten   für   das  Zusammenleben 

aller  Kombinationen  von  je  l'  Personen  der  Verbindung  nach  n  Jahren. 

Nun  ist  a ü  die  Summe  der  Werte  ff^p ü  iur  alle  r 

xyz-{m)  ^^xyx-'im) 

von  w  =  0   angefangen   (wobei   ^p ü  ==  1);   mithin   entsteht   fQr 

xy$-    •  (m) 

a ü   ein   Ausdruck   von   der   gleichen   Form   wie   (a),   nur   daß 

nunmehr 

Sj^  die  Summe  aller  «^^^«...(i), 

also  die  Summe  der  Verbindungsrenten  für  alle  Kombinationen  von 
je  k  Personen  der  Verbindung  ist. 

Aus  dieser  Deduktion  ireht  hervor,  daß  sich  a !L  ausdrücken 

°  '  xyf{m) 

läßt  durch  die  Verbindungsrenten  a^y^...^i,)  für  iJle  k  von  r  auf- 
wärts bis  m. 

Einige  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 

Die  auf  die  Leben  (a;),  (y)  bezügliche,  bis  zum  zweiten  Tode, 
also  bis  zum  Aussterben  der  Verbindung  währende  Rente  1  hat 
nacb  (a)  den  Wert 

a-  =  Äi  -  «2  =  «X  +  »y  -  a^y. 

Eine  Rente  vom  Jahresbetrage  1,  auf  die  Leben  {x\  (tf\  {z)  be- 
gründet und  bis  zum  letzten  Tode  während,  hat  nach  demselben 
Schema  (a)  den  Wert 

a__  =-S,-S^  +  S^ 

=  «x  +  «y  +  «.  -  (fly,  +  a^x  +  «xy)  +  «xy:; 

insbesondere  ist  für  drei  Leben  gleichen  Alters 

•  XXX 

mit  den  Daten  der  Tafel  III  ergibt  sich  für  den  speziellen  Fall  a:  =  30: 
a_  .1=3.  19,441  -  3  •  16,399  +  14,394  =  23,520, 

30,30,30  '  '  ' 

ein  Wert,  der  um  4,079  größer  ist  als  die  auf  ein  Leben  von  30  Jahren 
bezügliche  Leibrente. 
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Soll  unter  den  obigen  Verhältnissen  die  Rente  bis  zum  zweiten 
Tode,  also  so  lange  mindestens  zwei  Personen  am  Leben  sind,  währen, 
so  ist  ihr  Wert 

a.   2  =  5       2S3 

Die  Rente  bis  zum  ersten  Tode,  «.._*,  ist  identisch  mit  der  Ver- 
bindungsrente a^y,. 

War  bei  dem  voranstehenden  Problem  bloß  der  Zeitpunkt  des 
Aufhörens  der  Rente  imbestimmt,  so  ist  es  bei  dem  nachfolgenden 
auch  der  Zeitpunkt  des  Beginnes. 

An  die  Verbindung  der  m  Leben  (x),  (y),  (js),  •  •  •  sei  die  Rente  1 
pränumerando  so  lange  zahlbar,  als  gerade  r  davon  am  Leben  sind, 
also  vom  m—  r-ten  bis  zum  m  —  r  -\-  1-ten  Tode.  Das  Zeichen  für 
diese  Rente  ist  a ^ü^. 

xy:-{m) 

Die  Lösung  dieses  Problemes  gründet  sich  auf  die  erste  in  Nr.  39 
erledigte  Aufgabe;  den  vorigen  völlig  gleichwertige  Erwägungen  führen 
dazu,  daß  a.  ^'']  durch 

dargestellt  ist  mit  derselben  Bedeutimg  von  S^,  wie  sie  zuletzt  an- 
gegeben wurde. 

Hiemach  ist  beispielsweise  bei  drei  Leben 

aA^l  =  Äi  -  2S,  +  3S, 

-=a^  +  %  +  a^-2  (öy,  +  a^^  +  a^^)  +  3a^^^, 

""wl  =  ^«  -  ^^3  =  ^s..'  +  ^-  +  «X,  -  3«,,., 
aJ?l  =  S3  =  a,y,. 

x*j:  **  -^y* 

Sind  aUe  drei  Personen  vom  Alter  x,  so  ist 

diese  Rente  wird  an  die  letzte  der  drei  Personen  nach  dem  Tode  der 
beiden  andern  bis  zu  ihrem  eigenen  Tode  gezahlt;  sie  kommt  das 
erste  Mal  zur  Auszahlung  am  Beginne  jenes  Versicherungsjahres,  das 
dem  Todesjahre  der  zweitgestorbenen  Person  folgt.  Beispielsweise  ist 
nach  Tafel  III: 

a  __  [11  =  3  .  19,441  -  6  •  16,399  +  3  •  14,394  =  3,111. 

so,  80, 80  '  '  '  ' 

229.  Überlebensrenten.  Einen  praktisch  wichtigen  Fall  der 
ye^z^besfprochenen  Rentengattung  bildet  die  auf  zwei  Leben  (x),  (y) 


gegründete  (jefjctiscituje  Üherlchnisrente.  Es  ist  dies  die  vom  ersten 
bis  zum  zweiten  Tode,  also  an  die  überlebende  Person,  welche  von 
beiden  es  auch  seiy  pränumerando  zahlbare  Rente  1.  Ihr  Wert  ist 
nach  (/3) 

aC?3  =  Ä,-2Ä3  =  «,  +  «,- 2a,,.  (54) 

Diese  Formel  kann  auch  durch  folgende  Schlußfolgerung  ab- 
geleitet werden.  Würden  {x)  und  {y)  unabhängig  von  einander  eine 
Leibrente  begründen,  so  wäre  der  Wert  ihrer  Anwartschaften  a,  +  «y ; 
80  lange  sie  zusammenleben,  bezöge  ihre  Verbindung  die  Rente  2, 
deren  Wert  2a  ist;  diese  Anwartschaft  fällt  aber  nach  den  obigen 
Bestimmungen  hinweg;  folglich  verbleibt  a^c  +  «y  —  "^d^y  als  Wert 
der  Rente,  die  nur  an  den  XJberlebenden  von  beiden  im  Jahresbetrage  1 
ausgezahlt  wird. 

Es  sei  beispielsweise  die  gegenseitige  Überlebensrente  für  zwei 
Personen  zu  bestimmen,  deren  eine  30,  die  andere  45  Jahre  alt  ist; 
als  Grundlage  diene  Tafel  111. 

^30  =  0,00768  «3,^39  =  14,272 

/it^  =  0,01204  ct^,4o  =  HQ07 

2iL^  =  0,01972  Diflf.  =    0,265 

^^  =  0,00986 

IV  =  39,94  Prop.-Th.  zu  0,94  ==    0,249  (subtrakt.) 

«80,45=14,023; 
demnach  ist  die  gesuchte  Überlebensrente 

a  f^i  =  19,441  +  15,706  -  2  •  14,023  =  7,101. 

.W,45  7  '  7  7  7 

Eine  Form  der  Verbindungsrente,  bei  der  die  Reihenfolge  der 
Todesfälle  der  Versicherten  in  Betracht  kommt  und  die  bei  Witwen- 
und  Waisenpensionen  von  praktischer  Bedeutung  ist,  bildet  die  ein- 
seitige Überl^ensrente.  Ihr  Wesen  besteht  im  folgenden.  An  die 
Person  (x)  wird,  wenn  sie  die  Person  (y)  überlebt,  vom  Tode  dieser 
angefangen^)  bis  zu  ihrem  eigenen  Ableben  die  Rente  1  bezahlt.  Der 
Wert  dieser  R«nte  wird  mit  a„i,  bezeichnet. 

Zu  ihrer  Bestimmung  führt  folgende  Überlegung.  Eine  Leibrente 
für  (x)  hat  den  Wert  a^;  so  lange  aber  (x)  mit  (y)  zugleich  lebt, 
hat  der  Bezug  der  Rente  zu  entfallen,  und  der  Wert  dieses  Entganges 
ist  a^y;  folglich  gilt  der  Ansatz: 

«fx'y  =  «x-«xy  (55) 

Von  der  Richtigkeit  desselben  kann  man  sich  auch  durch  eine 
wahrscheinlichkeitstheoretische   Betrachtung   überzeugen.     Die  Wahr- 

1)  D.  h.  vom  Anfange  des  dem  Sterbejahre  folgenden  VerHicherungaiahrea. 
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scheinlichkeit,  daß  nach  n  Jahren  vom  Abschlüsse  der  Rente  gerechnet 
(x)  noch  lebt,  (y)  aber  vorher  gestorben  ist,  kommt  gleich  ^;p(l— „!>,)•, 
nur  unter  dieser  Yoraussetzong  wird  in  jenem  Zeitpunkte  die  Rente  1 
ausbezahlt,  und  der  Wert  dieser  Anwartschaft  ist 

die  Summe  hiervon  für  alle  Werte  von  n  von  1  aufwärts  ist  a^i,; 
folglich  hat  man 

der  erste  Bruch  rechts  stellt  aber  a^—l,  der  zweite  a,y  —  1  dar, 
daher  ist  tatsächlich 

S  X  =  »x  -  1  -  («xy  -  1)  =  «X  -  ^xp- 

Zwischen  dieser  Rente  und  der  gegenseitigen  besteht  ein  ein- 
facher Zusammenhang:  es  ist  evident,  daß  die  gegenseitige  Rente  der 
Verbindung  {x)(y)  die  Summe  der  einseitigen  Überlebensrenten  auf 
(x)  und  (y)  ist,  daß  also 

nun  ist 

%\x  =  ^x-^xy 

^xUj-(^,-%.y 
daner 

«:-^  =  «x  +  «.-2«x, 

in  Übereinstimmung  mit  (54). 

Rechnet  man  bei  der  Verbindung,  wie  sie  dem  letzten  Beispiele 
zugrunde  lag,  die  Überlebensrente  fiir  die  30-jährige  Person,  so 
ergibt  sich 

«4680  =  19,441  -  14,023  =  5,418; 

hingegen  wäre  die  Überlebensrente  der  45-jährigen  Person 

«30,45  =  15,706  -  14,023  =  1,683, 

naturgemäß  erheblich  kleiner  nicht  nur  wegen  der  geringeren  Wahr- 
scheinlichkeit, daß  der  45-jährige  den  30-jährigen  eher  überlebt  als 
umgekehrt,  sondern  auch  wegen  der  mutmaßlich  (durchschnittlich) 
geringeren  Dauer  der  Rente. 

230.  Aufgeschobene,  tempor&re  nnd  imtexj&hrig  f&llige 
Verbindniigs-  nnd  Überlebensrenten.  Aus  der  Definition  der 
Verbindungsrente  (Nr.  226)  folgt,  daß  die  um  n  Jahre  aufgeschobene 
Yerbindungsrente  auf  die  Leben  {x)(y)  sich  darstellt  durch 
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Vergleicht  man  dies  mit  der  unmittelbaren  Rente  des  Paares  {x  +  n), 
(jf  +  n),  d.  i.  mit 

SO  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  durch  (53)  definierte  Bedeutung 

von  D-„: 

D 

nl^xp  =   --  ^^^-^  «x  +  n,y+«  =  ^iJ>xy«x  +  n,y  +  «>  (56*) 

eine   Relation,   welche   vollkommen   analog   ist   der  Beziehung  (8*), 
Nr.  210,  für  einfache  Renten. 

Die  postnumerando  zahlbare  Verbindungsrente,  gleichbedeutend 
mit  der  um  1  Jahr  aufgeschobenen,  hat  den  Wert 

-^x  +  l,y+l          •^x.y  +  '^xy         ^  ^  ,k«n 

ll«xy  =  — D =  —^ «;ry  "  1-  (57) 

Für  die  auf  n  Jahre  abgekürzte  sofort  beginnende  Verbindungs- 
rente ergibt  sich  der  Ausdruck 

__  '^xy  +  'Px  +  l,y-H  H  h'Pa.+  n-l,y  +  ii-l 

;i."xy—  2) 

xy 

JV    __  v  (58) 

=-_±y_     '+*»"  +  " —  /t  /, 

xy 

und  für  die  um  n  Jahre  aufgeschobene  und  auf  m  Jahre  abgekürzte 
Verbindungsrente 

n  I  m^xy  7) 

«y 

^  •^x  +  n,y-m~'-^x-t-w-Hfi,y-m-Hii^  _  (59) 

7)  ~  '^  « I  ^xy         «  +  m .  ^xy  ' 

xy 

Wird  die  Verbindungsrente  in  n»-tel  Raten  ausbezahlt,  so  daß  ihr 
Jahresbetrag  m  —  =  1  ist,  so  kommt  ihr  Wert  in  erster,  fttr  praktische 
Zwecke  ausreichender  Näherung  (s.  Nr.  219)  gleich 

Fflr  die  aufgeschobene,  beziehungsweise  die  abgekürzte  einseitige 
Überlebensrente  gelten  die  unmittelbar  evidenten  Ansätze: 

,«»U  =  ""*"«."'»»  (6^) 
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die  erste  Rente  wird  nicht  früher  als  nach  n  Jahren  flüssig,  voraus- 
gesetzt, daß  (t/)  vorher  gestorben  und  (x)  dann  noch  am  Leben  ist; 
stirbt  (y)  später  als  nach  n  Jahren,  so  tritt  (x)  am  Anfange  des 
nächsten  Versicherungsjahres  in  den  Bezug  der  Rente;  die  zweite 
dauert  längstens  n  Jahre  vom  Abschlüsse  an  gerechnet,  kommt  also 
eventuell  gar  nicht  zur  Auszahlung,  wenn  (y)  innerhalb  dieser  Zeit 
nicht  oder  nach  (x)  sterben  sollte. 

Bei  unterjähriger,  auf  m  gleiche  Raten  festgesetzter  Auszahlung 
hat  man  für  die  sofort  beginnende  einseitige  Überlebensrente  zu- 
gunsten des  (y)  die  Formel: 

wendet  man  rechts  bei  beiden  Teilen  die  erste  Näherung  an,  so  heben 

2m 

«l'"i  =  «,  -  «xy  (63) 


sich  die  Korrektionsglieder  —^ —  auf,  imd  es  entsteht: 


^x  y         ^y         ^xy 

wie  bei  der  jährlich  fälligen  Rente. 

231.  Einige  Beispiele  von  Verbindnngsrenten. 

1)  An  die  Verbindung  (x)  (y)  ist  bis  zum  ersten  Tode  die  R^nte  1, 

von  da  ab  an  die  überlebende  Person  die  Rente  —  auszuzahlen. 

Der  Wert   dieser  Anwartschaft  ist  die   Summe  zweier  einfacher 
Renten  vom  Betrage  — ,  also 

oder  auch  die  Summe  einer  Verbindungsrente  bis  zum  ersten  und  einer 
solchen  bis  zum  zweiten  Tode,  jede  im  Betrage  -  ,  also 


^-N  +  «L^)' 


in  der  Tat  geht  dieser  Ausdruck  in  den  früheren  über,  wenn  man 
für  den  zweiten  Teil  den  Wert  aus  (54)  einsetzt. 

2)  Die  Rente  1  ist  nach  dem  Tode  von  (.r)  so  lange  zu  zahlen, 
als  von  den  zwei  Personen  (y),  (z)  noch  eine  am  Leben  ist. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  nach  n  Jahren  die  Rente  zur  Aus- 
zahlimg  kommt,  ist 

(l-ni>J[l-a-ni>,)(l-.i>.)] 
=  nPy  +  nPz  -  nPyz  "  nPxy  -  nPxz  +  nPxyz\ 

denn  {x)  darf  nicht  mehr  und  von  den  beiden  andern  Personen  muß 
wenigstens  eine  leben.    Multipliziert  man  dies  mit  v""  und  bildet  die 
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Summe  für  alle  n  von  1  aufwärts,  so  ergibt  sich  als  Wert  der  obigen 
Rente  1): 

%  +  <^z  -  %z  -  «xy  -  «X.  +  «XM- 

3)  Die  Rente  1  ist  so  lange  zahlbar,  als  (x)  und  von  (y),  (z) 
mindestens  einer  lebt. 

Aus  der  Wahrscheinlichkeit,  daß  die  Rente  nach  n  Jahren  zur 
Auszahlung  gelangt: 

nPx[l  -  (1  -  nPy)  (1  "  nPz)]  =  nPxf,  +  nPxz  ^  nPxyz, 

ergibt  sich  durch  dieselbe  Schlußfolgerung  der  Rentenwert 

dessen  Richtigkeit  sich  auch  durch  andere  Überlegungen  leicht  er- 
weisen läßt. 

4)  Die  Rente  1  werde  ausbezahlt  vom  Aussterben  zweier  Per- 
sonen {x),  (y)  (z.  B.  der  Eltern)  angefangen  bis  zum  Tode  einer 
dritten  Person  {z)  (eines  Kindes). 

Die  Zahlung  des  Rentenbetrages  nach  n  Jahren  ist  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit 

(1  -  nPj)  (1  -  nPy)  nPz  =  nPz  ^  nPxz  -  nPpz  +  nPxyz 

zu  erwarten;  daraus  folgt  der  Wert  der  Rente: 

^z-^hz-^yz  +  ^xyz^ 

5)  Die  Rente  1  ist  nach  dem  Aussterben  des  Paares  (a),  (/3) 
(Eltern)  so  lange  zu  zahlen,  als  von  den  drei  Personen  (x),  (y),  {z) 
(Kinder)  mindestens  eine  am  Leben  ist  (Versicherung  eines  Waisen- 
stockes). 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  nach  n  Jahreü  (a)  und  (/3)  gestorben 
sind,  ist 

(1   -  nPa)  (y  -  nP,^  =  1  "  „Pa  ^  nP,^  +  nPa.i  5 

die  Wahrscheinlichkeit,  daß  dann  von  {x),  (y),  {z)  mindestens  eines 
am  Leben  ist,  drückt  sich  nach  Formel  (a),  Nr.  228,  aus  durch 

Sj  -  Sj  4- S«  =  n/>x  +  «2>y  +  n/^z  ~  n/>xy  -  «/>x.  -  nl>y.  +  nPxy .  ; 

durch  Multiplikation  beider  ergibt  sich  die  Wahrscheinlichkeit,  unter 
welcher  der  Rentenbetrag  nach  n  Jahren  zur  Auszahlung  kommt,  und 
aus  dieser  der  Rentenwert  selbst: 

«x  +  ^y  +  f^z  -  «xy  -  %z  -  %z  +  ^^xyz 

-  «ax  -  f^ay  "  »a.  +  ^axy  +  ««x.  +  «uy.  "  «crxy. 

-  «*x  -  f^;iy  -  ^^iz  +  ^(ixy  +  ^,ixz  +  ^.iyz  "  ^,ixyz 

+  ^aßx  +  ^ct^y  +  ^a^z  ~"  ^a^xy  ~"  ^a;ixz  ~~  ^a^iyz  +  ^a^ixyz  5 

es  wären  also  28  verschiedene  Renten  zu  seiner  Berechnung  nötig. 

1)  Es  entstehen  zunächst  durchwegs  postnumerando  zahlbare  Renten,  die 
aber  ohne  Störung  des  Wertes  durch  Pränumerandorenten  ersetzt  werden  dürfen. 
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§  7.    Kapitalversicilenmgen  far  verbundene  Leben. 

232.  Todesfidlvenichenrng  auf  das  kürzeste  von  mehreren 
Leben.  Die  Verbindung  (x),  (y),  (z),  •  •  •  von  m  Personen  sei  auf 
das  Kapital  1  in  der  Weise  versichert,  daß  dasselbe  am  Ende  jenes 
Versicherungsjahres  fällig  wird,  in  welchem  die  erste  Person  der  Ver- 
bindung stirbi  Man  bezeichnet  diese  Versicherung  als  TodesfaUver- 
Sicherung  auf  das  kürzeste  Leben  und  ihren  Wert  mit  Ä^^^,_^^y 

Um  diesen  zu  ermitteln,  ist  die  Kenntnis  der  Wahrscheinlichkeit 
n-il^*if*  (m)  erforderlich,  daß  im  Laufe  des  «-ten  Jahres  der  erste 
Todesfall  eintreten  werde;  die  diesem  Falle  entsprechende  Anwartschaft 
hat  den  Wert 

und  die  Summe  all  der  Werte  von  «  =  1  angefangen  gibt  -4^y,..(„p 
so  daß 

1 

Die  hier  auftretende  Sterbenswahrscheinlichkeit  kann  durch  Lebens- 
wahrscheinlichkeiten ausgedrückt  werden;  denn  die  Verbindung  {x\ 
(y)j  {z),  •  •  •  (m)  besteht  am  Ende  des  n—  1-ten  Jahres  noch  auf- 
recht, entweder  wenn  sie  auch  noch  am  Ende  des  n-ten  Jahres  voll- 
zählig oder  im  Laufe  des  w-ten  Jahres  durch  den  ersten  Tod  gelöst 
worden  ist;  daher  gut  der  Ansatz: 

n-llJPa:ya-(m)  ^  nPxyz"{m)  "i"  n- 1  l^xyz- •   (m)  5 

daraus  folgt  aber 

n-l\%yz'{m)  '^  n-lPxyZ'-{m)  ~~  nPxy^   ••(m)7  ("^) 

die  Lebenswahrscheinlichkeiten  können  nun  auf  Ghund  der  Bemerkungen 
in  Nr.  226  mittels  Sterbetafeln  berechnet  werden. 

233.  Gegenseitige  Überlebensversloherung.  Bei  zwei 
Leben  (a;),  (y)  heißt  die  Versicherung  auf  das  kürzere  Leben  auch 
gegenseitige  ÜberlebensversicJierung.     Ihr  allgemeiner  Ausdruck  ist 


^.y=2^\-l\<l.,-  (64*) 


Nun  ist  nach  (65) 


1 


,a       —  n       —      n       —    ^^-Hn-l^y  +  n-l h  +  n^y-^-n 

n-li*/xy         n-lrxy         nFxy  l    I  } 

demnach 

X  *y 
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berechnet  man  im  Sinne  Oriffith  Davies'  die  Zahlen 

C:.,  =  ^*HlJ,-h^J,^^)  (66) 

oder  im  Sinne  De  Morgans  die  Zahlen 

x  +  y 
-xy         ^  \'x'y 


C.,  =  ^'^\Uy-h^ih^r)  (66*) 


und  deren  Summen 

^x,  =  G.,  +  a+i„+i  +  C,^,.,^,  +  •  •  •,  (67) 

SO  drückt  sich  mit  Hilfe  derselben  A^„  in  einer  der  einfachen  Todes- 

xy 

fallversicherung  analogen  Form  aus: 

^xy--^'  (68) 

xy 

Indessen  ist  es,  wenn  man  die  Zahlen  N  oder  die  Verbindungs- 
renten  gerechnet  hat,  nicht  mehr  nötig,  die  iiahlen  C,^  und  M^^^  zu 
rechnen.     Der  Zähler  von  A^^  läßt  sich  nämlich  umformen  in 

^  [Uy  +  ^^.r  +  l^y  +  1  +  '••]-  ^^x  +  l^y  +  l  +  ^'?x  +  2^y  +  2  +  •••], 

und  durch  Multiplikation  von  Zähler  und  Nenner  mit  tf,  respektive 

*  +  y 

V  ^  ,  verwandelt  er  sich  weiter  in 

^•[D.,  +  ^x  +  l.,  +  1  +  •••]-  [^x  +  l.,  +  1  +  ^x  +  «„  +  »  +  •  •  -1 

=  vN^^  -  iV,+i,  y+i  =  (»  -  1)  N^,  +  D,, , 

80   daß,   da   der  Nenner   durch   die  letztgedachte  Operation   in  D^^ 
übergeht, 

^x,=  l-(l -»)«>,=  1-rfa,,.  (69) 

Diese    Formel     ist    jener     für    die    einfache    Todesfallversicherung: 
Aj^=  1  —  da^,  analog. 

234.  Aufgeschobene  und  kurze  gegenseitige  Überlebens- 
versioherung.  Bei  der  aufgeschobenen  gegenseitigen  Überlebensver- 
sicherung,  „  -4^y,  kommt  das  Kapital  1  nur  dann  zur  Auszahlung, 
wenn  der  erste  Todesfall  später  als  nach  n  Jahren  erfolgt;  um  ihren 
Wert  zu  erhalten,  hat  man  in  (64*)  mit  der  Summenbildung  erst  bei 
«  +  1  zu  beginnen;  bei  gleichartiger  Führung  der  Rechnung  ergibt  sich: 

^LPx  +  «,y+ii  +  -^^r+»i  +  l,y  +  «  +  l  +^'  "J  ~  L^x-t-H-M.y+m-l    '    ^a?-t-»  +  2,y  +  n-i-2    '    '  '  '3 
xy  ^* 

_^ 
d.  i. 


^.. 

»'^xy  =  --^^''--  (1  —  rfa^+^y  +  J. 

(70) 
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Für  den  vor  der  Klammer  stehenden  Quotienten  kann  auch 
^"nPxy  geschrieben  werden. 

Die  auf  n  Jahre  abgekürzte  gegenseitige  Überlebensversicherung, 
l^^j.y,  läßt  das  Kapital  nur  dann  fällig  werden,  wenn  der  erste  Todes- 
fall innerhalb  n  Jahren  sich  zuträgt.  Sie  ergibt  sich  als  Differenz 
aus  der  lebenslänglichen  und  der  auf  n  Jahre  aufgeschobenen  Über- 
lebensversicherung, so  daß 

235.  CFemisohte    gegenseitige   Überlebensversiohening. 

Das  Kapital  1  komme  zur  Auszahlung  entweder  nach  dem  ersten 
Tode^),  wenn  dieser  innerhalb  n  Jahren  eintritt,  oder  nach  n  Jahren, 
wenn  beide  Personen  (x),  (y)  leben. 

Der  Wert  dieser  Versicherung,  welche  der  in  Nr.  217  behandelten 
gemischten  Versicherung  entspricht,  werde  mit  ylxyTl  bezeichnet.  Er 
setzt  sich  zusammen  aus  dem  Werte  einer  auf  n  Jahre  abgekürzten 
gegenseitigen  Überlebensversicherung  |„^^y  und  aus  jenem  der  Er- 
lebensversicherung  „J^^yj  somit  ist 

Der  Wert  des  ersten  Gliedes  rechts  ist  durch  die  Formel  (71) 
bestimmt;  femer  ist 

n-^xfj  —  ^  l^l  7 

daher 

j  __    4  ''l^^x  f/i,i!/  +  n  +  :'^j:+«-f  l,y  +  «  +  l    >         J~^-^ar-|-/l  +  l,y-^/l-^l"^^x-^l^-^2,y-^>^  +  e^^^ 

.^Xy7|— ^Jj.y—  -  jy 

^XfJ 

,         x+n,yffl  .  (^  —  l)-^\j.+  „  y  +  „         .  ^^.         I    ^      ^  1  ^/^ 

•ry  -^xtj 

d.  i.  nach  Gleichung  (58) 

^xy^-l-rf„a,y.  (72) 

Auch  diese  Formel  entspricht  vöUig  der  in  Nr.  217  tiir  die  gemischte 
Versicherimg  auf  ein  Leben  gefundenen  Formel  (31). 

236.  Todesfallversichenmg  auf  das  längste  zweier  Leben. 

Auf  die  zwei  Leben  (x\  (y)  ist  das  Kapital  1  in  der  Weise  ver- 
sichert, daß  es  am  Ende  jenes  Versicherungsjahres  zur  Auszahlung 
kommt,  in  welchem  der  ziveik  Todesfall  eintritt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sich  dies  im  Laufe  des  n-ten  Jahres 
ereignet,  ist  ausgedrückt  durch 

n-r?x(l  -  n-lPy)  +  »-1   %{^   -  n-lPx)  +  n-lMxn-l%'l 

1)  Am  Schlüsse  des  Todesjahres. 
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die  drei  Glieder  entsprechen  den  Möglichkeiten,  daß  (x),  daß  (t/)  in 
diesem  Jahre  stirbt,  nachdem  der  andere  schon  in  den  vorangegangenen 
Jahren  gestorben  ist,  nnd  daß  beide  in  dem  genannten  Jahres  sterben. 
Ordnet  man  den  Ansdruck  wie  folgt: 

führt  in  dem  Klammerpoljnom  die  Substitutionen 

n-l\9x  =  n-lPx-n2^x 
H-llQtf  ^  n-lPy  ~~  nPij 

aus,  so  verwandelt  sich  dieses  in 

n-lPxy         nPxyf 

d.  i.  nach  Gleichung  (65)  in  «^iiö'^y.  Mithin  nimmt  die  obige  Wahr- 
scheinlichkeit den  einfacheren  Ausdruck 

n-liflx+  n-l\%  —  n-l/Jxy 

an.  Durch  Multiplikation  mit  v"  und  Summierung  des  Produktes 
über  alle  Werte  von  n  =  1  aufwärts  ergibt  sich  der  gesuchte  Ver- 
sicherungswert, dessen  Zeichen  A^y  ist,  nämlich: 

d.  i. 

A^y^A^  +  A^-A,^,  (73) 

In  llenten  lautet  er  (s.  Nr.  228) 

A^-y  =  1  -  da^  +  1  -  dtty  -  (1  -  rfa^y)  ,^^^ 

=  1  —  d  (a^  +  «y  —  a,y)  ==  1  —  da^j . 

Die  Formel  (73)  ergibt  sich  auch  aus  folgender  Erwägung. 
Wären  {x)  und  (y)  unabhängig  von  einander  je  auf  das  Kapital  1 
versichert,  so  wäre  A^  +  A^  der  Gesamtwert  dieser  Versicherungen. 
Zieht  man  davon  den  Wert  A^^^  der  Versicherung  auf  das  kürzeste 
Leben  ab,  so  verbleibt  der  Wert  der  Versicherung  auf  das  längste 
Leben. 

237.  Einseitige  Überlebensversicherung.  Das  Kapital  1 
sei  zahlbar  am  Ende  des  Sterbejahres  von  (rr),  wenn  dieser  vor  (y) 
stirbt.  Das  Zeichen  für  diese  auf  das  Leben  (x)  zugunsten  von  («/) 
abgeschlossene  Todesfallversicherung  ist  A^^  . 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  (u)  im  Laufe  des  w-ten  Jahres  vor  (?/) 
sterben  werde,  heiße  „.ii(/'   . 

Der  Fall  kann  dadurch  eintreten,  daß  (x)  im  n-ten  Jahre  stirbt 
und  (y)  dieses  Jahr  überlebt,  wofür  die  Wahrscheinlichkeit 

(n-lPx-  nPx)nPy  («) 
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ist;  aber  auch  in  der  Weise,  daß  beide  Personen  im  «-ten  Jahre 
sterben,  aber  (x)  als  erster,  wofür,  wenn  man  gleichförmige  Verteilung 
der  Sterbefälle  über  ein  Altersjahr  annimmt,  die  Wahrscheinlichkeit 

yCn-lJPx  -  nP.)  L-lPy  "  nPy)  (ß) 

beträgt.     Folglich  ist 

n-lfliy  =  L-lPx  -  nPx)nPp  +  Y^n-lPx  -  nPx)  L-lPp  "  nPy) 

-  "2   L-lPx  -  nPz)  (n-lPy  +  nPp)  (^^ 

"=  Y  \n-lPxy  ~  nPxy  +  «-1-Px  nPy  ~~  n-lPy  nPx)] 

der  letzte  Ausdruck  kann  noch  wie  folgt  umgestaltet  werden:  Es  ist 

n-lPxy         nPxy  ^^  n-l.Qxy] 

femer  ergibt  sich  aus  „_iP^p^^t  =  nPx-i7  daß 

--'^'~  Px-r 
und  ebenso 

__nPy-l 
n-lPy—    p  ; 

l'y  —  1 

daher  hat  man  auch 

Mit  Hilfe  dieser  Wahrscheinlichkeit  berechnet  sich  nun  A^    nach 
dem  Schema: 


1 


Für  die  numerische  Ermittelung  derartiger  Versicherungswerte 
können  nun  verschiedene  technische  Formeln  abgeleitet  werden. 

Wir  beginnen  mit  jener  NäherungstormeV),  die  sich  ergibt,  wenn 
man  von  den  beiden  Teilen  (a),  (^),  aus  welchen  sich  ^_i  ^^  zu- 
sammensetzt, den  zweiten  wegen  seiner  Kleinheit  gegenüber  dem 
ersten  wegläßt,  mit  andern  Worten:  von  der  Möglichkeit,  daß  beide 
Personen  in  einan  Jahre  sterben,  absieht  und  demgemäß  setzt: 

n-i2^y'='{n-lPx-nPx)nPy 

dann    wird    gemäß    der   Formel   (75)    und    den    Entwickelungen    in 
Nr.  22G: 


1)  Vgl.  A.  Zillmer,  Die  iiiathem.  RecKmmgetv  etc.,  2,  A.ufL.,  p.  99 ff. 


A^   - 
«» 
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D,J, 


^yK 


1  + 


^y  +  1  _ 

2)      **x,y  +  i       **ary 


(76) 


Mit  Benützung  des  vollständigen  Wertes  {S)  für  n_ii^»    ergibt 
sich  die  korrekte  Formel: 


denn  es  ist 


^^n-i\Qxt  =  A,  iiacli  Formel  (64*), 
1 

1 


(77) 


nach  Formel  (50). 


Zur  Vergleichung  der  beiden  Formeln  (76),  (77)  diene  das  folgende, 
xiait  den  Ghrnndlagen  der  Tafel  III  durchgefiilirte  Beispiel.  Es  handle 
^ich  um  ^jjj  25. 

Nach  der  in  Nr.  227  entwickelten  Methode,  welche  auf  die  ge- 
.nannte  Tafel  Anwendung  findet,  weil  diese  nach  der  Makeh am  sehen 
IFormel  ausgeglichen  ist,  ergeben  sich  die  erforderlichen  Verbindungs- 
Tenten: 

^6,26  =  ^8M,81,2  =  16,143 

^6,25  ^  ^80,64,80,64  ==  16,264 

«84, 25  =  »86, 24  =  «80,  80  =  16,399, 

und  man  hat  nach  Formel  (76): 

^4s5  =  1  +  S-7I  16,143  -  16,264  =  0,223, 
nach  Formel  (77): 
^&,26  =  Y  [1  -  0^0338  .  16,264  +  15,399  (1,0085  -  1,0070)]  =  0,236. 

In  einer  andern  Form,  ebenfiälls  durch  Renten  ausgedrückt,  er- 
hält man  Aj^  ,  wenn  man  an  die  Darstellung  (y)  von  ^_i\qj^  anknüpft; 
ersetzt  man  darin  die  Wahrscheinlichkeiten  durch  Zahlen  aus  der 
Sterbetafel^  so  wird 
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n-i^/Uy  -  , ,^ 1'^ ;  W 

bei  Annahme  gleichförmiger  Verteilung  der  Sterbefälle  innerhalb  einer 
einjährigen  Altersklasse  ist 

dann  schreibt  sich: 


* ..  j- «  _  1 '«  j. « *-.      '-*•  j. « *'•<  j.  «> *. 


n-l   Qifj  — 


*x  +  n  -  1  'y  +  w  -   '  X  +  n   y  +  »  — 


2  *-r»yT-^-g 


und 

die  hierin  vorkommenden  Summen  bedeuten  aber  Postnumerando -Ver- 
bindungsrenten, die  erste  zur  Verbindung  (x  —  1)  {v  ~  'v)  y  ^^®  zweite 
zur  Verbindung  (x)  (y  —  ^  )  ,  so  daß 

^i.=  --TT-M«.-..-!  -  1)  -  -f^-Kv-i  -  1).         (78) 


'X  y  '  y 


Man  kann  auch  besondere  Zahlenkolonnen  zur  Berechnung   der 
einseitigen  Überlebensversicherungen  anlegen.     Aus  («)  folgt 


^x  +  n-l^y+n-J- 


daher  ist 


t'JJ  +  nd 


'^h 


V 


j+w-l    y+n- 


n-1 


l^i»/~  V/   ] 


2  . 


ar   y 


führt  man  nun  allgemein 

%,  =  Vih.J,.y  (79) 

und  die  Summen 

^h..,-  %+  ^i._  .___  +  G_._..  _._  +  ■••  (80) 

j:  +  1,  y  +  1  j  +  2,  y  +  2 

als  neue  Zahlen  ein,  während  v^ljy  die  bei  Verbindungs reuten  vor- 
kommende Zahl  7)j.y  bedeutet,  so  ergibt  sich  für  A^^^  ein  Ausdruck, 
der  demjenigen  für  die  einfache  Todesfall  Versicherung  ähnlich  sieht, 
nämlich 
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Aus  der  Formel  (77): 

folgt 

und  daraus  durch  Summierung: 

■^iy  +  Ai-^.y  (82) 

In  der  Tat  ist  die  Summe  der  Überlebeusversicherungen  auf  den  Tod 
von  (x)  und  von  (y)  die  Todesfallversicherung  auf  den  ersten  Tod 
überhaupt. 

Wird  das  Kapital  1  ausgezahlt^  wenn  (x)  als  zweiter  stirbt^  so 
heiße  der  Wert  der  Versicherung  A^  .  Er  ergibt  sich  durch  die  Be- 
merkung, daß  die  Summe  aus  A^  und  A^  notwendig  A^  ist:  denn 
(x)  ist  auf  den  Todesfall  überhaupt  versichert,  wenn  er  in  der  Ver- 
bindung {x)  (y)  sowohl  auf  den  ersten  wie  auf  den  zweiten  Tod  ver- 
sichert ist.     Man  hat  also  zur  Berechnung  von  A^    den  Ansatz: 

Ai^  +  Ai^  =  A,.  (83) 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  daß  A*  verschieden  ist  von  A^^.  Denn 
Ai  ist  eine  Versicherung,  zahlbar  nach  dem  zweiten  Tode,  A^^  aber 
eine  nach  dem  ersten  Tode  fällig  werdende  Versicherung. 

Als  Beispiel  mögen  die  drei  Versicherungswerte  A,]^  ^^j,  A^  i^  und 
A^  40  l^^rechnet  werden;  zur  Grundlage  diene  die  Tafel  III. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  sind  bei  AnArendung  der  Formel  (77) 
die  Verbindungsrenten  ag^  ^q,  a^g  ^q,  ag^  39  notwendig.  Nach  dem  in 
Nr.  227  erläuterten  Verfahren  findet  man: 

^0,40  ^  ^46,10,  4ß40  =^  12,278, 
^49,40  ^  ^45,89,  46;J9  ^  12,488, 
^50,  89  ="  ^45,8«,  4ß,82  ^  12,361  ', 

femer  ergibt  sich 

^60,40  =  1  ~  0,0338  .  12,278  =  0,58501, 
und  der  Tafel  entnimmt  man 

^50  =  0,52079. 
Mit  diesen  Daten  erhält  man: 

Cm  über,  WmbncheinliohkeitBreohnnng.  %\ 
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A,i^^  ^^  =  y  [0,58501  +  11,488  •  1,0151  - 11,361  •  1,0098]  =  0,38707 

Ao,4o=  0,58501  ~  0,38707  =  0,19794 

A'>(,,4o  =  0,52079  -  0,38707  =  0,13372. 

Eine  Versicherung  auf  das  Kapital  von  1000  Ji  hat  demnach 
den  Wert: 

520,79  Jij  wenn  sie  zahlbar  ist  bei  dem  Tode  von  (50); 

585,01  „  ,  wenn  sie  zahlbar  ist  bei  Aufhören  der  Verbindung  (50)  (40); 

387,07  „ ,  wenn  sie  zahlbar  ist,  falls  (50)  als  erster  stirbt; 

197,94  „ ,  wenn  sie  zahlbar  ist,  falls  (40)  als  erster  stirbt; 

133,72  „ ,  wenn  sie  zahlbar  ist,  falls  (50)  als  zweiter  stirbt. 

238.  Aufgeschobene  und  temporäre  Überlebensversiclie- 
rungen.  Eine  um  n  Jahre  aufgeschobene  Überlebensyersichemng 
auf  den  Tod  von  (x)  zugunsten  von  (^y)  hat  den  Wert 

1^,    =  t;«^«    ^_i ;  (84) 

denn  sie  kommt  zur  Auszahlung  nur  dann,  wenn  die  Verbindung  (ar)  (y) 
nach  n  Jahren  noch  besteht,  hat  dann  den  Wert  -4_» ,  der  durch 

Multiplikation    mit   v"   auf  den  gegenwärtigen  Zeitpunkt  zu   diskon- 
tieren ist.     Für  v"„i>j;y  kann,  wenn  die  Kolonne  D^y  vorhanden  ist, 

•^t^"'^-^^  gesetzt  werden. 

xy 

Aus  den  Formeln  (82)  und  (83)  folgt  weiter: 

n\K\-n\^xy-'  nAly^  (85) 

Für  temporäre  Versichenmgen  dieser  Art  ergeben  sich  unmittelbar 
die  Ansätze: 

,  ^>    =  J'    -    ^A^  (87) 

,4    .  =yl    i_     ^    . 

n     xy  xy         n        .,  ^^^^ 

=    'Ä^„  —    •     yl' 

>n      xy  n     xy 

Wie  man  erkennt,   ist  A]^^  neben  A^  und  A^^^  diejenige  Größe, 
durch  welche  sich  die  andern  Versicherungswerte  ausdrücken  lassen, 
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für  die  also  besondert^  Tafebi  anzulegen  sind.  Man  wird  aolche  nur 
für  x  <C  ff  zu  rechnen  haheDj  weil  die  Fällen  wu  die  VersicBemng  auf 
den  früheren  Tod  der  jüngeren  Person  abgeschlossen  wird,  die 
häufigeren  sind. 


I 


I 

I 

t 


§  8.    Versicherangswerte,  die  von  Invalidität  abhängen, 

239*  Aktivltätsrenteji.  Unter  einer  AJitimiätsrmte  versteht 
man  eine  K^^nte,  die  an  den  Fortbestand  der  Aktivität  (Diensttanglicb- 
keit)  einer  Person  (x)  gebunden  ist.  Wenn  keine  andere  zeitliche 
Bestimmung  über  ihren  Ablauf  getroffen  ist,  so  währt  sie  bis  zum 
Eintritt  der  Inv&liditiit  oder  des  Todes  (im  aktiven  Zustande),  wird 
also  zum  letztenmal  an  jener  Versich erungijahrea wende  ausbezahlt, 
welche  dem  abschließenden  Ereignis  vorangeht. 

Die  Berechnung  der  Äktivitätsrenten  erfordert  die  Kenntnis  der 
Ausschekicordnmig  thr  AJdiven  und  erfolgt  auf  Grund  dieser  in  allen 
Beziehungen  genau  ebenso  wie  die  der  Leibrenten  ans  der  Sterbetafel, 

Ist  Z^^'Jj  ^t*+j^  ' '  *  ^Ir*  ~l ^J  ^^^  Ansscheideordnung  der  Dienst- 
tauglichen [s.  Nr.  202,  b)J,  wobei  n  das  niedrigste  Alter  bedeutet,  über 
welches  Beobachtungen  nach  dieser  Richtung  angestellt  worden  sind, 
so  sind  die  Fundanien talzahlen  zur  Rechnung  der  Aktivitatsrenten: 
die  „diskontierten  Zahlen  der  Aktiven" 


und  ihre  Summeo 


iy.f^^^^) 


^!r*  =  ^'  +  ^lt  +  ^U+ 


(90) 
(91) 


Aus  diesen  berecknet  sich  beispielsweise  die  durch  die  ganze 
Aktivitätsdauer  pränumerando  zahlbare  Reute,  deren  Zeichen  "ö^ 
sein  möge: 

'*«,  =  ^^.  (92) 


jj^^ 


die  längstens  n  Jahre ,  wenn  die  Aktivität  so  lange  anhält,  zahlbare 
Rente: 


I««*' 


(93) 


L 


n,  s,  w. 

Tafel  VI,   welche   sich    auf   das   gesarate    Personal   des   Vereins 

Deutscher  Eisenbahnverwaltungen  nach  der  Bentzienschen  Rechnung 

1)  Die  Verwendung  der  eingeklftiiunertoji  obereo  Zeiger  (a),  (0,  die  auf 
Aktive^  reepoktii^e  Invalide  hinweisen^  kann  hier  kein  MiöveratändniH  herror- 
mfen^  da  «ie  Zahlen  betrifft,  bei  denen  an  die  Bonatige  Bedeutung  einei  solchen 
Zeigertt  (wie  bei  a^^\  Ä^^^  nicht  gedacht  werden  kann. 
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stützt,  enthält  die  Kolonne  der  Zahlen  Z^"^  und  der  Renten  *a,;^) 
dagegen  ist  die  Kolonne  N^^^  wegen  Raumersparnis  fortgelassen.  In- 
dessen reichen  diese  Daten  hin,  um  auch  aufgeschobene  und  kurze 
Renten  zu  rechnen;  so  ist  beispielsweise 

X 

I  nx  ^z  n\     X 

Danach  ist  die  volle  Aktivitätsrente  eines  30-jährigen 

Xo  =  16,95153, 
die  um  10  Jahre  aufgeschobene 

die  bis  zum  60.  Jahre  abgekürzte 

„S«3„  =  16,95153  -  5||g  5,95979  =  16,0367. 

240.  Invalidenrenten.  Dieselben  unterscheiden  sich  von  Leib- 
renten dadurch,  daß  sie  an  das  Leben  dienstuntauglich,  invalid  ge- 
wordener Personen  gebunden  sind. 

Zu  ihrer  Berechnung  bedarf  man  einer  Invalidensterbetafel]  aus 
dieser  werden  sie  in  allen  Formen  und  Beziehungen  ganz  in  derselben 
Weise  abgeleitet,  wie  Leibrenten  aus  einer  gewöhnlichen  Sterbetafel. 

Ist  P^\  ^x  +  i;  •  •  •  ^x^}  ' ' '  die  Absterbeordnung  invalider  Personen 
[s.  Nr.  202,  a)],  so  hat  man  die  Fundamentzahlen 

2)^)  =  t;';<>')  (94) 

und 

JVW  =  D«  +  jD^)^  ^  +  2)(j)^  ^  +  . . .  (95) 

zu  bilden. 

Aus  diesen  Zahlen  ergibt  sich  die  lebenslänglich  an  einen  Inva- 
liden (a;)  pränumerando  zahlbare  Rente,  deren  Zeichen  'a^  sei: 

'«x  =  3>.  (96) 

Für  aufgeschobene,  abgekürzte,  unterjährig  zahlbare  u.  dgl.  Renteu 
gelten  analoge  Formeln  wie  bei  Leibrenten. 

Tafel  Vn,  welche  mit  denselben  Grundlagen  gerechnet  ist  wie 
Tafel  VI,  enthält  die  Kolonne  der  Rentenwerte  '«,. 


1)  Entnommen  ans  0.  Dietrichkeit,  Fondamentalzahlen  für  Invaliditäts- 
versichenmg.    Elberfeld  1894. 
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niernach  hat  beispielsweise  die  lebenslängliche  Rente  eines 
30-jälirigeu  Invalidem  der  erwähnten  Kategorie  den  Wert  10^95748, 

An  dieser  Stelle  mag  die  Bemerkmig  gemacht  werden  ^  daß  es 
fiir  die  Sterblichkeit  j^-fahriger  Invaliden  gewiß  nicht  gleichgiltig  ist, 
ob  sie  eben  erst  invalid  geworden  oder  schon  seit  einer  Reibe  von 
Jahnen  dienatuBtauglich  sind»  Indessen  wird  anf  diesen  Einflnß  der 
Invaliditötsflaiier  bisher  keine  Rücksicht  genommen ^  weil  es  an  ent^- 
sprechenden  Beobachtungen  mangelt 

241.  InvaUditätsrenten.  Hierunter  versteht  man  Renten,  die 
auf  das  Leben  Aktiver  abgeschlossen  werden  mit  der  Bestiramang, 
daß  sie  mich  eventuell  eingetretener  Invalidität  zu  beginnen  und 
dann  bis  zum  Tode  oder  längstens  bis  ko  einem  festgesetzten  Alter 
zu  (lauern  haben.  Der  Beginn  und  das  Inkrafttreten  einer  solchen 
Rente  überhaupt  ist  demnach  ungewiß-  Ihr  Wert  werde,  falls  der 
Bezug  bis  zum  Ableben  dauert ^  mit  '^'a^  bezeichnet  Zu  seiner  Be- 
stimmung können  verschiedene  Methoden  benutzt  werden. 

Man  kann  wie  folgt  ach  ließen.  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein 
ar-jähriger  Aktiver  im  Laufe  des  n  +  1-ten  Jahres  invalid  werde,  drückt 
sich  mit  Hilfe  der  Ausscheideordnnng  der  Aktiven  und  der  Inva- 
liditätswahrscheinlichkeit durch  das  Produkt 


*»  +  » 


r 


«^, 


■  ans,  dessen  erster  Faktor  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Erleben  des 
W  Alters  x  +  n  im  aktiven  Znstande  bedcutetj  während  der  zweite  die 
I  Wahrscheinlichkeit  des  Invalidwerdens  auf  der  Altersstnfe  (x  +  n^ 
W  X  +  n  +  1)  vorstellt.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  gelangt  [x)  in  den 
I  Bezug  einer  Invalidenrente;  über  den  Zeitpunkt  ihres  Beginnes  können 

■  verschiedene  Bestimmungen  getroffen  werden.  Setzt  man  fest^  die 
Rente  solle  gleich  nach  festgestellter  Invalidität  flüssig  werden,  so 
kMin  ihr  Wert  im  Durchschnitt  zu 


k 


'ö*+fl  +  -i- 


\^n+\i^H^\ 


angesetzt  worden,  weil  man  annehmen  darf,  daß  die  Invaliditätsfälle 
innerhalb  eines  Altersjahres  sich  gleichfunnig  verteilen.  Der  diskon- 
tierte Wert  dieser  2\jawartschaft  ist  demnach 


^:'i 


1^:1 


W 


+  11  "'«+•  "«  +  «+-■ 


!><'> 


Die  Summe  dieser  Ausdrücke  von  n  =  0  aufwärts  gibt  den  Werl 
der  Invaliditätsrente: 


«'ö  =  Vv  -^ 7-^ -^  * 


(97) 
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Die  Durclifiilirung  dieser  Formel  erfordert  die  diskontierten  Zahlen 
der  Aktiven,  die  Invaliditäts Wahrscheinlichkeiten  und  die  Inyaliden- 
renten  für  die  Jahresmitten. 

Ein  anderes  Verfahren  besteht  in  folgendem.  Aus  l^^^  Aktiven 
des  Alters  x  gehen  auf  der  Altersstufe  {x  -\-  n^  x  -\-  n -\-  X)  «jr^^,  In- 
valide hervor;  demnach  ist 

die  Wahrscheinlichkeit,  auf  dieser  Altersstufe  in  den  Stand  der  Inva- 
liden überzugehen.  Die  Invalidenrente,  in  deren  Bezug  {x)  in  diesem 
Falle  gelangt,  kann  mit  '«^.+„+1  bewertet  werden,  wenn  man  annimmt, 
daß  der  Beginn  der  Rente  auf  den  Anfang  des  der  Invalidisierung 
folgenden  Versichenmgsjahres  falle  ^).  Der  diskontierte  Wert  dieser 
Anwartschaft  beträgt 

„4.1  *'x+n  ,•  ^  *'x  +  »  , 

;(«)       '^x  +  j.  +  l  —  j^(a)  "x  +  ;i  +  l7 

er  schreibt  sich,  wenn  man  die  Produkte 

v'^'J^-h  (98) 

als  „diskontierte  Zahlen  der  Invaliden"  einführt,  kürzer: 

^xj-n  %  +  n  +  l 

Die  Summe  aller  so  gebildeten  Ausdrücke  von  w  =  0  auf- 
wärts gibt 

2j^x-^n  ^x  +  n  +  l  ^^^^ 

"•««'"^ 3^) (99) 

Um  die  Invaliditätsrenten  nach  dieser  Formel  zu  rechnen,  braucht 
man  die  diskontierten  Zahlen  der  Aktiven  und  der  Invaliden  und  die 
Invalidenrenten. 

Tafel  VI  enthält  die  Kolonne  der  /,,  Tafel  VII  die  Kolonne  der 
lebenslänglichen  Invaliditätsrenten  ""'a^.^)  Braucht  man  kurze  Renten 
dieser  Art,  so  ist  die  Summe  im  Zähler  von  (99)  mit  den  entsprechend 
abgekürzten  Invalidenrenten  zu  bilden. 

Nach  den  Grundlagen  jener  Tafeln  hat  beispielsweise  die  lebens- 
längliche Invaliditätsrente  eines  30-jährigen  Aktiven  den  Wert 

^%o  =  2,281993. 

1)  Bei  der  geringen  Änderung  der  Invalidenrente  mit  dem  Alter  führt 
diese  Annahme  gegenüber  der  früheren  zu  sehr  wenig  abweichenden  Re- 
sultaten. 

2)  Entnommen  der  bereits  zitierten  Schrift  von  0.  Dietrichkeit. 


11.  Äbaiüiiiitt,     Prämien 


481 


242.  KapltalTerslctLorung  für  den  InTallditätsfoU,  Das 
Kapital  1  werde  fällig  am  Ende  jenes  Versicheruugsjahres^  iu  welchem 
ilie  aktive  Person  (a:)  iüTalid  wird* 

Der  Wert  dieser  VersicheruDg,  '"^j;^  ist  analog  einer  Todesfall- 
versicherung, mit  dem  Unterschiede,  daß  au  die  Stelle  der  Itableu  d^ 
der  Gestorbenen  die  Zahlen  J^  der  invalid  Gewordenen  treten*  Man 
hat  also: 


'U. 


Mit  den  Daten  der  Tafel  VI  berechnet  eich  beispielsweise 


I 


IL  Ahäclinitt    PrämieiL 
§  1.    Einmalige  and  JalireBprämien. 

243.  Allgemeine  Kennseichnuug  des  Tersioberungs- 
geschäfteB*  Das  VersicheruxigsgeschUft  besteht  m  einem  Austausch 
von  Versicbeniiigswerten  gegen  Barwerte  oder  von  Veraieherungs- 
werteii  gegeneinander.  Von  Nebeuumstitnden  abgesehen  liegt  dem 
Geschiifte  als  ohersies  Prinsip  die  GhidiwertigkeU  der  Taust-hobjeläe 
zugrunde. 

Der  Versicherer  gewährt  die  Versicherung  ^  worunter  Anwart- 
schaften jeglicher  Art  verstanden  werden  sollen,  gegen  emmalige  oder 
fortgesetzte  FrümimMihlmuf  des  Vermhetunfßnehnm*s. 

Über  den  abgeschlossenen  VerskhirxiHißverirag  wird  dem  Ver- 
sicherungsnehmer eine  Urkunde ^  die  Polke,  auegestellt,  welche  die 
beiderseitigen  Verpflichtungen  genau  feststellt  und  die  Bedmgiiwjen 
ajigibt,  unter  welchen  der  Vertrag  bis  ku  seiner  Äbwickluiig  auf- 
recht bleibt. 

Die  Äitt^J^bestimmimg  der  Prämienzahlungen  der  Versicberungs- 
nehmer  besteht  darin^  die  Mittel  aufzubringen^  welche  den  Versicherer 
zur  Einlösung  aller  Übernommenen  Fi^rs/cA^mAt^^erpflichtungeu  in  den 
Stand  setzen, 

L  Außerdem  aber  haben  sie  mehi-^re  M*f^?^beatimmungen  zu  er* 
füllen j  als  die  Deekimg  der  mit  dem  Abschlüsse  und  der  dauernden 
Verwaltung  der  Versichemiig  verbundenen  Kosten  ^  die  Bildung  ver- 
schiedener Hücklagen,  dazu  bestimmt^  das  Unternehmen  gegenüber 
den  unvermeidlichen  Fluktuationen  der  maiigebenden  Faktoren  sicher 


I 


Der  Anteil  der  Präraiej  welcher  der  Hauptbeetimmuiig  dient, 
heißt  Netfopmmie'^  seine  Ermittelung  ist^  sobald  einmal  die  Gnmd- 
lageu  gewälilt  sind,  eine  rein  versicherungsraathematische  Aufgabe. 

Der  den  Nebenbestimmungen  dienende  AnteÜ  der  gezahlteB 
Prämien  heißt  kurzweg  Zuschlag*^  er  wäre  zu  gliedern  in  einen  Zu- 
schlag für  die  emtm  Unkosten  (Alvqnigitionskosten:  AbschluBproTision, 
ärztliche  Untersuch  ung,  Ausfertigung  der  PoUee),  einen  für  die  dauern- 
den Unkosten  (Regiekosten:  Inkasso,  Verwaltung,  Steuern)  und  einea 
dritten  zur  Bildung  von  Rücklagen  (Extrafonds:  Sicherheitsfondsj 
Kursschwan kuugsfonds  etc.).  Bei  der  Feststellung  der  Zuschläge 
kommen  neben  veraiehemngäteckuisehen  auch  kommerzielle  Rück- 
sichten zur  Geltung;  eine  allgemein  giltige  Theorie  ihrer  Bemessung 
kann  daher  nicht  gegeben  werden. 

Die  nm  den  Zuschlag  erhöhte  Nettoprämie  heißt  Brutto-  oder 
Tarif  prämier  sie  ist  in  den  Tarifen  ver/eiehnetj  auf  Grund  deren  die 
Vertrüge  abgeschlossen  werden. 

Aus  den  Prämien  und  etwaigen  Policengebiihren,  femer  aus  den 
durch  Veranlagung  disponibler  Summen  (in  VVertp  spie  reu,  Immobilien^ 
Hypothekardarlehen,  Darlehen  auf  die  eigenen  Policen  etc.)  erzielten 
Zinserträgen  setzen  sich  die  Einnahmen  einer  Versichernngsunter- 
nebmung  zusammen.  Die  Auüf/nben  bestehen  der  Hauptsache  nach 
in  den  ausgezahlten  Versicherungssummen,  den  Verwaltungsanslagen 
im  weitesten  Sinne  imd  in   der  eventuellen  Gewinnausscliüttung.  M 

Quellen   des   Gewinnes    (oder  auch  des  Verlustes)  liegen  m  der  " 
Wahl  der  Grundlagen;  Sterbetafeln  od.  dgl.  und  Zinsfuß,  und  in  der 
Bemessung  der  Zuschlüge. 

244.  Hetta-  und  Bruttoprämlen.  Der  Zusammenbang  zwischen 
der  Tersicherungstechnisch  festgesetzten  Nettoprämie  P  und  der  Brutto- 
prämie  P'  wird  in  der  Regel  eine  der  folgenden  Formen  aufweisen: 

i"=-P{l  +  x)  (1), 

P'^'F  +  c  (2; 

P'  =  P(l  +  x)  +  c,  (3) 

Iiu  Falle  (1)  ist  der  Zuschlag  xF  zur  Nettoprämie  dieser  selbst  pro-^ 
portioual  und  beträgt  lOOx  Prozent  derselben.     Im  Falle  (2)  ist  er 
von    der   Höhe    der  Nettoprämie   imabliängig.     Im   Falle  (3),    wo   er 
)e  P  +  c  beträgt,  setzt  er  sich  aus  einem  der  Nettoprämie  proportionalen 
imd  einem  konstanten  Teile  zusammen.  M 

Die   Größen  x^  c  werden   im   allgemeinen   vom  Beitrittsalter  ab-  ■ 
hängig  sein,  etwa  so,  daß  sie  mit  größeren  Altersabschnitten  variieren. 

Häufig  drückt  man  den  Zuschlag  als  Bruchteil  der  BnittoprÜraie 
ans;  alsdann   schreibt  sich  der  Zusammeubang  zwischen  ihr  und  der 


Nettoprämie; 


F^P+uP\ 
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'e^TSsatÄ,  der  mit  jenem  (1)  überemstiiiimt,  iind  zwar  ist  daan 


"Bei  der  Wertheatimmiing  des  Faktors  a  sollte  derselbe  in  zwei  Teile^ 
a^,  {i^j  zerlegt  werden,  derart^  daß  tqP  die  ersten,  u^F  die  dauenideii 
Unkosten  deckt').  Die  Praxia  pflegt  sieh  an  diese  Unterscheidung 
nicht  zu  halten  und  den  Zuschlag  als  Ganzes  in  der  Regel  in  Pro- 
zenten der  Nettopräniie  nach  gewissen  ErfahningsgrujidaHta:en  h^i- 
zustellen.  Bei  AktiengeseUschaftan  gestaltet  sich  der  Zuschlag  bei 
ein  nnd  deri^elben  Yersicheningsart  Terechieden,  je  nachdem  die  Ver- 
Bicheriing  mit  oder  ohne  Beteiligung  an  dem  erzielten  Gewinne  ab- 
geschlossen wird. 

Die  Bestimmung  der  Nettopritmien  erfolgt  in  der  Weise^  daß  sie 
in  ihrer  Gesamtheit  und  bei  lortgesetzter  Yerzinanng  nach  dem  zugrtmde 
gelegten  Zinsfuße  gerade  ausreichen,  die  successive  fällig  werdenden 
Tersichemngssunimen  anszuzahlen,  vorausgesetzt,  daß  die  versicherten 
Massener&cheinungen  genau  bo  yerlaulen,  w-ie  es  den  adoptierten  sta- 
tistischen Grundlagen  (Sterbetafeln,  Invaliditätstafeln  etc.)  entspricht. 

Eine  anliattende  Abweichung  von  diesem  Verlaufe  kann^  je  nach 
der  Versichemngsart,  die  Gebarung  in  einem  für  die  Unternehmung 
gür.stigen  oder  ungünstigen  Sinne  beeinflussen.  So  wird,  wenn  das 
Absterben  rascher^  mit  stärkerer  Intensität  vor  sich  geht,  als  es  der 
Tafel  entspricht,  wenn  also  Uben^terhÜcftleit  anhält,  die  Todesfall  Ver- 
sicherung ungünstig  beeinflußt  sein,  weil  die  Summen  rascher  fällig 
werden,  als  die  Rechnung  es  annimmt;  für  die  Renten  Versicherung 
dagegen  wäre  eine  solche  Erscheinung  günstig,  w^eil  sie  gegenüber 
der  Rechnung  ein  rascheres  Ablaufen  der  Renten  zur  Folge  hätte. 
Gerade  umgekehrte  Wirkungen  würde   Uniersierhlichkeä  äußern. 

Es  wäre  eine  Wahl  der  statistiachen  Grundlagen  denkbar,  die 
die  Anbringung  von  Zuschlägen  an  den  Nettoprämten  entbehrlich 
inachte,  indem  der  aus  den  (günstigen)  Abweichungen  fließende  Ge- 
winn zur  Deckung  aller  Übrigen  Erlbrdernisse  ausreichte.  Praktisch 
wird  dies  aber  nicht  geübt;  vielmehr  erfolgt  die  Wahl  zwar  mit  Vor- 
sicht^  aber  doch  so,  daß  der  wirkliche  Verlauf  dem  rechnimgsinäßigen 
möglichst  nahe  kommt. 

246.  Einmalige  Främl«.  Der  Versichernngänehiuor  kann  eine 
Versicherung  dadorub  erwerben,  daß  er  gleich  beim  Abschluß  den 
ihr  entsprechenden  Betrag  erlegt^  der  als  einmalige  Prämie  bezeichnet 
wird.  Man  nennt  diesen  Vorgang  auch  die  kapUulische  Begrimlung 
einer  Versicherung. 

Außer  dieser  praktischen  Bedeutung  kommt  der  einmaligen  Prämie 
in  der  ganzen  Versicbernngsrechnung  große  Wichtigkeit  %i\* 

1)  YgL  G.  DohlmaDO,  Encjkl.  der  mathemat  Wiusenscli.  I,  p.  889 ff.; 
€.  Laztdrd,  Matliem-tecbti.  Kapitel  etc.,  p.  ISlIf. 
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Wenn  im  folgenden  von  Prämie  kurzweg  gesprochen  wird,  so 
soll  darunter  die  Nettoprämie  verstanden  werden.. 

Diese  Bemerkung  vorausgeschickt,  kann  der  fundamentale  Satz 
ausgesprochen  werden: 

Die  einmalige  Prämie  für  eine  Versickerung  ist  dem  Werte  de 
letzteren  gleich. 

Mit   der   im   ersten  Abschnitte   erfolgten  Bestimmung  der  Vet 

sidierungswep'ie  ist  demnach  auch  schon  die  Berechnung  der  einmdlige^m 
Prämien  erledigt. 

Es  ist  also  beispielsweise  die  einmalige  Prämie: 

1)  für    eine    auf   n    Jahre    lautende    Erlebens  Versicherung   d^^ 
Person  (x): 

E  =^?^±^ 

[Nr.  207,  (3)]; 

2)  für  eine  sofort  beginnende  Postnumerando-Leibrente: 

N 


[Nr.  209,  (7)]; 

3)  für  eine  nach  n  Jahren  beginnende,  dann  bis  zum  Ableben 
währende  Rente: 


[Nr.  210,  (8)1; 

4)  für  eine  lebenslängliche  Todesfall  Versicherung: 

Ä  -^ 

[Nr.  214,  (18)];  hierbei  ist  Auszahlung  am  Ende  des  Sterbens- 
versicherungsjahres vorausgesetzt;  bei  sofortiger  —  d.  h.  bald- 
möglichster —   Liquidierung  sollte  die  Prämie  -4^  (1  +  g )  betragen 

[Nr.  225,  (49)].  Indessen  wird  die  Todesfallversicherung  auch  dann 
mit  dem  obigen  Betrage  bewertet,  wenn  sie  in  kürzester  Frist  aus- 
bezahlt wird;  der  dadurch  entstehende  Ausfall  wird  aus  den  Zu- 
schlägen gedeckt.  Französische  Gesellschaften  nehmen  ^^(1  +  *) 
statt  A^y  rechnen  also  so,  als  ob  die  Auss^ahlung  am  Beginne  des 
Versicherungsjahres  erfolgte,  in  welchem  der  Tod  eintritt^). 

5)  Für  eine  gemischte  Versicherung  mit  der  Distanz  von  n  Jahren 
ist  die  einmalige  Prämie 

^'■^ j;^ 

[Nr.  217,  (30)]. 

I)  ti.  Bohlmann,  Encykl.  d.  mathemat.  Wissensch.  I,  p.  880. 
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An  dem  Beispiele  der  lebeiislänglicbeii  Todeafalkersicheniiig  wird 
nachstehend  zifferniäßig  dargetan,  daß  der  dnrch  die  einmaligen 
Prämien  gebildete  Fonds  mit  seinen  Zinsen  gerade  auBreiebt,  uin  alle 
Versicherüngsverpflicbtnngen  zu  decken.  Der  Tabelle  liegt  die  Tafel  111 
zugrunde.  Es  wird  angenommen,  daß  1273  Personen  des  Altera  von 
90  Jahren  (so  yiele  fahrt  die  Tafel  bei  diesem  Alter  an)  sich  anl 
das  Kapital  1  gegen  Einzahlung  der  aus  diesen  Gnind  lagen  berechneten 
einmaligen  Prämie  0,90981  Teraicherm  Der  so  gebildete  Fonds 
per  1158^19  trägt,  zn  S^%  angelegt,  bis  zum  ScHuase  des  ersten 
Versichernngsjahres  40^53  an  Zinsen,  erreicht  alio  die  Höhe  1198J2; 
dadurch,  daß  nun  fiir  die  in  diesem  Jahre  vorgefallenen  402  Todes- 
fälle die  Versicherungssumme  ausbezahlt  wird,  sinkt  er  auf  796Jf, 
den  Fonds  am  Beginne  des  zweiten  Jahres.  So  geht  dies  fort;  am 
Ende  des  zwölften  Jalxrea  ist  der  Fonds  auf  1  reduziert,  mit  welchem 
Betrage  die  Versichernngssumme  für  den  leteten  Todesfall  gedeckt 
ist;  nach  ihrer  Aus2^alduug  ist  der  Fonds  zur  Gänze  erschöpft, 

0«1iariu]g  einer  TmlesfallxTsitlienniir, 

abget^i'hbHKeti  von  1273  Femioeti  im  XU^r  vun  llO  Jahren  auf  da»  Kapital  1 

ge^en  £iuzali1unj£r  der  eimnuli^&n  Prüm!«  0,9üdS1. 


Veniche- 

Foods 

Zinsen 

Fonds 

Schaden- 

Eeit 

runfiyaliT 

am  Begimi 

am  Ende 

zahlimg 

1158,19 

40,53 

1198,73 

40S 

796,72 

706,72 

27,88 

824,60 

i&m 

528,00 

628,eo 

18,fiO 

547,10 

209 

338,10 

338,10 

11,83 

349,93 

144 

205,93 

206,03 

•  7»«1 

213,14 

93 

120,14 

130,14 

4,80 

124,34 

68 

66,34 

mM 

%$% 

88,66 

34 

34,66 

34,ee 

1,23 

35,39 

18 

I7,8il 

17,89 

0,63 

I8,iiä 

10 

8,62 

10 

8,Ö2 

0,81 

8,83 

5 

3^3 

11 

3,83 

0,14 

8,97 

3 

0.97 

12 

i            0,97 

0,03 

1,00 

1 

o,on 

114,81 


I 


1273 


Anf^glicher  Fonds; 
Zugewachsene  Zinsen: 


1158,19 

114,81 


Summe:      127B/Ä. 


■  Bei  der  einmaligen  Prämie  muB  der  Zuschlag  für  die  dauernden 

■  Unkosten  so  bemessen  werden,  daß  er  für  die  ganze  Versicherunga- 

■  dauer  an^^reicht. 

P  249,  Jährliche  Prämienzahlung.    Die  fibliehste  Form  der  Be- 

gründung einer  Versicherung  besteht  in  der  fortgesetzten  Zahlung 
einer  festen  Jahrespramie  P,  entweder  bis  zum  Tode  des  Versiche- 
ruDgsnehmera  oder  längstens  durch  eine  im  voraus  festgesetzte  Reihe 
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\^oii  Jahren,  Dabei  wird  aiigeiioiiuuen^  daß  die  Prämie  am  Beginn!* 
jedeß  Ver&ieLt.*rimgsjahres,  in  welchem  eie  lallig  ist,  voll  zur  Ein^ 
Zahlung  kommt 

Der  Wert  der  Fnlmimzahhmfi  ist  dann  gleich  dem  Werte  einer 
präüumerando  zahlbaren  (lehensläiiglicheii  oder  kur7ea)  Reute  vom 
Jahresbetrage  P,  also  P«,  wenn  a  der  Wert  der  Rente  vom  Jalire^ 
betrage  1  ist 

Ist  Ä  der  Weti  der  betreffenden  Verskhemnffj  so  muß  dem  obersten 
Grundsätze  gemäß 

Pa^A 


sein;  daraus  ergibt  sich  die  jährliche  Prämie: 


(5^ 


Ihre  Bestimmnng  kommt  ako  im  Wesen  auf  die  Division  zweier  Ver- 
sicherungswerte hinaus.  Gleich  wie  die  einmalige,  so  läßt  auch  die 
Jahresprämie  bei  vielen  Versieherungsarteu  eine  Darstellung  lediglich 
durch  Renten  zu. 

247.  Jahrespräime  far  die  Lebensläng^liolie  Todasfallver- 
sicberung^.  Als  Beispiel  einer  eingehenderen  Darstellung  des  Wesens 
der  jährlichen  Prämienzalilmig  möge  die  vollständige  Todesfaüvcr- 
Sicherung  auf  das  Kapital  1  erörtert  iverdenj  es  f^oll  dabei  an  den 
normalen  Fall  der  Auszahlung  —  am  Ende  des  Sterbeversichermigs- 
jahres  —  gedacht  werden 

Die  sofort  beginnende,  bis  Äum  Ableben  währende  Präraienzablung 
ist  eine  vorschüssige  B.ente  vom  Betrage  der  Prämie,  ihr  Wert  also 
Pjf^f  wenn  x  dm  Alter  der  versicherten  Person  ist.  Durch  Ver- 
gleichimg  mit  dem  Werte  A^  der  Versicherung  erhält  man,  der  allg« 
meinen  Formel  (5)  entsprechend, 

Drückt   man  Ä^  ebenfalls   durch  die  Rente  nach  Nr,  213,  (15)] 
auSj  so  ergibt  sich  die  Formel 


die  zur  praktischen  Ausführung  besondei-s  geeignet  ist:  man  hat  von] 
den  reziproken  Pränumerando-Leibrenten  den  Diskont  zu  subtrahieren, j 
Die  Formel  (7)  und  die  soeben  angewendete 

A^=l^,ia^  (7*)1 

weisen  das  Bemerkenswerte  auf,  daß  sie  keine  der  Sterbetafel  ent- 
nommene Größe  enthalten  und  daher  einen  för  alle  Sterbetafeln 
gihigen  Zusammenlmng  zwischen  fi^,  A^j  P^  darstellen,  so  daß,  weim 
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I 

I 

I 
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die  erste  der  drei  Größen  und  der  Zinsfuß  gegeben  sind^  die  beiden 
andern  ohne  Rücksicht  auf  das  Alter  durch  rein  arithmetische  Ope- 
rationen zu  finden  sind.  Auf  diesen  Sachverhalt  gründen  sich 
William  Orchards  1856  veröffentlichte  Tafeln,  deren  eine  zu  jeder 
Reute  die  einmalige  Prüniie  A^^  die  andere  zu  jeder  Rente  die  Jahres- 
prämie  F^  zu  bestimmen  gestattet  für  die  gangbaren  Prozentsätze; 
diese  Tafeln  sind  bei  allen  statistischen  Grundlagen  anwendbar*). 

Man  kann  sich  den  Zusammenhang  zwischen  einmaliger  und  jähr- 
licher Prämienzahlung  auch  iu  folgender  Weise  veranschaulichen.  Die 
Person  (x)  sollte,  um  für  ihren  Todesfall  das  Kapital  1  zu  versichern, 
A^  auf  einmal  erlegen^  sie  kann  sich  statt  dessen  verpflichten,  am 
Beginne  jedes  Veraicherungsjahreß  den  jährlichen  Zins  von  A^  voraus 
zu  entrichten  j  dessen  Betrag  (lA^  ist,  A^^  selbst  aber  von  der  ver- 
sicherten Summe  bei  deren  Auszahhmg  in  Abzug  bringen  zu  lassen- 
Bann  ist  (x)  durch  die  jährliche  Prämie  dA^  auf  das  Kapital  l—A^ 
versichert^  und  es  bleibt  nur  die  Frage  nach  der  jährlichen  Prämie  P^ 
zu  beantworten,  durch  welche  (x)  die  Versicherung  auf  das  Kapital  1 
erlangt;  diese  aber  ergibt  sich  aus  der  Proportion: 


I 


aus  welcher 


i>,:riA=l:(l-4J, 


folgt;  dies  geht  aber  in  (6)  Über,  wenn  man  beachtet,  daß  nach  (7*) 
1  —  ^^  =  da^  ist. 

Das  folgende,  dem  in  Nr.  245  vorgeführten  analoge  Beispiel 
bringt  ziffenuäßig  den  Nachweis,  daß  die  snccessive  eingezahlten 
Jahresprämien  nebst  ihren  fortlaufenden  Zinsen  wirklich  ausreichen, 
um  die  versicherten  Summen  zu  decken.  Als  Grundlage  dienen  die 
Daten  von  Tafel  III*  1273  Personen  im  Alter  von  90  Jahren  schließen 
gleichzeitig  Todesfallversicherungeu  gegen  die  jährliche  Prämie  0,34116 
ab;  der  durch  die  erste  Einzahlung  entstandene  Fonds  per  434^30 
wächst  im  Laufe  des  ersten  Jahres  um  die  3|^%  ig^ß  Zinsen  per  15,19 
auf  449j49  an,  vermindert  sich  aber  am  Schlüsse  desselben  durch  die 
Auszahlung  von  402,  verursacht  durch  die  402  Todesfälle  dieses  Jahres, 
auf  47,50*  Dies  der  Anfangäfouds  des  zweiten  Jahres»  der  sich  sofort 
dorch  die  Einzahhmgen  der  871  Überlebenden  auf  344,65  und  dann 
im  Laufe  des  Jalires  um  die  Zinsen  auf  356,71  erhöht,  um  sodann 
durch  die  Auszahlungen  auf  60,71  zu  sinken  u.  s.  f.  Am  Schlüsse  des 
zwölften  Jahres  ist  der  Fonds  auf  1  reduziert  und  reicht  nun  gerade 
hin,  den  letzten  Todesfall  auszuzalden. 


l)  Tgl  Text-Book  H,  p.  U7tf. 
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Gebarung  einer  Todesfallversieherang, 

abgeschlossen  von  1273  Personen  im  Alter  von  90  Jahren  auf  das  Kapital  1 

gegen  Zahlung  der  jährlichen  Prämie  0,34116. 


Versiche- 
runggjahr 

Fonds 

j 
Prämien- '       Zu-          „. 

Fonds 

Schaden- 

1 

am 
Beginn 

einnähme    sammen        *°*  ^ 

am 
Schiasse 

zahlnng 

Best 

1 

0,00 

434,80        434,30     j      15,19 

449,49 

402 

47,50 

2 

47,50 

297,15        344,65 

12,06 

356,71 

296 

60,71 

3 

60,71 

196,17    :    256,88 

8,98 

265,86 

209 

56,86 

4 

56,86 

124,87        181,73 

6,36 

188,09 

144 

44,09 

5 

44,09 

75,74    ,    119,83 

4,19 

124,02 

93 

31,02 

6 

31,02 

44,01    1      76,03 

2,63 

77,66 

58 

19,66 

7 

19,66 

24,22    .      43,88 

1,54 

45,42 

34 

11,42 

8 

11,42 

12,62    ,      24,04 

0,84 

24,88 

18 

6,88 

9 

6,88 

6,48          13,36 

0,47 

13,83 

10 

3,83 

10 

3,83 

8,07            6,90 

0,24 

7,14 

5 

2,14 

11 

2,14 

1,87 

3,51 

0,12 

3,63 

3 

0,63 

12 

0,63 

0,34 

0,97 

0,03 

1,00 

1 

0,00 

1210,34 

52,66 

1273 

Prämieneinnahme :            1210,34 

Zugewa 

chsene  Z 

insen: 

52,66 

Summe:     1273,00. 

Wemi  ein  anderer  Liquidationsmodus  des  versicherten  Kapitales 
als  der  normale  vereinbart  ist,  so  sollte  die  Jaliresprämie  eine  Ab- 
änderung —  Erhöhung  —  erfahren;  doch  wird  hiervon  meist  Umgang 
genommen  [s.  Nr.  245,  4)].  Nur  zur  Beurteilung  des  Einflusses  seien 
einige  Zahlwerte  angeführt.  Bei  jährlicher,  semestraler,  sofortiger 
Auszahlung  beträgt  die  Jahresprämie  für  eine  35-jährige  Person  nach 
Tafel  III  (s.  Nr.  224—225)  beziehungsweise 

0,02068,    0,02086,    0,02104, 

so  daß  bei  1000  JC  versichertem  Kapital  eine  Prämie  von 

20  JC  68  A,      20  JC  86  a,      21  JC  ^  \ 

zu  zahlen  wäre. 

248.  Einige  Beispiele  von  Jahrespr&mien.    Das  in  Nr.  246 

erläuterte  allgemeine  Prinzip  der  Bestimmung  der  jährlichen  Prämie 
wird  im  nachfolgenden  auf  einige  wiclitige  Versicherungsformen  zur 
Anwendung  gebracht. 

1)  Jahresprämie  für  eim  um  n  Jahre  aufgeschobene  Leibrente  1, 
zahlbar  ivälirend  der  Aufschubzeit  ( Alter srenU*). 

Der  Wert  der  Versicherung  ist 


rt.= 


IK 
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der  Wert  der  Prämien 


daraus  ergibt  sich 


K-K  +  n 


K^n 


''  ^x-K^n 


(«) 


Beispielsweise  ist  nach  Tafel  UI 

p 80  889,8  __  n  1  P%9A9 

180^80  -  62ri99  -  80  839,8  ~  ^^^^^^^^ 

SO  daß  für  eine  Rente  von  500  cf(  durch  30  Jahre  76  J6  21  \  jähr- 
hch  zu  zahlen  wären. 

2)  Jahresprämie  für  eine  Erlebensversi^Jierung. 

Ist  (x)  auf  das  Kapital  1^  zahlbar  nach  n  Jahren  im  Erlebens- 
falle, versichert,  so  ist 

der  Wert  dieser  Versicherung;  soll  die  jährliche  Prämie  P^.  durch  die 
Versicherungsdauer  gezahlt  werden,  so  ist  der  Wert  hiervon 

N^—N^  +  n 
Px'  I  n^x  =  Px Jj^ 5 

folglich  ist 

-^^x        ^^x  +  n 

Beispielsweise  hat  man  nach  Tafel  III 

10^20  =  1025  625-621199  =  ^,079008; 

für  ein  Kapital  von  10000  dC  wäre  also  durch  10  Jahre  die  jährliche 
Prämie  von  790  c/(  8  A  zu  bezahlen.  Legte  die  Person  die  Prämien, 
statt  sie  in  der  Versicherungsanstalt  einzuzahlen,  in  einer  Sparkasse 
auf  Zinseszins  an,  so  erhielte  sie  bei  Vollendung  des  30.  Lebensjahres 
9592,75  c//jf;  durch  die  Versicherung  sind  also  417,25  JC  gewonnen. 

3)  Jahresprämie   für    eine   TodesfaUversicIierung    bei    abgelürzter 
Prämienzaldung. 

Soll   die   Prämienzahlung   bei    dem  Alter   t   aufhören,   so    steht 
dem  Werte 

.    A  =^ 
der  Versicherung  der  Wert  der  Prämienzahlung: 
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gegenüber;  die  erforderliche  Prämie  ist  also 


^.=  v^-  (10) 


Für  einen  So-jährigen  z.  B.  beträgt  dies^  wenn  die  letzte  Prämie 
bei  Antritt  des  70.  Jahres  gezahlt  werden  soll,  nach  Tafel  III 

'85^»5  =  474  131-25"527;8  =  ^,02186, 

so  daß  bei  1000  c/f(  versichertem  Kapital  die  jährliche  Piämie 
21  J6  86  \  ausmacht  (vgl.  Schluß  von  Nr.  247). 

4)  Jahresprämie  für  eine  Todesfallversicherung  hei  n-jähriger  Karem 
und  Uhenslängliclier  Prämienzahlung, 

Der  Wert  der  Versicherung  ist 

Ä     x-\-n 

der  Wert  der  Prämienzahlung 

P  .  a  =  ^*  P  • 

■'■  X     **x  J)     ^xl 

mithin  ist 

p.--^-  (11) 

Bei  10-jähriger  Karenz  ist  beispielsweise  nach  Tafel  III: 
^»5  =SSi=  0,01639. 


5)  Jahresprämie  für  eine  kurze  Todes faUversicherung ,  zdlübar  Vis 
zum  Tode,  längstens  durch  die  Versicherungsdauer, 
Beträgt  diese  n  Jahre,  so  ist 


der  Wert  der  Versicherung  und 

^x'   fflx  "^  ^x  J) 

der  Wert  der  Prämienzahlung;  daraus  folgt 


Px^-^J^V-'-'  '  (12) 


A^-JNT, 


X  +  H 


Bei  dieser  Versicherung  kommt  das  Kapital,  wenn  der  Tod  inner- 
halb n  Jahren  erfolgt,  am  Ende  des  Sterbejahres  zur  Auszahlung. 

Die  Versicherung  kann  aber  auch  so  abgeschlossen  werden,  daß 
das  Kapital  zu  bestimmtem  Termin,  also  nach  n  Jahren  ausgefolgt 
wird,  vorausgesetzt,  daß  die  versicherte  Person  vorher  starb.  Unter 
dieser  Voraussetzung  ist  der  Wert  der  Versicherung 
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der  Wert  der  Prämienzahlung  derselbe  wie  vorhin,  die  Prämie  also 

P.^'^GP-^'-  (13) 

6)  Jahresprämie  für  eine  gefnischte  Versicherung, 
Die  Versicherungsdauer  betrage  n  Jahre,  und  dies  sei  auch  die 
längste  Dauer  der  Prämienzahlung.     Laut  Nr.  217  ist 

>4     — .  '  Jf  +  n    '         x-tn  <  Jl     „ 

A^ B =  1  -  d\ji^ 

•^x 

der  Wert  der  Versicherung,  jener  der  Prämienzahlung  beträgt 

^x  \n^x         ^x  1)  ? 

^x 

die  Prämie  hat  also  den  Ausdruck 

^x-      -jsr_iv:  ^-  K'^'^) 

X  x  +  n 

oder 

P.--\-d.  (15) 


In  der  ersten  Form  erscheint  sie  als  Summe  der  Prämien  für  eine 
kurze  Todesfall  Versicherung  und  eine  Erlebens  Versicherung;  die  erste 
Komponente  hätte  eine  Abänderung  zu  erfahren,  wenn  im  Todesfälle 
das  Kapital  sofort  zur  Auszahlung  käme;  man  sollte  dann  die 
Prämie  mit 

x  +  n/^      I      'X^i  x  +  n 


x  +  n 


bemessen;  indessen  wird  hiervon  wie  bei  der  reinen  Todesfall  Versiche- 
rung abgesehen. 

Tafel  V  enthält  in  der  Kolonne  P  die  Jahresprämien  fQr  die  ge- 
mischte Versicherung  zu  den  Schlußaltem  55,  60,  65,  70,  80  auf 
Ghrund  der  Sterbetafel  M  und  WI  der  23  deutschen  Gesellschaften  und 
des  Zinsfußes  3j7o-  -^^  ^^^  beispielsweise  eine  30-jährige  Person, 
welche  die  Versicherung  auf  1000  dC  zum  65.  Lebensjahre  abschließt, 
23,2  (yiC  an  jährlicher  Prämie  zu  zahlen. 

7)  Jahresprämie  für  eine  Versicfierung  mit  bestimmter  VerfaUzeit. 

Nach  Nr.  218  ist  der  Wert  einer  derartigen,  auf  n  Jahre  ab- 
geschlossenen Versicherung 

Cm  üb  er,  WiiAnciie/niiohkeitarechnnng.  ^"1 
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wird  jährliche  Prämienzahlung   bis  zum  Tode  oder  längstens  durch 
n  Jahre  bedungen,  so  ist  deren  Wert 

^x'\rflx^  Px  J)^        ; 

die  Prämie  hat  also  zu  betragen 

Diese  Versicherung  ist  die  Umkehrung  der  Versicherung  auf  eine 
kurze  Rente  gegen  einmalige  Prämie,  nur  daß  letztere  von  der  Ver- 
sicherungsanstalt und  am  Schlüsse  der  Versicherungsdauer  gezahlt  wird. 

8)  Prämie  für  eine  gegenseitige  Überlebensrente y  zahlbar  durdt  die 
Dauer  der  Verbindung, 

Der  Wert  der  Rente  für  die  Verbindung  {x),  (y)  ist  (Nr.  229) 

der  Wert  der  Prämienzahlung 

P  '  ^xyy 

die  Jahresprämie  also 

«x  +  «y 


P  =  ^^^-?^~2.  (17) 


xy 


Nach  dem  in  der  zitierten  Nummer  gerechneten  Beispiel  ist 

•    a3o,45  =  14,023 

a,,  =  19,441 

a^  =  15,706, 
folglich 

^  =  Ii:5S- 2  =  0,50638. 

9)  Jahresprämie  für  eine  einseitige  Überlebensrente,  zählbar  durd 
die  Dauer  der  Verbindung  (Witwen-  und  Waisenpension). 
Aus  dem  Werte  der  Rente: 

%\x  =  (^x-^xy 

und   dem  gleichen  Werte  der  Prämienzahlung  wie  vorhin  berechnet 
sich  die  jährlich  zu  zahlende  Prämie 

P  =  ^-l.  (18) 

xy 

Ein  Ehepaar,  der  Mann  45,  die  Frau  30  Jahre  alt,  hätte  also  durch 
die  Zeit  seines  Zusammenlebens  eine  jährliche  Prämie  von 

P  =  800  (1^  -  l)  =  800  .  0,38636  =  309,09  J6 
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za  erlegen^   damit  der  Frau  nach  dem  eventaell  früher  erfolgenden 
Tode  des  Mannes  eine  Leibrente  von  800  jfC  zufalle. 

10)  Jahresprämie  für  eine  gegenseitige  Überlebensver Sicherung,  zahlbar 
durch  die  Dauer  der  Verbindung. 

Aus  dem  Werte 

der  Versicherung  [Nr.  233,  (69)  |  und  dem  Werte 

der  Prämienzahlung  folgt 

P  =  ^-  -  (?.  (19) 

xy 

11)  Jahresprämie  für  eine  einseitige  Überlehensversicherung,  zaMbar 
durdi  die  Dauer  der  Verbindung, 

Nach  der  in  Nr.  237  entwickelten  Näherungsformel  (76)  wäre 

y 

der  Wert  der  Versicherung,  dem  Pa^^^  als  Wert  der  Prämienzahlung 
gegenübersteht;  daraus  ergibt  sich 

P  =  J-  +  ^\y---i-i.  (20) 

z  y  y  X  y 

Benützt  man  aber  die  strenge  Formel  (77)  für  -4»   ,  so  wird 

Dem  an  der  angezogenen  Stelle  gerechneten  Falle  zufolge  ergäbe 
sich  als  Jahresprämie  für  die  Verbindung  einer  35-jährigen  mit  einer 
25-jährigen  Person,  wenn  das  Kapital  1  am  Ende  des  Sterbejahres 
der  ersten  zur  Auszahlung  kommen  soll,  falls  die  zweite  sie  überlebt, 
nach  Formel  (20): 

^  =  X  =  0^013711, 


nach  Formel  (21) 

P  = 

16,264 


^  =  tJS!  =  0,014510. 


12)  Jahresprämie  für  eine  Invaliditätsrente,  zahlbar  durch  die 
Dauer  der  Aktivität. 

In  Nr.  241,  (99)  ist  der  Wert  der  Invaliditätsrente  für  einen 
j:-jährigen  Aktiven  mit 

\i^x-¥n   ^*  +  n+l 
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bestimmt  worden;  der  Wert  der  Prämienzahlung  ist  nach  Formel  (92) 
in  Nr.  239  durch 

P  '""a  ==  P  ^^^ 
'       *         *  n(«) 

bestimmt;  daraus  berechnet  sich 

Sind  die  Invaliditäts-  und  die  Aktivitätsrenten  selbst  gegeben, 
so  ergibt  sich  P^  mittels  Division  von  ""'a^  durch  "a^.  Mit  HiKe  der 
Tafeln  VI  und  VII  findet  man  beispielsweise  die  zur  Begründung 
einer  Invaliditätsrente  von  600  <//(  erforderliche  Jahresprämie  eines 
30-jährigen  Aktiven: 

P30  =  600  .  /gglßg^  ==  600  .  0,13462  =  80,77  J(, 

249.  Untexj&hzige  Prämienzahlung.  Um  dem  Versicherungs- 
nehmer die  Abtragung  seiner  Verpflichtung  gegenüber  dem  Versicherer 
noch  weiter  zu  erleichtem,  wird  die  ratenweise  Bezahlung  der  Jahres- 
prämie gewährt;  allerdings  erfordert  dies  eine  Erhöhung  der  jährlichen 
Zahlung  gegenüber  der  normalen  Jahresprämie,  die  unter  der  Voraus- 
setzung gerechnet  ist,  daß  sie  jedesmal  am  Beginne  des  Versicherungs- 
jahres voll  erlegt  wird. 

Betrachtet  man  z.  B.  bei  der  Todesfallversichenmg  die  im  Sterbe- 
jahre noch  nicht  bezahlten  Prämienraten  als  gestundet  und  bringt  sie 
bei  Auszahlung  des  versicherten  Kapitales  in  Abzug,  so  besteht  die 
einzige  Folge  der  unterjährigen  Prämienzahlung  in  einem  Zinsverlust, 
der  durch  eine  entsprechende  Erhöhung  der  jährlichen  Zahlung  herein- 
gebracht werden  muß. 

Es  sei  P  die  normale,  P^'"^  die  in  m  gleichen  Raten  zahlbare 
Jahresprämie.  Die  letztere  ergibt  sich  aus  der  Erwägung,  daß  die 
auf  den  Jahresbeginn  diskontierten  Raten  zusammen  die  normale 
Prämie  P  ergeben  müssen;  die  Diskontierung  vollzieht  man  dabei  zu 
einem  höheren  Zinsfuße  i'  als  demjenigen,  der  sonst  zur  Grundlage 
genommen  ist.     Man  hat  also  den  Ansatz: 

p{rn)\-  1  i  ^^^1 


^<'")    1  -  V 

1 

m                1 

w                  1 

1  —   V'" 

(i+»r-i 
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aus  welchem  eich 


pt"»)  ^  ^ 


_     _Ji^)_ 


T  ^  (23) 

fi'  (1  -\-  o" 

Bleibt.    Bei  Aiireclmung  von  6  %  Verzugszinsen  wegen  der  ratenweisen 
PrämienzaliluQg  liefert  diese  Formel  die  Ansätze: 


PW  =  1,015  P, 

PW  =  1,022  P, 

P(»)  =  1,026  P, 

p  =  p(-)  =  1,029  P; 


(24) 


es  variiert  also  der  Zuschlag  zur  normalen  Prämie  zwischen  1^  und 
3%  der  letzteren. 

Um  beispielsweise  in  strenger  Rechnimg  die  in  Vierteljahrsrateji 
zahlbare  Prämie  zu  finden^  die  eiue  3o-jährige  Person  für  die  lebens- 
längliche Todesfall  Versicherung  aof  lOfKX)  <:S  bei  sofortiger  Liqui- 
dierung des  Kapitales  zahlen  müßte,  bat  man  die  am  Schlüsse  von 
Nr.  247  mit  210  ^fl  40  a  ermittelte  normale  Prämie  mit  1,022  zu 
multiplizieren;  dies  gibt  215  t/C  03  ä.  Das  wäre  die  Nettoprämie; 
wird  auf  diese  ein  12%-iger  Zuschlag  erhohen,  so  beträgt  die  Jahres- 
bruttoprämie  240  ^S  88  ^\,  die  Quartalsrate  also  60  ^JC  21  Ä. 

Man  kann  die  unterjährige  Prämienzalilnng  auch  in  dem  Sinne 
Yerstehen,  daß  in  jenem  Jahre ^  in  welchem  der  Tod^  die  Invalidität 
od,  dgL  eintritt,  nur  die  vor  diesem  Ereigniü  fälligen  Katen  bezahlt 
werden;  die  Prämienzahlung  ist  dann  als  eine  an  die  Anstalt  gezahlte 
if«-tel-R.ente  zu  behandeln.  Hiemach  ist  die  in  m  Katen  zahlbare 
Jahresprämie  für  eine  Todesfall veraiehening: 


Pim)  _  4e_ 


für  eine  InTaliditätsver Sicherung: 


a^{m) 


(25) 


(26) 


Als  erstes  Beispiel  für  derlei  strenge  Rechnungen  diene  die  Be- 
ininng  der  quartaliter  zahlbaren  Jahresprämie,  die  eine  35-jährige 
Person  für  eine  Todesfallversicbemng  per  10  WK)  ^  f(  zu  zahlen  hätte, 
wenn  das  Kapital  unmittelbar  nach  dem  Ableben  zu  liquidieren  ist; 
als  Grundlage  soll  Tafel  HI  verwendet  werden. 

Es  ist  für  das  Kapital  1 

pw  =  ^  - 

nun  hat  man  nach  Nr.  225^  ("i^)' 

I^  =  1,0175^30  -  1,0175  *  0^7949  =  0,ä861S, 
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und  nach  Nr.  220,  (39): 

af^^  =  1,000091  a^  -  0,38042 

=  1,000091  •.  18,349  -  0,38042 

=  17,97025; 
daher  ist 

^b  -  17,97025        ^^^^A^y? 

die  zu  zahlende  Nettoprämie  beträgt  also  214  ofC  90  *\  (vgl.  Schluß 
von  Nr.  247). 

An  zweiter  Stelle  soll  die  monatlich  zahlbare  Jahresprämie  be- 
stimmt werden,  die  ein  40 -jähriger  Aktiver  für  eine  Invaliditäts Ver- 
sicherung von  500  ofC  nach  den  Grundlagen  der  Tafeln  VI  und  VII 
zu  zahlen  hätte. 

Für  die  Rente  1  ist 

ai 
P(12)  _        "40  . 

*40 

Tafel  VII  gibt  unmittelbar 

«'a^  =  3,192553; 

mit   Hilfe    der   Tafel  VI    und    der   Näherungsformel  (35),   Nr.  21*^ 
ergibt  sich 

Ml^)  =  «a^^  _  0,45833  =  13,61271  -  0,45833  =  13,15438; 
es  ist  also  qiQo^M 

die  zu  zahlende  Prämie  beträgt  demnach  121,35  o^,  die  Monatsrate 
10  Jl  11  A. 

§  2.    Veränderliche  Prämien. 

250.  Allgemeines  über  variable  Prämien.  Natürliche 
Främienzahlnng.  Theoretisch  ist  jede  Prämienzahlung  zulässig,  bei 
der  Leistung  und  Gegenleistung  dem  Versicherungswerte  nach  gleich 
sind;  sie  wäre  es  auch  praktisch,  wenn  jeder  Versicherungsnehmer 
verhalten  werden  könnte,  den  Versicherungsvertrag  bis  zu  dessen 
natürlichem  Ablaufe  einzulösen. 

In  Wirklichkeit  gibt  es  jedoch  neben  dem  natürlichen  Ablaufe 
auch  einen  Storno  der  Versicherungen,  veranlaßt  durch  freiwilliges 
Aufgeben,  durch  Nichteinhaltung  der  Bedingungen  od.  dgL;  mit  dem 
Storno  hören  aber  die  Verpflichtungen  auf.  Dieser  Umstand  fährt 
zu  einer  Einschränkung  der  theoretisch  möglichen  Prämienzahlungs- 
modalitäten dahin,  daß  nur  solche  praktisch  verwertbar  sind,  hei 
welchen  die  versichernde  Anstalt  in  keinem  Stadium  dem  Versicherungs- 
nehnier  gcgmiiber  im  Forsc/wisse  Ist. 
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Die  Aasfühnmg  dieses  Grandsatzes  verlangt,  daß  Schadenzahlung 
niemals  vor  der  Prämienzahlung  beginnt^  und  daß  zu  jeder  Zeit  die 
bezahlten  (Netto-)  Prämien  die  bis  dahin  aufgelaufenen  Schäden  zum 
mindesten  decken.  Die  Nichteinhaltung  dieser  Forderung  hätte  im 
Falle  des  Aufgebens  einer  Versicherung  einen  Schaden  för  die  Anstalt 
zur  Folge,  weil  auf  die  stornierte  Police  weniger  eingezahlt  worden 
wäre,  als  sie  rechnungsmäßig  zu  den  mittlerweile  ausgezahlten  Ver- 
sicherungssummen hätte  beitragen  sollen..  Und  eine  Prämienzahlungs- 
weise, welche  dem  obigen  Grundsatze  nicht  genügt,  gäbe  geradezu 
den  Anreiz  zum  Aufgeben  der  Versicherung;  denn  der  Austretende 
könnte  sich  sofort  die  gleichen  Vorteile  bei  einer  andern  Anstalt,  die 
nach  denselben  oder  gar  nach  günstigeren  Grundlagen  rechnet,  billiger 
erkaufen. 

Bei  Versicherungen,  wo  mit  der  Auszahlung  erst  zu  einem  späteren 
bestimmten  Zeitpunkte  begonnen  wird,  wie  bei  aufgeschobenen  Renten 
imd  Todesfallversicherungen,  bei  Erlebensversicherungen,  wäre  gegen 
eine  spätere  Aufnahme  der  Prämienzahlung  nichts  einzuwenden,  wenn 
es  überhaupt  einen  Sinn  hätte,  eine  Versicherung  abzuschließen,  ohne 
auch  gleich  mit  der  Prämienzahlung  anzufangen. 

Anders  bei  Versicherungen,  wo  unmittelbar  nach  dem  Abschluß 
auch  schon  Auszahlungen  eintreten  können,  wie  bei  Todesfall-,  ge- 
mischten, Invaliditäts-  u.  dgl.  Versicherungen.  Hier  muß  auch  die 
Prämienzahlung  sofort  aufgenommen  und  in  einem  Tempo  geführt 
werden,  daß  der  obige  Grundsatz  beständig  gewahrt  bleibe. 

Einen  Maßstab  für  dieses  Tempo  bietet  die  natürliche  Prämien- 
zahlung. Unter  der  natürlichen  Prämie,  die  eine  Person  (x)  für  eine 
bestimmte  Versicherung  zu  zahlen  hat,  versteht  man  die  der  Ver- 
sicherung auf  ein  Jahr  entsprechende  Prämie,  durch  die  also  die 
Schäden  des  nächstfolgenden  Jahres  gedeckt  werden.  In  diesem  Be- 
lange ist  die  natürliche  Prämie  der  Umlage  analog,  nur  daß  jene  im 
voraus  bemessen  und  bezahlt,  diese  aber  erst  am  Schlüsse  des  Jahres 
nach  Maßgabe  der  wirklich  eingetretenen  Schäden  auf  die  Versicherten 
überwälzt  wird. 

Die  natürliche  Prämie  eines  a;-jährigen  für  eine  Todesfallversiche- 
rung auf  das  Kapital  1  beträgt 

M.  =  v^-i-,  (27) 

sie  variiert  mit  dem  Alter  wie  die  Sterbenswahrscheinlichkeit.  Will 
ein  ic-jähriger  sich  durch  natürliche  Prämienzahlung  versichern,  so 
hat  er,  so  lange  er  lebt,  der  Reihe  nach  die  Prämien 

» 
zu  zahlen.     Der  Wert  dieser  Anwartschaften  ist 
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^Vy  +^    T—  -p-  +  ^^    1 ^I—  + 


'3  +  1 


also  tatsächlich  gleich  dem  Werte  der  Veraicherung. 

Für  eine  gemischte,  auf  n  Jahre  lautende  Versiclieruiig  hatte  ein 
A'-jähriger  der  Eeihe  nach  die  Eatürlicheu  Prämien 

zu  zahlen;  denn  im  letzten  Jakre  kommt  das  Kapital,  wenn  es  nicht 
schon  früher  fällig  wurde^  sicher  zur  Auszahlung;  der  Wert  dieser  iii 
erwartenden  Prämienzahlungen  ist 


M 

—  —  4 


+  ,,t!f^-^«a 


ersetzt  man  l^.^^. 


dui'ch 


+ 


+  ^.-i_i+l: 
'* 


+  f?* 


**+w 


-i  +  ^*+ft;  s*^  verwandelt  sich  dies  in 


^+q.+i  +  --+q,^..i  ^  i>. 


+ 


JE  +11 


also  in  den  Versicherungswert, 

Soll  eine  Prämienzahlung  dem  im  Eingänge  aufgestellten  Gnind- 
satze  geniigen»  so  muß  in  jedem  Zeitpunkte  die  Summe  der  auf  ihn 
reduzierten  Prämienzahlungen  die  Summe  der  auf  denselben  Augen- 
blick reduzierten  natürlichen  Prämien  übertreffen  oder  ihr  mindestens 
gleichkommen. 

Die  natilrliche  Prämienzahlung  winl^  von  einigen  amerikamschen 
Gesellschaften  abgesehen,  in  der  Lebensversicherung  nur  wenig  geübt;  | 
dagegen  ist  sie  bei  der  Realv  er  Sicherung  das  hen-schende  Prinzip. 

261.  BeiBpiele  abgestufter  Prämien.  Abgestufte  Prämien 
werden  mitunter  in  Anwendimg  gebracht ,  um  dem  Versicherunga- 
nehmer  gewisse  Erleichterungen  zu  gewähren  und  die  Prämienzahlung 
der  Entwicklung  seiner  wirtschaftlichen  Verhältnisse  besser  anzupassen. 
Es  wird  genügen,  die  Behandlung  solcher  Falle  an  einigen  charakte- 
ristischen Beispielen  aufzuzeigen. 

1)  Für  eine  TodesfalWersicherung  auf  das  Kapital  1  werde  in 
den  ersten  t  Jahren  die  Prämie  77^  in  den  nächöteu  i  Jahren  die 
Prämie  U  +  k^  in  den  daran!'  folgenden  t  Jahren  II  ^  2k  *  ^  *  gezahlt; 
solcher  Stufen  gebe  es  höchstens  w  +  1,  von  wo  ab  die  Prämie  die 
letzte  Höhe  beibehält. 

Der  Wert  der  Versicherung  ist 


I 


n.  Abschnitt.    Fi^anien.  505 

Der  Wert  der  Pramienzahlimg  ist  eine  Summe  von  Renten,  die 
erste  sofort  beginnend  und  vom  Betrage  11 ,  die  zweite,  dritte,  •  •  • 
w-te  um  t,  2tj  •  •  •  mt  Jahre  aufgeschoben  und  vom  Betrage  i;  er 
betragt  also 

na^  +  k(,\a^  +  ,,,a,  +  •  •  •  +  ^,iaj 

Aus  der  Vergleichung  beider  Werte  folgt  die  Relation  zwischen 
anfänglicher  Prämie  und  Zuwachs  (Abnahme),  nämlich: 

nN^  +  HK^,+  N^^,,  +  ...  +  N,^„,)  =  M^;  (28) 

aus  ihr  kann  bei  gegebenem  Je  das  77  und  umgekehrt  bei  gegebenem 
77  das  k  berechnet  werden;  es  ist 

n  =  ^'-*(^x^>+^»^»>+---  +  ^»^'->) ,  (29) 


N.+,  +  N,+u+---  +  K 


Bei  positivem  k  hat  man  es  mit  einer  steigenden,  bei  negativem  k 
mit  einer  fallenden  Prämienzahlung  zu  tun. 

77  und  k  sind  jedoch  an  gewisse  Grenzen  gebunden.  Fürs  erste 
darf  77  nicht  kleiner  genommen  werden  als  die  Prämie  filr  eine  kurze 
Ablebensversicherung  auf  t  Jahre;  denn  sonst  wäre  die  Anstalt  während 
dieser  Zeit  dem  Versicherten  gegenüber  im  Nachteile.  Auf  der  andern 
Seite  darf  TI  -\-  mk,  welches  bei  positivem  k  die  höchste  Prämie  ist, 
die  Jahresprämie  für  eine  im  Alter  x  -\-  mt  abgeschlossene  Todesfall- 
versicherung nicht  überschreiten;  denn  sonst  würde  {x)  die  Versiche- 
rung aufgeben  und  sie  bei  einer  andern  Anstalt  billiger  erkaufen.  Bei 
negativem  k  hätte  es  wieder  keinen  Sinn,  77  größer  als  die  einmalige 
Prämie  oder  so  anzunehmen,  daß  FL  —  mk  negativ  würde;  in  beiden 
Fällen  müßte  es  zu  Rückzahlungen  der  Anstalt  an  den  Versicherten 
kommen. 

Beispiel.  Die  Prämie  wachse  durch  zehn  Jahre  um  l^oo  ^^s 
versicherten  Kapitales,  so  daß  sie  im  elften  Jahre  77  +  0,01  beträgt 
und  von  da  ab  auf  dieser  Höhe  verbleibt.  Wie  groß  ist  77  bei  x==  30 
nach  den  Grundlagen  der  Tafel  III? 

Die  erste  der  obigen  Formeln,  dem  Falle  angepaßt,  gibt: 

37,0-0,001  {N,^  +  N^  +  -'-  +  ^4o) 


^-  N 


■af.,- 0,001  (g..-g«,) 

10  946,14  —  0,001  (9  084  879  —  4  733  721) 


621 199 
=  0,010697. 
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Ist  also  10000  JC  das  versicherte  Kapital^  so  beträgt  die  erste  Prämie 
106  Ji  97  A,  jede  folgende  bis  zur  elften  um  10  ^.41  mehr  als  die 
vorangehende;  die  höchste  Prämie,  bei  der  es  weiter  verbleibt,  macht 
206  Ji  97  .\  aus. 

Die  natürliche  Prämie  für  das  erste  Jahr  ist  [s.  Nr.  250,  (27)]: 

10000  -§?-  ==  10000  g^l  =  74,43  .(i, 

also  kleiner  als  106  cfi  97  ä;  die  höchste  Prämie,  206  t/iC  97  :^,  die 
sich  im  41.  Jahre  einstellt,  ist  kleiner  als  die  diesem  Alter  ent- 
sprechende konstante  Jahresprämie 

10  000  -^*^  =  10  000  |g^  ==  255,81  Jt. 

Die  Stipulationen  des  Beispieles  sind  also  praktisch  zulässig. 

2)  Häufiger  kommt  der  Fall  vor,  daß  die  Prämie  jährlich  um 
einen  aliquoten  Teil  ihres  ursprünglichen  Betrages  zu-  oder  abnimmt. 

Unter  den  gleichen  Bedingungen  betrage  die  nach  je  i  Jahren 
erfolgende  Änderung  der  Prämie  xi7;  dann  tritt  in  Gleichung  (28) 
xi7  an  die  Stelle  von  Ä,  und  es  ergibt  sich  nunmehr: 

^ = iNT+iriJv;^-, +iC;r+'-  -^-^^7+;^         ^^^• 

Bezüglich  der  praktischen  Zulässigkeit  gelten  ähnliche  Erwägungen 
wie  vorhin. 

Beispiel.  Die  Prämie  für  die  Todesfallversicherung  eines  20-jährigen 
soll  jährlich  um  ii%  ihres  anfänglichen  Betrages  abnehmen;  dann 
gibt  (31)  die  erste  Prämie  zu 

TJ  ^^  _^    . ^lio 


N,,-0fi3{N,,  +  N,,  +  --.) 


^Uo 


N,,  -  0,03  S,, 

n  694,03 

~"  1  025  625  —  0,03  •  17  965  354 

=  0,027916; 

nach  34  Jahren,  also  bei  dem  Alter  54,  ist  sie  noch  positiv  imd  be- 
trägt nur  mehr  0,000279,  von  da  ab  wird  sie  negativ.  Wenn  also 
eine  Anstalt  jährlich  3%  Nachlaß  der  ersten  Prämie  zusichert,  so 
hört  nach  34  Jahren  die  Prämienzahlung  auf,  und  der  Versicherte 
erhält  von  da  ab  eine  steigende  Rente,  so  lange  er  lebt. 

3)  Eine  mitunter  übliche  Art  der  Prämienzahlung  besteht  darin, 
daß   in    den  t  (5,  7)    ersten  3a\vreii   Ä\e  1Sa\S\Ä  d^jt  ^-^^.tÄten  Prämie 
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gezahlt  wird.  Die  Formel  für  die  Anfangsprämie  ergibt  sich  aus  (31) 
durch  die  Substitution  w  =  1,  x  =  1  und  lautet  demnach: 

Es  ist  beispielsweise  für  a:  =  30,  t  =  b  nach  den  Grundlagen 
von  Tafel  III: 

^^        621  199  +  474  131        ^>^^^^^  ^ 

filr  10000  c/f  versichertes  Kapital  sind  also  durch  die  ersten  fünf 
Jahre  99,91  c/^,  von  da  ab  199,82  c//^  an  Prämie  zu  zahlen. 

252.  Die  Zillmersche  Prftmie.  Zu  einem  besonderen  Falle 
variabler  Nettoprämien  führt  die  von  Zillmer  in  Vorschlag  gebrachte 
Art  der  Deckung  der  ersten  Unkosten. 

Der  Versicherte  zahlt  wohl  alljährlich  die  gleiche  Bruttoprämie; 
dagegen  wird  die  Nettoprämie  erst  vom  zweiten  Jahre  an  als  konstant, 
im  ersten  Jahre  aber  um  einen  Betrag  a  kleiner  gerechnet  als  in  den 
übrigen  Jahren.  Dieser  Betrag,  der  in  den  Zuschlag  eingeht  und 
daher  andern  als  reinen  Versicherungszwecken  dienen  kann,  ist  be- 
stimmt, die  ersten  Unkosten  zu  decken.  Die  Nettoprämie  des  ersten 
Jahres  muß  aber,  soll  dem  obersten  Grundsatze  der  veränderlichen 
Prämienzahlung  Genüge  geleistet  sein,  der  natürlichen  Prämie  mindestens 
gleich  sein^).  Selbstverständlich  zieht  die  Verminderung  der  ersten 
Prämie  eine  entsprechende  Erhöhung  der  folgenden  nach  sich. 

Der  Gedanke,  der  dieser  Rechnungsweise  zugrunde  liegt,  läßt 
sich  dahin  erweitem,  daß  der  erste  Zuschlag  statt  auf  ein,  auf  mehrere 
Jahre  verteilt  wird. 

Es  handle  sich  z.  B.  um  eine  lebenslängliche  Todesfallversicherung 
mit  jährlicher,  bis  zum  Ableben  währender  Prämienzahlung;  vom 
zweiten  Jahre  an  betrage  die  Prämie  P^,  dann  ist  sie  P^  —  a  im 
ersten  Jahre,  und  der  Wert  der  Prämienzahlung  ist  ausgedrückt  durch 

setzt  man  ihn  dem  Werte  Ä^  der  Versicherung  gleich,  so  ergibt  sich 

P.  =  ^^>  (34) 

während  die  durch  die  ganze  Dauer  gleichbleibende  Prämie 

betrüge.  ""        "-^ 

Erste  selbstverständliche  Forderung  ist,  daß  a  kleiner  als  P^  ge- 
wählt werde.     Dies  führt  zu  der  Bedingung: 

1)  Dieser  Satz  gilt  für  Versicherungsarten,  bei  denen  das  Risiko  sofort 
beginnt. 
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a  <  — ^— ' — 

Die  zweite  oben  formulierte  Forderung  lautet: 


P  '  4-  —  -  a  >  ^*- 


«^^±i(p;-^)-  (36) 


Ist  (36)  erfüllt,  so  ist  es  auch  (35);  daher  stellt  die  rechte  Seite  von 
(36)  eine  obere  Grenze  für  den  Betrag  a  vor,  eine  Grenze,  die  mit 
dem  Alter  variiert  (wächst).  Eine  andere  Frage  ist  es,  ob  ein  unter 
dieser  Grenze  gewähltes  a  auch  immer  ausreicht,  die  ersten  Unkosten 
zu  decken,  oder  ob  dies  mindestens  bei  der  Gesamtheit  der  Versiche- 
rungen zu  erzielen  ist. 

Mit  den  Daten  der  Tafel  III  findet  man  als  obere  Grenze  von  a: 

bei  x=^30:     «^0,01033,     etwa  1  7o    cies  versicherten  Kapitales 

„    a:  =  50:     «^0,02321,       „     2,3%,,  „  ,,       - 

Bei   der  Erlebens  Versicherung   ergibt  sich  für  die  Zi  Um  ersehe 
Prämie  folgende  Rechnung: 

Wert  der  Versicherung:   ^E^  =  ~~JJ~^  > 


daraus 


Wert  der  Prämienzahlung:    P^  „a^  — a; 


P.= 


X  \n  X 


wobei   PJ    die    gewöhnliche   Prämie    für    dieselbe   Versicherung    ist 
[Nr.  248,  2)].  __ 

Aus  der  notwendigen  Bedingung  cc^P^  erhält  man  eine  obere 
Grenze  für  a,  nämlich 

«^2f-::r|--_-ir-  (38) 
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So  muß  bei  der  Versichisrüng  eines  3<)-jälirigeii  zum  50.  Lebens- 

^  <  621  m- 184  709  ^31  053  ^  0,0322, 

kleiner  also  als  3^32  7o  ^^  Tersicherten  Kapitales  sein. 


§  3.    PramienrlickgewäliT. 

283.  AUgeineiiie  Bemerkungen.  Die  Yersicherungskombi- 
oationen  lassen  ..sicli  in  zwei  Gnippen  uinteilen:  bd  den  einen  kommt 
es  unbedingt  ziir  Auszahlung  von  Vereicherungesummen^  bei  den  andern 
tritt  dies  nur  bedingt  ein. 

Bei  den  Versicherungen  der  zweiten  Gruppe  kann  es  abo  TOr- 
kommen,  daß  der  Versichertt;  EinzaUungeu  leistet^  ohne  hierfür  eiue 
Gegenleistung  zu  empfangen:  der  Laie  erblickt  in  einem  solchen  Ge- 
schäfte ein  Gliicksspielj  auf  einen  Gewinn  des  Untemebmers  angelegt. 
Um  einen  solchen  negativen  Erfolg  der  Veraieberung  zu  vernieiden, 
Törhindet  man  mit  ihr  die  liiklycivahr  der  eingeitahlteu  Prämien  für 
^n  Fall,  als  der  eigentliche  Versicherungszweck  nicht  erreicht  werden 
^WUte.  Hierdurch  wird  also  eine  Versicherung  der  zweiten  Gruppe 
in  eine  der  ersten  Gruppe  umgewandelt. 

Ea  kommt  aber  auch  vor,  daß  man  Versichemngen  der  ersten 
Gruppe  mit  Prämienrückgewähr  ausstattet;  sie  hat  hier  hauptsächlich 
den  Zweck,  den  Anreiz  zum  Versichern  zu  erhöhen. 

Die  Prämienrilckgewähr  begegnet  häufig  der  irrtümlichen  Auf- 
fessung,  als  ob  sie  dazu  bestimmt  wäre,  den  Versicherten  vor  „Schaden^* 
zu  bewahren.  In  Wirkhchkeit  aber  ist  sie  nichts  anderes  ab  eine 
neben  der  Haupt^ersichernng  einhergehende  zweite  Versicherung,  die 
nach  denselben  Grundsätzen  berechnet  wird  und  bezahlt  werden  muß 
wie  jene.  Bei  jeder  Versicherung  muß  es,  nachdem  alle  Geschäfte 
abgewickelt  sind,  eine  Gruppe  Versicherter  geben,  die  einen  „Schaden" 
erlitten  haben,  der  eine  zweite  Gruppe  anderer  gegenübersteht,  die 
von  der  Versicherung  einen  effektiven  „Nutzen^^  hatten.  Von  diesem 
retrospektiven  Standpunkte  darf  aber  das  Versicherungswesen  als  eine 
Institution  zur  Vorsorge  für  dk  Ungewisse  Zulmnß  überhaupt  nicht 
betrachtet  und  beurt-eilt  werden. 

Die  Rückerstattung  der  Pränüen  erfolgt  in  mannigfachen  Formen, 
Die  wirklich  eingezahlten  Prämien  werden  zur  Gänze  oder  zu  einem 
im  voraus  featgesetcten  Teile ^  unverzinst  oder  selbst  mäßig  vei-zinst 
ersetzt;  ihre  Rückzahlung  erlblgt  entweder,  sobald  die  Nicbterreichuug 
des  eigentlichen  Veraieherungazweckes  feststeht,  oder  erst  zu  jenem 
Termine^  wo  er  erreicht  worden  wäre,  bei  Versicherungen  der  ersten 
Gruppe  mit  der  Liquidiermig  der  Hauptveraicherung  zugleich.  Die 
Rückgewähr  bezieht  sich  in  der  Praxis  wohl  ausachließlicb  auf  die 
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Bruttoprämien,  weil  die  Nettoprämien,  lediglich  für  die  interne  Ge- 
barung maßgebend,  im  Verkehr  mit  den  Versicherten  nicht  in  Rech- 
nung kommen.  Wenn  daher  im  folgenden  auch  Beispiele  der  Rück- 
gewähr von  Nettoprämien  vorgeführt  werden,  so  geschieht  dies,  um 
an  diesen  einfacheren  Formen  die  Prinzipien  leichter  zu  erklären. 

Immer  kommt  es  aber  auch  hier  auf  die  Bestimmung  der  Netto- 
prämie an;  aus  dieser  wird  dann  mit  Hilfe  des  nach  seiner  verhältnis- 
mäßigen Größe  im  voraus  bestimmten  Zuschlags  die  Bruttoprämie 
abgeleitet.  Man  bildet  zu  diesem  Zwecke  eine  Gleichung,  deren  eine 
Seite  den  Gesamtwert  der  Versicherung,  der  Hauptversjpherung  sowohl 
als  der  Rückgewähr,  darstellt,  während  die  andere  Seite  in  dem  Werte 
der  Prämienzahlung  besteht.  Die  einzige  Unbekannte  in  dieser  Gleichung 
muß  die  Nettoprämie  sein. 

264.  Beispiele  der  Sückgew&hr  von  Nettoprftmien. 

1)  Kapitalisch  begründete  Erlebens  Versicherung  mit  Rückgewähr 
der  Prämie  im  Falle  und  zur  Zeit  vorzeitigen  Ablebens. 

Die  Leistung  an  den  Versicherten  besteht  in  der  Erlebensver- 
sicherung  auf  das  Kapital  1  und  in  einer  kurzen,  auf  die  Versiche- 
rungsdauer von  n  Jahren  beschränkten  Todesfallversicherung  im  Be- 
trage der  einmaligen  Prämie  E]  seine  Gegenleistung  in  der  Prämie  £; 
folglich  muß 

-jj^  +  E ^^ =  £ 

sein,  woraus 

Die  einmalige  Prämie  för  die  Erlebensyersicherung  aHein  wäre 


E'  = 


X  +  n 


es  ist  also 


E'       D,-{M^-M,^„) 
oder 

Der  zweite  Teil  rechts  stellt  die  Prämie  för  die  Rückgewährversiche- 
nmg  vor. 

Beispiel.     Für   x  ==  30,   n  =  15    ist   nach   den    Grundlagen   der 
Tafel  ni: 

^'=S- 0,51857 

E  =  0,51857  (l  +  3r568^''^7c.7-7)  =  0,51857  (l  +  0,11040) 
=  0,57582; 
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die  Versicherung  der  Röckgewähr  kostet  demnach  rund  11%  der 
Kosten  der  Hauptversicherung. 

2)  Kapitalisch  begründete  aufgeschobene  Leibrente  mit  Riick- 
gewähr  der  Prämie  im  Falle  des  Ablebens  während  der  Aufschubs- 
zeit; Alter  Xy  Aufschubszeit  n  Jahre. 

Der  Ansatz  für  diese  Kombination  unterscheidet  sich  von  dem 

D 
vorigen  nur  dadurch;  daß  an  die  Stelle  des  Wertes     ^      der  Erlebens- 

Versicherung  der  Wert  — ^—  der  aufgeschobenen  Rente  tritt;  er 
lautet  daher:  ' 

-JJ-  +  E ^ =  £ 


^^^r=Tir^M:7-v  (-*!) 


und  gibt 

Durch  Reduktion  auf  die  Hauptprämie  E'  ==  —jy—  ergibt  sich 
wieder  die  Gleichung  (40).  "^ 

3)  Erlebensversicherung  mit  Rückgewähr  der  bis  zum  eventuell 
vorzeitigen  Tode  gezahlten  Jahresprämien. 

Die  Leistung  der  Anstalt  besteht  in  der  Erlebensversicherung  auf 
das  Kapital  1  und  einer  kurzen,  mit  P  beginnenden  und  jährlich  um 
P  steigenden  Todesfallversicherung;  die  Gegenleistung  in  einer  kurzen 
Rente  vom  Jahresbetrage  P.     Es  mus  also 

-P.^n      ,     T,^x-^x^n-^^x^n  jy^x^^x^n 

sein;  daraus  berechnet  sich 


x  +  n 


•(Äx-^x  +  »-*'^x  +  ») 


Durch  Vergleichung  mit  der  Jahresprämie 

der  Hauptversicherung  erhalt  man 

p_  p/   ,  _   '^'~'^5+j»r^**:^'_+»_ p'  {A^\ 

4)  Aufgeschobene  Rente  mit  Rückgewähr  der  bis  zum  eventuell 
während  der  Aufschubszeit  eingetretenen  Tode  gezahlten  Jahres- 
prämieu. 

Der   Ansatz    unterscheidet   sich   von   dem   vorigen   nur   in    dem 
N 
ersten  Gliede,  welches      ^."^"   lautet.     Mithin  ist 
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N 
p  =  . ?±ü (±1) 


'«  + 


n~(Ä,-Ä.  +  «-^^,+,)' 


und  Gleichung  (43)  gilt  auch  hier. 

5)  ErlebensTersicherung  mit  Rückgewähr  der  einmaligen  Pramie 
bei  Auszahlung  des  Kapitales. 

Der  Versicherungsnehmer  schließt  hier  zwei  Erlebensversicherungen 
auf  einmal  ab^  die  eine  auf  das  Kapital  1^  die  andere  auf  die  Prämie  Ey 
und  zahlt  an  die  Anstalt  diese  letztere.     Es  gilt  also  der  Ansatz: 

aus  dem  sich 

D 
und  durch  Vei^leichung  mit  der  Hanptprämie  E'  =     " 


■»X 

^  =  (i  +  -ir^-i— )^'  (46) 

ergibt. 

Für  X  =  30  und  n  =  15  gibt  Tafel  III: 

£  =  (1  +  1,07716)  0,51857  =  1,07715; 

die  Prämie  beträgt  also  7,7  7o  mehr  als  das  versicherte  Kapital;  ist 
dieses  1000  dC,  so  zahlt  {x)  1077  dC  15  A  an  elumaliger  Prämie  und 
erhält,  im  Falle  er  das  Alter  x  -\-  n  erlebt,  2077  dC  15  A. 

Sollte  auch  im  Falle  vorzeitigen  Ablebens  die  Prämie  rückerstattet 
werden,  so  käme  zu  den  Leistungen  der  Anstalt  noch  eine  auf  n  Jahre 
abgekürzte  Todesfallversicherung  auf  das  Kapital  E  hinzu,  und  man 
hätte  den  Ansatz: 

( 1  +  E)  -^1+-"  +  -' ~^'*'  E  =  E,  (47) 

woraus 

^^x        -^x-k-n         V-^^x         ^^x-\-n) 

folgt. 

Auf  denselben  speziellen  Fall  angewendet  gibt  diese  Formel 
E=  1,35750;  bei  1000  dC  versicherten  Kapitals  werden  diesem  Ver- 
trage gemäß  gegen  eine  Prämie  von  1357  dC  50  a  im  Falle  vor- 
zeitigen Todes  1357,50  dCj  im  Erlebensfalle  2357,50  dC  ausgezahlt 

6)  Todesfallversicherung  gegen  einmalige  Prämie  mit  Rückgewähr 
derselben. 

Die  Leistung  an  den  Versicherten  besteht  in  zwei  Todesfallver- 
sicherungen, die  eine  mit  dem  Kapital  1,  die  andere  vom  Betrage  der 
einmaligen  Prämie  A]  die  Gegenleistung  des  Versicherten  ist  A,  Man 
bat  also  die  Gleichung: 


woraus 
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wenn  Ä'  =  ^-  die  Priimie  für  die  Hauptversicherung  bedeutet 

Für  a:  =  40  entnimmt  man  der  Tafel  111^'==  0,42161  und  be- 
rechnet 

7)  Bei  der  gemischten  Versicherung  kann  die  Rückgewähr  a)  un- 
bedingt, ß)  bloß  für  den  vorzeitigen  Todesfall,  y)  bloß  für  den  Er- 
lebensfall mit  versichert  werden.  Eapitalische  Begründung  der  Ver- 
sicherung gegen  die  Prämie  Ä  vorausgesetzt,  führen  diese  drei  Fälle 
zu  den  folgenden  Ansätzen: 

(1  +  Ä) j^ =  A,  (a) 

■^x  -^x 

—~-^'  +  (1  +  ^)  ^^  =  M  (y) 

daraus  berechnet  sich 


^x 

-(^, 

-^XH-.)' 

'^^ 

-^x  +  .  +  ^xH.« 

^=     '  ^i~^-  — --•  (500 

Bei  X  ==  40,  n  =  25  und  1000  <///(  versichertem  Kapital  beträgt 
die  Nettoprämie  nach  den  Grundlagen  der  Tafel  HI: 

für  die  bloße  Versicherung  449  Ji  78  -3, 

mit  Rückgewähr  im  Erlebensfalle  669    „  62  „ 

mit  Rückgewähr  im  Todesfalle  671    „  57  „ 

mit  unbedingter  Rückgewähr  999    „  12  „ . 

8)  Lebenslängliche  Todesfallversicherung  gegen  jährliche  Prämien- 
zahlung mit  Rückgewähr  der  eingezahlten  Nettoprämien. 

Die  Leistung  der  Anstalt  besteht  in  einer  Todesfallversicherung 
auf  das  Kapital  1  und  einer  steigenden  Todesfallversicherung,  die  mit 
P  beginnt  xmd  jährlich  um  P  steigt,  wenn  P  die  noch  unbekannte 
Jahrespramie   bedeutet;   der  Wert   dieser  Leistung  muß   gleich  «ävcl 

Cm  üb  er,  Wtkhncheinlichkeittrechuxkng.  ^'^ 
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dem  der  Prämienzahlung,  die  in  einer  Leibrente  vom  Betrage  P  be- 
steht; man  hat  also 

^^x  ^x  -^x 

woraus  sich 

berechnet;  P'  ist  die  Prämie  för  TodesfallTersicherung  allein. 
Tafel  III  liefert  beispielsweise 

Pm- 0,01762    und    P^  =  0,03352. 

9)  Gemischte  Versichenmgen  gegen  jährliche  Prämienzahlnng  mit 
Rfickgewähr  nach  den  Modalitäten  a),  ß),  y)  von  7). 
Der  Modalitöt  (a)  entspricht  der  Ansatz 

w, + W, ^^-DT''^ 

^.-^,^n    p. 

darin  bedeutet  das  erste  Glied  den  Wert  der  eigentlichen  Versicherung, 
das  zweite  Glied  den  Wert  der  Rückgewähr  für  den  Todesfall,  die 
sich  als  kurze  steigende  Todesfall  Versicherung  darstellt,  das  dritte 
Glied  den  Wert  der  Rückgewähr  im  Erlebensfalle.  Bei  der  Modalität  ß) 
entfällt  also  das  dritte  Glied,  bei  der  Modalität  y)  das  zweite  Ghed. 
Man  erhält  so  für  die  Jahresprämie  die  Ausdrücke: 


^,- ■'^x  +  ,  -  [*x  -  Ä,  +  „  + ''(i>,+.  -  Jfx  +  .)]' 

(52«) 

(52.*) 
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Mit  den  (Jrundlagen  der  Tafel  III  ergibt  sich  für  eine  40-jährige 
Person  bei  25-jähriger  Versicherungsdauer  und  1000  <M  Kapital  die 
Jahresprämie: 

für  die  einfache  Versicherung  mit  33,78  tJC 

mit  Rückgewähr  im  Todesfall  43,36    „ 

mit  Rückgewähr  im  Erlebensfall  59,13    „ 

mit  unbedingter  Rückgewähr  96,35    „  . 

10)  Todesfallversicherung  gegen  jährliche  Prämie  mit  Rück- 
gewähr der  eingezahlten  Prämie  nebst  deren  einfachen  Zinsen  zum 
Zinsfuße  i. 

Die  Leistung  der  Anstalt  besteht  in  der  Versicherung  des 
Kapitales   1    auf   den  Todesfall,    in   einer   mit  P   beginnenden   und 


II      Al.Mlmift.       I'riitiii.-n  f)  1  .') 

jährlich  um  P  steigenden  Todesfallversichening  (Rückgewähr  der 
Prämien)  und  endlich  in  einer  nach  der  Progression  iP,  SiP^  6iP, 
lOiPf  •••  fortschreitenden  Todesfallversicherung  (Zinsen Vergütung); 
denn^  tritt  der  Tod  im  ersten,  zweiten,  dritten,  •  •  •  Versicherungsjahre 
ein,  so  sind  die  zu  ersetzenden  Zinsen  beziehungsweise 

iP,    2iP+iP==^iP,    SiP+2iP+iP==GiP,    ••- 

Die  Leistung  des  Versicherten  ist  eine  Leibrente  vom  Betrage  P. 
Man  hat  also  den  Ansatz: 

d:+d;^+ ^, *^=57^- 


Nun  ist  nach  Nr.  216: 

C.+3  +  •  • 


daher 


=  J'«,; 


die  zur  Bestimmui^  von  P  führende  Gleichung  lautet  also: 


sie  liefert 


P= ^'-.^-  (53) 


255.  Beispiele  der  Sückgew&hr  von  Bruttopramien.    Die 

Rechnung  erfolgt  hier  nach  den  gleichen  Prinzipien;  der  wesentliche 
Unterschied  gegen  den  früheren  Fall  besteht  nur  darin,  daß  auf  jener 
Seite,  welche  die  Leistungen  der  Anstalt  bewertet,  die  jBrte^oprämie 
einzusetzen  ist,  wahrend  die  die  Leistungen  des  Versicherungsnehmers 
darstellende  Seite  mit  der  iVe^oprämie  gebildet  wird.  Die  Koeffi- 
zienten der  Ilelation  zwischen  Brutto-  und  Nettoprämie  (s.  Nr.  244) 
sind  dabei  als  bekannt  vorausgesetzt. 

1)  Erlebensversicherung  mit  Rückgewähr  der  kapitalischen  Ein- 
zahlung im  Falle  vorzeitigen  Ablebens. 

Die  Leistung  der  Anstalt  besteht  in  der  Erlebensversicherung  auf 
das  Kapital  1  und  einer  kurzen  Todesfallversicherung  auf  die  Brutto- 
prämie  JS'  =  A: J5  +  c;  die  Gegenleistung  in  der  Nettoprämie  E.  Es 
gilt  also  der  Ansatz: 


^  +  '^--QcE  +  c)=^E. 


%V 
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Daraus  berechnet  sich: 

^  i>,-*(J«f,-3f.+,)  ^^^ 

2)  Erlebensversicherung  mit  Rtickgewähr  der  eingezahlten  Jahres- 
prämien bei  vorzeitigem  Ableben. 

An  die  Stelle  der  kurzen  Todesfallversicherung,  welche  das  zweite 
Glied  des  vorigen  Ansatzes  bildet,  kommt  nunmehr  eine  kurze  steigende 
Ablebensversicherung  vom  Anfangsbetrage  und  der  jahrlichen  Steige- 
rung kP  +  C]  die  rechte  Seite  verwandelt  sich  in  den  Wert  einer 
kurzen  Rente  vom  Jahresbetrage  P.    Aus  dem  so  modifizierten  Ansatz: 

JJg  JJgg  JJg 

findet  man: 

3)  Todesfallversicherung  gegen  jährliche  Prämienzahlung  mit  Rück- 
gewähr der  Prämien. 

Letztere  hat  den  Wert  einer  mit  der  Bruttoprämie  kP  +  c  be- 
ginnenden und  jährlich  um  ebenso  viel  steigenden  Todesfallversiche- 
rung; die  entsprechende  Gleichung  lautet  also: 

daraus  folgt: 

4)  Gemischte  Versicherung  gegen  jährliche  Prämienzahlung  mit 
unbedingter  Prämienrückgewähr. 

Wenn  n  die  Versicherungsdauer  ist,  so  kann  die  Leistung  der 
Anstalt  zerlegt  werden  in  zwei  Erlebensversicherungen,  eine  mit  dem 
Kapital  1,  die  andere  vom  Betrage  der  w-fachen  Bruttoprämie,  in 
eine  auf  n  Jahre  abgekürzte  Todesfallversicherung  auf  das  Kapital  1, 
endlich  eine  n  Jahre  währende  mit  der  einfachen  Bruttoprämie  be- 
ginnende und  um  deren  Betrag  steigende  Todesfallversicherung.  Die 
Leistung  des  Versicherten  besteht  in  einer  auf  n  Jahre  abgekürzten 
Rente  P. 

Diese  Analyse  führt  zu  der  Gleichung: 


j±^[l+n{kP+c)]+     ^--^t-«  +  -^ ^« '-^(kP+c) 

H-'-'  ^>  («) 


^^-JV.+„ 
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aoB  der  sich  ergibt: 

Bei  X  =  40,  n  ==  25,  k  ==  1,12,  c  =  0  und  1000  c/fC  versichertem 
Kapital  gibt  die  Formel,  mit  den  Grundlagen  von  Tafel  III  gereclmet, 

als  Jahresnettoprämie       123,87  c/^, 
als  Jahresbruttopnlmie     138,73  cS] 

der  Versicherte  erhält,  wenn  er  das  Alter  von  65  Jahren  erreicht, 
1000  +  25  .  138,73  =  4468,25  cS,  und  sollte  er  vorzeitig  sterben,  so 
werden  seinen  Erben  außer  1000  <JC  die  bis  dahin  bezahlten  Brutto- 
pramien zurückerstattet.     Von  der  Nettoprämie  entfallen: 

-^—'^^  1000     =  33  c/^  78  A  auf  die  Hauptversicherung, 

^*  ^~Hr— "  138,73  =  30  „    62  „  auf  die  Rückgewähr  im  Todes- 

,     *'        "  falle 

und 

^  ^^V    138,73  =  59  „    47  „    auf  die  Rückgewähr  im  Er- 


zusammen     123  c/^  87  *\. 


lebensfalle. 


Fände  Rückgewähr  nur  im  Todesfalle  statt,  so  reduzierte  sich 
in  (a)  der  Inhalt  der  eckigen  Klammer  auf  1,  und  fände  sie  nur  im 
Erlebensfalle  statt,  so  entfiele  der  dritte  Teil  der  linken  Seite. 

5)  E^apitalisch  begründete  Todesfallversicherung  mit  Rückgewähr 
des  eingezahlten  Kapitales  kÄ  +  c  und  seiner  Zinsen  zum  Zinsfuße  i. 

Die  Leistung  der  Anstalt  setzt  sich  zusammen  aus  zwei  gewöhn- 
lichen Todesfallversicherungen  mit  den  Kapitalien  1  und  der  Bruttoprämie 
kÄ  +  c,  und  aus  einer  steigenden  Ablebensversicherung,  mit  i  {kA  +  c) 
beginnend  und  um  diesen  Betrag  steigend;  die  Nettoleistung  des  Ver- 
sicherten ist  Ä,    Zu  ihrer  Bestimmung  hat  man  also  die  Gleichung: 

:^«  (1  4-  A^  +  c)  +  ^5  i(kA  +  c)  =  A; 


hieraus  folgt 


6)  Todesfallversicherung  gegen  jährliche  Prämienzahlung  mit 
Rückgewähr  der  Bruttoprämien  nebst  deren  einfachen  Zinsen  zum 
Zinsfuße  t. 

Der  Fall  ist  konform  dem  Falle  10),  Nr.  254,  nur  daß  statt  der 
Netto-  die  Bruttoprämien  rückerstattet  werden.  Daher  ändert  sich 
die   dort  abgeleitete  Gleichung  (a)  dahin,   daß  auf  der  linken  Seite 
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an  die  Stelle  der  Nettoprämie  P  die  Bruttoprämie  itP  -f  c  tritt:  sie 
lautet  dann 

J^x  ^  t  ^x  +  i^P^J  (i^P  -f  c)  =  -Vx^ 

und  gibt: 

Eine  Versicherung  dieser  Art  gestaltet  sich  selbstredend  sehr 
kostspieb'g,  namentlich  f&r  hohe  Alterklassen.  Als  Beispiel  diene  der 
nach  Tafel  III  gerechnete  Fall,  wo 

X  =  50,     k  =  1,08,     i  =  0,02; 

der  Zuschlag  zur  Nettoprämie  beträgt  also  S^q  ihres  Betrages,  und 
die  Bruttoprämien  werden  mit  2®^,  einfachen  Zinsen  ruckgewahrt.  Maa 
findet  bei  lOO^J  v^fC  versichertem  Kapital 

als  Nettoprämie      239  c/^ 

als  Bruttopramie     258  cÄ  12  Ä. 

Von  der  Nettoprämie  entfallen 

-„-  •  1000  =    36  c/^  75  Ä  auf  die  Hauptversicherung, 

?s»±op,^i^,. ^5^  j2  =  202   „    25  „   auf  die  Rfickgewlhr, 
zusammen     239  cS  —  ^\. 

Stirbt  der  Versicherte  im  00.  Lebensjahre,  nachdem  er  also  10  Jahres- 
prämien eingezahlt,  so  zahlt  die  Anstalt  an  den  Versicherungs- 
berechtigten: 

an  versichertem  Kapital 1000  c# 

an  Prämienrückgewähr  10  X  258,12 2581  „  20\ 

an  2%  Zinsen  von  den  Prämient  10-^9+ 8H j-l)  5,16      283  „  93  „ 

zusammen    3865  „  13  ä; 

dagegen  sind  die  vereinnahmten  Nettoprämien  zu  3^®^  Zinseszins  auf 

Mg;^  239  =  2803  ^  81  .^ 

angewachsen;  die  Anstalt  erleidet  einen  „Schaden''  von  1061  t,iC  32  ä. 
Tritt  der  TodesMl  im  80.  Lebensjahre  ein,  nach  Einzahlung  von 
30  Jahresprämien,  so  werden  ausgezahlt: 

an  versichertem  Kapital lOOO^Af 

an  Prämienrückgewähr  30  X  258,12 7743  „  60  A 

an  2®  0  Zinsen  von  den  IVämien  (^30+29+28+  •  •  •  -f  1  >  5,16     2400  „  51  „ 

zusammen  11144c/^  11^^; 
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die  bis  dahin  yereinnahmten  Nettopramieu  sind  zu  dem  Kapitale 

i^'^g—  239  =  12625  J6  11  \ 
angewachsen;  die  Anstalt  „gewinnt^'  also  bei  diesem  Falle  1481  cS. 

256.  Beispiele,  verbundene  Leben  betreffend. 

1)  Einseitige  Überlebensrente,  zahlbar  an  (x)  vom  Tode  des  (y) 
ab,  gegen  einmalige  Prämie  Ä  und  Rückgewähr  der  Bruttoprämie 
JcA  +  c,  im  FaDe  (x)  früher  sterben  sollte. 

Die  Anstalt  verpflichtet  sich  durch  diesen  Vertrag  zur  Zahlung 
der  Überlebensrente  a^  ^  und  zu  der  einseitigen  Überlebensversiche- 
rung Ä^  im  Betrage  kÄ  +  C]  die  Gegenleistung  besteht  in  der  Netto- 
prämie Ä.    Es  ergibt  sich  also  die  Gleichung: 

aus  welcher 

folgt. 

Beispiel.  Ein  50 -jähriger  Mann  versichert  seiner  um  10  Jahre 
jüngeren  Frau  eine  nach  seinem  Tode  beginnende  Leibrente  von 
800  i/fC  mit  der  Maßgabe,  daß  ihm  das  hierfür  eingezahlte  Kapital 
unverkürzt  rückerstattet  werdej  wenn  die  Frau  vor  ihm  sterben  sollte. 
Bei  der  Berechnung  der  Bruttoprämie  soll  k  =*  1,06  und  c  =  0,1  an- 
genommen werden. 

Mit  den  Grundlagen  der  Tafel  III  ist 

a,o  =  17,104, 
femer  nach  Nr.  237 

««,.40=12,278, 

^«,,«  =  0>19794; 

mit  diesen  Daten  gibt  (60)  die  einmalige  Nettoprämie 

800  .  6,1264  =.  4901,14  JC-, 

aus  dieser  berechnet  sich  die  Bruttoprämie 

800  (1,06  .  6,1264  +  0,1)  =  5275,20  J(. 

Von  der  Nettoprämie  entfallen  auf  die  Hauptversicherung  rund  3860, 
auf  die  Rückgewähr  1040  ^JC. 

2)  Einseitige  Überlebensversicherung  auf  das  Leben  (x)  zugunsten 
des  (y)  gegen  einmalige  Prämie  und  Rückgewähr  derselben,  wenn  (y) 
vor  (x)  sterben  sollte. 
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Die  Anstalt  zahlt  dem  (y)  das  Kapital  1  ans  nach  dem  Ableben 
von  {oo),  eventuell  diesem  die  kapitalische  Einzahlung  kA  +  c^  wenn  (y) 
früher  sterben  sollte;  die  Leistung  des  Versicherungsnehmers  ist  mit  A 
anzusetzen.     Aus  der  so  gebildeten  Gleichung 

A^,,  +  Ä^lQcA  +  c)  =  A 
folgt: 

A^^k+^A.  (61) 

mtte  man  die  Zahlen  M;^^  [Nr.  237,  (79),  (80)],  sowie  D,, 
[Nr.  226,  (53)]  gebildet,  so  fände  man  mit  Hilfe  derselben 

^=-"'    -      ^'.  (62) 

Beispiel.  Ein  50-jähriger  Mann  versichert  seiner  um  10  Jahre 
jüngeren  Gattin  ein  Kapital  von  2000  t/^,  das  sie  nach  seinem  Tode 
erhält-,  sollte  sie  vor  ihm  sterben,  so  wird  ihm  die  kapitalische  Ein- 
zahlung rückerstattet. 

Aus  den  Grundlagen  der  Tafel  III  ergab  sich  in  Nr.  237 : 

^A.,  4«  =  0,38707, 
^50, 4-0  =  0,19794; 

nimmt   man    wie    im  vorigen  Beispiel  k  =  1,06  und  c  =»  0,1   an,   so 
berechnet  sich  die  Nettoprämie  zu 

2000  .  0,51490  =  1029,79  JC, 

daraus  die  Bruttoprämie 

2000(1,06  .  0,51490  +  0,1)  =  1291,58  JC, 

Die  Nettoprämie  verteilt  sich  derart,  daß  774,14  c/fC  auf  die 
Hauptversichenmg  und  265,65  cJC  auf  die  Rückgewähr  entfallen. 

3)  Einseitige  Überlebensversicherung  auf  das  Leben  (x)  zugunsten 
des  (y)  gegen  jahrliche  Prämienzahlung  mit  Rückgewähr  der  ein- 
eingezahlten Prämienbeträge,  wenn  (t/)  vor  (x)  sterben  sollte. 

Die  Rückgewähr  bedeutet  jetzt  eine  steigende  Überlebensversiche- 
rung auf  den  Tod  von  (y)  zugunsten  des  (a;),  beginnend  mit  der  ein- 
fachen Bruttoprämie  kP+c  und  um  ihren  Betrag  jährlich  steigend; 
die  Leistung  des  Versicherungsnehmers  ist  als  Verbindungsrente  vom 
Betrage  der  Nettoprämie  zu  rechnen.     Dies  ergibt  den  Ansatz: 

und  daraus  folgt: 
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wobei 


K.-kB 


*r 
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257.  Begrlfif^entwlckluiigf.  Die  Nettoprämien  eines  Bestandes 
gleichartiger  Versicheningenj  mag  der  Modus  ihrer  Einzahlung  welcher 
immer  sein,  sind  stets  so  bemessen,  daß  sie  mit  ihren  na<jh  dem 
adoptierten  Prozentsatz  zuwachsenden  Zinsen  und  Zinsesa^insen  gerade 
ausreieheQj  die  versicherten  Summen  anzubringen,  voraus  gesetzt^  daß 
die  Sterblichkeit  genau  nach  der  zugrunde  gelegten  Tafel  verläuft. 

In  bezng  auf  den  Zufluß  der  Prämien  und  den  Abfluß  der  Ver- 
iichenrngiBummen  sind  drei  Fälle  denJcbar. 

Der  erste  Fall  besteht  darin,  daß  Zufluß  und  Abfluß  einander, 
wenigstens  periodenweise  M,  das  GMdtgewieM  halten.  Dies  fände  bei 
natürlicher  Prämienzahlung  statt,  wo  eine  solche  möglich  ist  (Nr.  250). 
Der  Fonds,  der  sich  aiu  Eieginn  eines  Vereicherungsjahres  aus  den 
eingelaufenen  Nettopramien  bildet,  wird  am  Ende  des  Jahres  nebst 
seinen  inzwischen  zugewachsenen  Zinsen  zur  Deckung  der  eingetretenen 
Schäden  gerade  au  i^e  brau  cht. 

Der  zweite  Fall  ist  dadurch  gekennzeichnet  ^  daß  der  Zufluß  an 
Prämien  und  ihren  Zinsen  den  Abfluß  von  Versicherungssummen 
derart  nherwiegt^  daß  immer  ein  Fonds  vorhanden  ist^  der  erst  in  dem 
Augenblicke  erschöptH;  wird,  wo  die  letzte  Versicherung  de^  Bestandes 
abläuft.  Der  in  einem  bestimmten  Zeitpunkte  vorhandene  Fonds,  der 
aus  dem  Überwiegen  der  eingezahlten  Prämien  und  ihrer  Zinsen  über 
die  succeasive  aiisgezalilten  Versicherungssummen  entspringt,  heißt  die 
diesem  Zeitpunkte  entsprechende  Prämmireserve. 

Durch  einen  Blick  in  die  Zukunft  kann  man  sich  von  ihr  noch 
eine  andere  Vorstellung  bilden.  Dort,  wo  sich  eine  Prämienreserve 
angesammelt  bat^  müssen  die  Prämieneinzahlungen  die  ausgezahlten 
Versichenmgösummen  voriier  überwogen  haben;  da  schließlich  Gleieh- 


1)  Weil  stetige  Einzahlung  der  Pr&mien  und  Ausm^hlimg  ?oii  Versicheninge- 
summea  praktisch  nicht  auafülirbar  uind. 


Ö22 


Vierter  Teil    Leliensvorsicbenitig^rechöaiig. 


gewicht  oder  vfUlige  Aufzeknmg  ilos  Fonds  BtattfiBden  muß,  so  werden 
notwendig  nm^hher  die  EinsüahlungeiL  von  den  Auszahlungen  überwogen 
werden.  Hiernach  stellt  sieh  die  Prämienreserve  als  die  ErgEüsning 
dar,  w^elche  erforderlich  ist^  um  den  Wert  der  noch  211  gewärtigenden 
Prümieueinxalilungen  auf  den  Wert  der  noch  ausstehenden  Auszahlongen 
zu  bringen. 

Theoretisch  ist  auch  der  dritte  Fall  eines  eolcheü  Einlaufes  der 
Prämien  möglich,  daß  zeitweilig  nicht  die  ztireichenden  Mittel  vor- 
handen sind,  um  die  fällig  gewordenen  Versichernngssumnjen  zur 
Auszahlung  ^u  bringen*  Die  Anstalt  müßte  dann  das  Fehlende  jeweiUg 
vorschußweise  ergänzen;  die  geleisteten  Vorschüsse  samt  den  Zinsen 
würden  ihr  zu  einer  Zeit^  wo  sich  wieder  genügende  Fonds  aus  den 
eingezahlten  Prämien  angesammelt  liaben^  refundiert  werden.  Die 
Fehlbeträge,  die  »ich  bei  solcher  trebarntig  zeitweilig  herausstellen, 
wären  als  mf^ative  FmmienresciVf*  zu  bezeiclmen. 

Von  diesen  drei  Fällen  hat  eigentlich  nur  der  zweite  praktische 
Bedeutimg;  denn  die  natürliche  Prämienzahlung  kommt  nur  ganz  aus- 
nahmsweise vor^  und  die  fast  ausnahmslose  Befolgung  des  in  Nr*  250 
schon  erwälmten  Grundsatzes^  daß  eine  Anstalt  niemals  an  einen  Ver- 
sicherten Vorschüsse  leisten  8oU|  verhindert  das  Auftret^'n  von  nega- 
tiven Prämienreserven, 

Den    beiden   Auffassungen    der   Prämienreserve    entsprechen    die 
beiden  Hauptmeihmlen  ihrer  Berechnimg:  die  eine  Methode^  die  re^o-fl 
r  die  bereits  abgelaufene  Versichenmgszeit,  die 


I 


Beide  Methoden 


apeldive^  stützt  sieh  auf 

zweite,  die  prospeJäive^  auf  den  zukünftigen  Verlauf, 

stellen  die  Präniienreserve  als  eine  Differenz  dar,  wobei  der  Subtrahend  fl 

eventuell  auch  Null  sein  kann.  ™ 

Nach  der  reirosptJdmm  Methode  erscheint  die  Prämieureserve  als 
Differenz  MViSchen  den  vereinnuhmten  Prämien  und  deti  erfolgten  Attö- 
mldunßen;  nach  der  prospekth-eu  Methoät^  ist  sie  der  Unterschied 
Mwisclum  dmi  m,  gewärtigenden  Ättsmhlungefi  und  den  ^a  gewärtigenden 
PrämieneimiahmeHf  aUe  JMräge  auf  den  Zei^mkt  der  Iteservdtereehfmnff 
reduziert. 

Eb  könnte  seheinen  ^  als  ob  zwischen  den  beiden  Methoden  ein 
prinzipieller  Unterschied  bestünde  in  dem  Sinne,  daß  die  erste  mit 
vergangenen,  also  bekannten  Tatsachen,  die  zweite  dagegen  mit  dem 
Ungewissen  zukünftigen  Verlauf  rechnet*  Dem  ist  jedoch  nicht  so: 
den  Ausgangspunkt  für  die  Bereclmnng  der  Prämienreserve  eines  be- 
stimmten Augenbhckes  bildet  der  zu  dieser  Zeit  vorhandene  Bestand 
von  Versicherungen,  und  das  Mittel  der  Berechnung  sind  die  an 
genommenen  Versieherungsgrundlagenj  also  die  atatistiachen  Tafeln 
und  der  Zinsfuß. 

Dieser  Gedanke  bedarf  noch  der  näheren  Ausführung*  Wäre  ein 
eben  gebildeter  Bestand  gleichartiger  Versicherungen  und  der  Modus 


I 
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der  Prämienzahlmig  gegebeiij  und  wüßte  man  im  voraus,  ciaß  er  sieh 
genau  nach  den  gewüLlteu  Grundlagen  entwickeln  werde,  so  kr^nnte 
für  jeden  künftigen,  überhaupt  in  Betracht  kommenden  Moment  die 
PrTimienreserve  a  priori  angege})en  werden,  und  es  wäre  für  das  Re- 
snltat  gleichgiltig,  welcher  Methode  man  sich  dabei  bediente;  auch 
der  Bestand  an  VerBicherten  zn  jenem  Zeitpunkte  ließe  sieh  voraus- 
sagen. Die  Wirklichkeit  wird  aber  von  dieser  Voraussage  in  der 
Regel  abweichen j  der  Bestand  wird  ein  anderer  sein,  als  es  den 
Grundlagen  entsprechen  würde.  Wollte  man  nun  die  retrospektive 
Rechnung  nach  dem  wirkliehen  Verlauf  machen  ^  so  müßte  sie  ein 
anderes  Resultat  ergeben  als  die  prospektive  Methode,  die  immer  nur 
auf  die  Grundlagen  gestützt  werden  kann.  Man  macht  daher  auch 
die  retrospektive  Reclmung  nach  dem  eben  herrschenden  Bestände 
und  nach  den  Gnmdlagen,  geht  also  dabei  gewissermaßen  von  einem 
fitigiertm  Anfmigsheslande  aus  s^tatt  von  dem  wirklichen, 

unter  solchen  Verhältnissen  ergeben  beide  Methoden  dasselbe 
Resultat*  Die  prospektive  Methode  ist  die  weitaus  gebräuchliehere, 
bei  vielen  Versicherungen  auch  die  einfachere;  nur  bei  manchen  kom- 
plizierteren Versichenmgskombinationen,  insbesondere  solchen  mit 
Prämienrückgewähr,  ist  die  retrospektive  Methode  vorzuziehen. 

Die  Entwicklung  des  Begriftes  der  IMimieiireserve  ging  von  der 
Vorstellung  eines  anfänglichen  Best^mdes  gleichartiger  Versicherungen 
aus;  die  Gleichartigkeit  besteht  in  dem  gleichen  Alter  der  Versicherten, 
io  gleichen  Versicherungssummen  und  einerlei  Zahlungsmodalitat  der 
Prämien.  Unter  solchen  Vomussetzungen  waren  alle  Versicherungen, 
die  TAX  eijiem  bestimmten  späteren  Termin  noch  zu  Recht  bestehen, 
an  der  Ansammlung  der  diesem  Termine  entsprechenden  Pifimien- 
reserve  in  gleicher  Weise  beteiligt;  es  entfällt  daher  auf  jede  der  entn 
sprechende  aliquote  Teü  der  Reserve,  In  diesem  Sinne  spricht  man 
von  einer  E'miclresf^rve  oder  von  der  Prämienreserve  einer  einzelnen 
Versicherung  im  Gegensatze  zur  Gesandresen-e. 

Die  Gesamtreserve  einer  Anstalt  ist  die  Summe  der  den  einzelnen 
Versicherungen  entsprechenden  Einzelreserven. 

Hiernach  erscheint  die  Bestimmung  der  Gesamtreserve,  die  eine 
wichtig©  Bilanzpost  bildet,  auf  die  Berechnung  der  Einzelreserven 
zurückgeführt.  Indessen  empfiehlt  es  sieh  dort,  wo  starke  Besl^lnde 
gleichartiger  Versieh enmgen  vorhanden  sind,  für  diese  die  Gesamt- 
re^erve  zu  ermittein;  man  bezeichnet  diesen  Vorgang  als  Gruppen- 
rmhnmifj  gegenüber  der  Einzelrechnnng. 

Ohne  auf  die  Frage,  ob  und  warm  der  einMelne  Versicherte  auf 
die  itro  entsprechende  Reserve  einen  Anspruch  hat,  —  daß  die  Ge- 
samtreserve Eigentum  der  Gesamtheit  der  Versicherten  ist,  geht  ans 
dem  Begriff  hervor  —  nehmen  wir  an^  daß  dem  wirklich  so  sei. 
Unter  dieser  Vorstellung  kann  die  Einzelreserve  einer  Versicherung 
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ia  mmm  bestimmten  Zeitpunkte  aucli  ale  Wert  oder  Zeihdwrt  (/#r  zu- 
gdhorigen  Police  bezeichnet  werden. 

Die  Prämiem-eserve  einer  Versichening  was  immer  fär  einer  Art, 
die  eine  Person  {x)  abgeacblossen  batj  m  Jabre  nach  dem  Ab&cklnB 
werde  mit  ,^F^  bezeichnet.  Beim  Abschlüsse  selbst  stellt  sich  diese 
Reserve  als  eine  Anwartschaft  dar,  abhangig  von  dem  Erleben  da« 
Alters  X  +  nr^  sie  hat  daher  zu  dieser  Zeit  den  Wert: 


.V.' 


4 


258.  Prämienre&erve  bei  einmaliger  FrämienzaMung.   Bei 

kapitalisch  begniudeteü  Versichernngen  gibt  the  prospektiyt'  Methode 
unmittelbar  Aufschhiß  über  die  Größe  der  zu  einer  bestimmten  Zeit 
erforderlichen  Prämienreserve,    Da  nämlich  weitere  Einzahlungea  nicht 
stattfinden,  muß  für  jeden  Versicherten  der  dieser  Zeit  entsprechend^ 
Wert  semer  Versicberung  im  Reservefonds  vorhanden  sein, 

Eb  ist  €dso  die  Främm^reserve  einet'  durcli  ammdige  Prämie  be- 
gfümletmi  Versidiermig  gleich  dmn  durch  die  al/gdanfenc  Zeit  abgeänderten 
Wert  der  Versicherung, 

An  dem  Beispiel  der  Erlebensversicherung  soll  die  Richtigkeit 
dieses  Satzes  auch  durch  die  Rechnung  erwiesen  werden. 

Angenommen,  l^  Personen  des  Alters  jt;  hatten  sich  auf  den  Er- 
leben^ftill  zum  Alter  .r  H-  n  auf  das  Kapital  1  durch  Einzablnng  der  ein- 
maligen Prämie 

versichert.  Dadurch  ist  ein  Fonda  in  der  Höhe  t^  ^E^  entstanden^  der 
in  m(<n)  Jahren,  da  inzwischen  keine  Anszahlimgen  stattfinden,  mit 
Zinseszinsen  auf  die  Hohe 

anwächst.  Die  Zahl  der  Versicherten  sinkt  bis  dahin  infolge  der 
eingetretenen  Sterbefälle  auf  l^^^^\  auf  jeden  davon  entfällt  daher  die 
Prämienreierve 


I 


1 
1 


>  +  1» 


.»*•», 


+  m 


A  +  ™  ' 


ersetzt  man  „£^  durch  seinen  obigen  Wert,  so  wird 


.v^- 


J>- 


jf +  irt 


'  wi^*  +  mf 


in  Übereinstimmung  mit  dem  ansgesprochenen  Satze. 

Die  Anwendung  des  Satzes  auf  vyrsehiedene  Kombinationen  bietet 
keine  Schwierigkeit,  weil  es  sich  immer  nur  um  die  Angabe  des 
jaweiligea  Versicherungswertes  handelt. 


^ 
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Eine  kapitaliaeh  begründete  lebenslängliche  Todesfall  Versicherung 
aaf  dae  Leben  [^r)  hat  nach  ^i  Jahren  die  Iteserve 

eine  ebenso  begründete,  auf  n  Jahre  abgekürzte  Todesfall? ersichening 
die  Reaerre 

m^x~  \n- m-^sr  +  m  *  W 

Zu    einer   kapitalisch   begründeten,   um  n  Jahre  aufgeschobenen 
Leihrente  für  Jas  Leben  (x)  gehört  nach  m  Jahren  di©  lieserve 


die  Reserve 


(4*) 


I 


(4**) 

denn  im  ersten  Falle  ist  die  Rente  noch  nm  n  —  iH  Jahre  aufgeschoben, 
im  zweiten  B'alle  bereits  flüssig;  beidemal  hat  der  Versicherte  das 
Alter  ^  -f  ni  erreicht.  Die  Formel  (4*'*^)  gilt  für  das  Ende  des  m-ien. 
JsLhreSf  unmittelbar  vor  AusKahlung  eines  Renten betrages. 

2B9*  PrämienreBenre  bei  Jälirliolier  Fr&mieiizahluii^.  Ist 
die  Daner  der  Prämienzahlung  im  voraus  begrenzt^  und  fallt  der  Zeit- 
punkt der  Reserveberechnung  über  die  Periode  der  Prämienzahl uog 
hinaus^  so  ergibt  die  prospektive  Methode  für  die  Prämienreserve 
ebenso  wie  im  vorigen  Falle  den  Wert  der  ferneren  Yersichenmg. 
Wurde  also  beispielsweise  eme  aufgeschobene  Rente  durch  jährliche 
Prämien  während  der  AufschubSKeit  von  n  Jahren  erkauft^  u3id  soll 
die  Prämienreserve  nach  m  Jahren  bestimmt  werden,  wobei  m  >  n  isl^ 
so  hat  man,  gleichlautend  mit  (4**)^ 


V 


£  +  m  ' 


Wenn    aber   die    Prämienreserveberechnung   in    die    Periode   der 

Prämienzahlung  fällt^  so  erfordern  beide  Methoden,  die  prospektive 
wie  die  retrospektive,  die  Bestimmung  zweier  Versicherungs werte  ^  die 
prospekiivp  Methode: 

1)  ilen  Wert  der  ferneren  Versichening^ 

2)  den  Wert  der  ferneren  Prämienzahlung; 
die  re^öspeJciive  Methode: 

1)  den  Wert  der  bereits  vereinnahmten  Präraien, 

2)  den  Wert  der  bereits  verausgabten  Versicherungssummen; 
man  rechnet  diese  beiden  Werte  für  den  Terrain  des  Versicherungs- 
ab  Schlusses  und  reduziert  sie  hierauf  auf  den   Termin  der  Prämien- 

I     reservebertschnung  (s,  Schlußbemerkung  in  Nr.  257). 
I  Der  Wert  1)   bildet  in  beiden  Fällen  den  Minuend,  der  Wert  2) 

I    den  Subtrahend  jener  Differenz^  durch  welche  sich  die  Prämienreserve 
I    darsteUt. 
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Als  erstes  Beispiel  diene  wieder  die  ErlebensYersichening  auf  das 
Kapital  1,  abgeschlossen  von  einer  Person  (x)  auf  n  Jahre  gegen 
Zahlung  der  konstanten  Prämie 

während  der  Versicherungsdauer. 

Nach  der  prospektiven  Methode  ergibt  sich  der  Ansatz 

m  ^JP  ^^  n-m^x-i-in  In-wA  +  m  «"^x  5  V    / 

denn  die  fernere  Versicherung  ist  eine  Erlebensversicherung  für  (x+m) 
nur  mehr  auf  n  —  m  Jahre,  und  die  fernere  Prämienzahlung  eine  auf 
n  —  7n  Jahre  abgekürzte  Rente,  abhängig  vom  Leben  (x -\- m)  und 
vom  Jahresbetrage  der  Prämie. 

Die  retrospektive  Methode  liefert  den  Ausdruck: 

denn  die  bereits  vereinnahmten  Prämien  haben  zur  Zeit  des  Versiche- 
rungsabschlusses den  Wert  \,,flxn^xy  ^®^  durch  Multiplikation  mit 
,.  *      auf  den  Zeitpunkt  der  Reservebestimmung  reduziert  wird;  eine 

■^x-\-m 

Auszahlung  aber  hat  noch  nicht  stattgefunden. 

Die  Übereinstimmung  von  {a)  und  (/3)  ist  leicht  zu  erweisen.     Die 
Ausführung  von  (a)  in  den  Grundzahlen  gibt  nämlich: 


».+„ 
-»,+,« 

+  n 

und  die  Ausführung  von  {ß)  in  gleicher  Weise: 

Man    kann    dem    letzten   Ausdrucke    noch    eine  einfachere  Form 
geben,  wenn  man  zu  der  Prämie 

p   ^^ 5  +  !? 

K  —  'K  +  n 

noch  die  andere 

P  ==  _    ^  +  *"  _ 

^  -^^X  ^^X  +  TU 

hinzunimmt;  man  erkennt  dann  sogleich,  daß 


^.=  "y-  (5) 


m  '  X 

m-^  X 
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Hätte  man  also  zu  jedem  Alter  die  Jahresprämien  für  die  ver- 
schiedenen Versicherungsdauem,  so  ergäbe  sich  die  Reserve  durch 
Division  zweier  Jahresprämiian.  Da  jedoch  Tafeln  von  solcher  Voll- 
ständigkeit kaum  vorhanden  sein  werden,  so  wird  man  in  der  Regel 
nach  der  Formel  (a)  rechnen. 

Bei  w  =  w  wird  ^V^  =  1,  wie  es  sein  muß. 

Als  zweites  Beispiel  möge  die  vollständige  Todesfallversicherung 
auf  das  Leben  {x)  gegen  lebenslängliche  Zahlung  der  Jahresprämie 

behandelt  werden. 

Die  prospektive  Methode  gibt  den  Ansatz: 

die  retrospektive  den  Ansatz: 

die  keiner  Begründung  mehr  bedürfen.  Aber  ihre  Übereinstimmung 
soll  erwiesen  werden.  Ersetzt  man  in  (d)  |^a^  und  \^A^  durch  die 
Grundzahlen,  so  wird 

und  wegen  iV^P^  =  M^  weiter 

■TT  X  +  m J?  -h  wi      X  /   \ 

-*^X  +  TO 

"^  -^x  +  m  ~~  ^x  +  m^x 

in  Übereinstimmung  mit  (y). 

Drückt   man   in  (y)  A^j^^  und  P^  durch  Renten  aus,   nämlich 

A^^^^  1  —  da^,^^   und   P,  =  -~ — *,    so    ergibt    sich   nach   einer 

^x 

Reduktion  die  bemerkenswerte  Formel: 

^F,=  l-^,  (6) 

**x 

welche  die  Prämienreserve  durch  Renten  ausdrückt.  In  Nr.  262  wird 
auf  diese  Formel  noch  weiter  eingegangen  werden. 

260.  Prftmienreserve  bei  nntexj&hriger  Prftmienifthlinig. 

Es  handle  sich  um  die  Prämienreserve  einer  lebenslänglichen  Todes- 
fallversicherung auf  das  Leben  (x)  nach  n  Jahren,  wenn  die  Prämie 
in  w-tel-Raten  gezahlt  wird.  Ihr  Zeichen  sei  „V^"'^,  Nach  der  pro- 
spektiven Methode  hat  man  den  Ansatz: 
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Bei  ganzjähriger  Prämienzahlung  wäre  die  Reserve 

es  ist  also  der  Unterschied 

.,     X  n' X  —  M'«+n-tx         t^x  +  n-Lx     ) 

ZU  seiner  Beurteilung  setze  man  in  erster  Näherung  (s.  Nr.  219): 


ailn  =  a,  +  n- 


m  —  1         T,(m)  A,  a.  P, 


"7  -ta;  = 


'*     g 


,  +  „  — f*x  +  n          2m     '        '^^                    m  — 1  m  — 1^ 

<*« :: ö« ^^ 

*          2w  *          2i» 

woraus 

in  —  1 


a*  — 


P   « ^*^     p(m) . 

«  a  X      > 


dadurch  ergibt  sich 

w—  1 

F('»)  -    F  =  -^ — a  ^   P^»»)  -  Ca  ^    -  ^  ""' ^^  P("») 

n'^«  n'^x  ^  "'x  +  fi-^x  \**ar+«  g  |^    y -^  x 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (6)  folgt: 

„^•"^  =  X(l  +  -2^^"")-  (8) 

Der  eingeklammerte  Faktor  rechts  nimmt  bei  w  =»  oo,  d.  i.  unter 
Voraussetzung  kontinuierlicher  Prämienzahlung,  den  größten  Wert  an; 
die  dieser  Vorstellung  entsprechende  maximale  Prämienreserve  ist 

„n  =  nF.(l  +  |P,).  (9) 

Rechnet  man  P,  nach  der  Formel  [s.  Nr.  249,  (25)] 

SO  findet  man  mit  den  Grundlagen  der  Tafel  lEI  beispielsweise: 

,F«,=  l,00878,r,., 

„F5o=l,01905„F,o; 

und  wenn  die  Auszahlung  des  versicherten  Kapitales  unmittelbar  nach 
dem  Tode   bedungen   wird,    in   welchem  Falle  fQr  A^  zu  setzen  ist 

Ä^  =  -4^  (1  +  |-j,  so  ergibt  die  Rechnung: 

„F«,=  1,00894,F,., 
„F5,=  l,01938„no. 


I 
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Es  erliött  sii^li  lihty  die  scharf  gererhoete  PränueiireserTe  gegenüber 
der  normalen  um  <J,H,  beziehungsweise  2%  der  letzteren.  Man  sieht 
daher  in  der  Pnixis  von  diesem  geringfügigen  Unterschiede  ah  und 
rechnet  J^^  statt  „  rj"'^ 

261.  Bestimmung  der  Reserve  nach  einer  nichtganzen 
Anzahl  von  Jahren*  In  der  Regel  fällt  das  Kechnungsjahr  einer 
Veraich  er  utigsanstalt  mit  dem  Sohu-jahre  zasamiiien.  Am  Schlüsse 
eines  sohiien  haben  die  wenigsten  Veraicheningen  gerade  eine  volle 
Anzald  von  Jahren  bestanden;  bei  den  meisten  besteht  die  Dauer  aus 
einer  ganzen  Anzahl  van  Jahren  und  einem  Jahreshruehteil.  Es 
handelt  sieh  uuu  darum ,  die  l^rämietireserve  nach  einer  solchen  Ver* 
Sicherungsdauer  zu  bestimmen. 

Die  Versiehenmgsdauer  betrage  n  +  -   Jahre^  wo  n  eine  ganze 

Zahl  und  —  einen  echten  Bruch  bedeutet^  die  fragliche  Reserve  werde 

mit        ,  Vj,  bezeichnet.    Mau  wird  sie  genau  genug  bestimmen,  wenn 

m 

man  sie  zwischen  die  Reserve  am  Bt'gmn  und  am  Ende  des  n  +  1-ten 
Jahres  unter  der  Annahme  linearer  Änderung  interpoliert.  Nun  ist 
ilie  Reflerve  am  Ende  des  Ji-ten  Jahres  ^V^j  am  Beginn  des  n  +  l-teu, 
nach  erfiiUjirr  PrümkuzüMiirig^  erreicht  sie  die  Höhe  ^,  T^j+  J^^?  ^^ 
Schlüsse  desselben  ist  sie  rt  +  i^'x*  Hiernach  hat  man  die  Naherungs- 
formel: 

m 

Nach  einer  viel  verbreiteten  Praxis  wird  der  in  eckige  Klammern 
eiugesehloasene    Posten    allein    als   ,,Prämienreserve"'    in   den   Büchern 

geehrt ^).     Der  zw^eite  Teil, P^^  welcher  den  tlber  das  Ende  des 

Rechnungsjahres  hinaus  greifenden,  also  dem  Ufkitstet^  Rech nunprs  jähre 
züfallendün  Anteil  der  l^tzUjemhlten  Jahrefipramie  bedeutet,  wird  uuter 
dem  Namen  „rnimienühertrag**  separat  gerechuet  nud  angewiesen 
(s>  w^eiter  unten  Nr.  2*33). 

Mit  der  Bemessung  des  Jalireshruchteiles  wird  man  wohl  nie  über 
Zwölfteljabre   (Monate)    hinausgehen,    weniger   als    15  Tage   vernaeh 
lässigend,  mehr  als  ir>  Tage  für  einen  vollen  Monat  rechnend.    Ja  fiei 
starker   besetzten   Altersgruppen   wird  matt  sich,    ohne  einen  großen 
Fehler  befürchten  zu  müssen,  noch  eine  weitergehende  Vereinfachung 

i]  G.  Bohlmann^  KncjkL  dur  mathem.  WisHOnsch.  I,  p  885  gebraucht 
für  diesen  Poati?ii  die  FSetietumng  ^,kaul'rnri.miisehe  PFätnienreeerve'*,  num  Unter- 
schiede von  der  ^^mfttbcmntiHelieti*'^^  diu  clurt:h  (10)  au»|^edrückt  wäri*. 
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gestatten  und  unter  der  Annahme  gleichförmiger  Verteilung  der 
Prämienzahlüngstermine  über  ein  Rechnungsjahr  so  rechnen  dürfen, 
als  ob  der  Überschuß  über  die  ganzen  Jahre  durchgängig  |  Jahr 
wäre.     Man  hat  dann  als  ersten  Posten  das  aiithmetische  Mittel 

2 

und  als  zweiten  Posten  die  halbe  Jahresprämie 

2 

Bei  den  Versicherungen,  welche  im  Rechnungsjahre  zugewachsen  sind, 

V 
kommt  also  am  Ende  dieses  Jahres  die  Reserve  ^-^  einzustellen;  man 

wird  ein  annähernd  gleiches  Resultat  erzielen,  wenn  man  bei  den  vor 
Jahresmitte  abgeschlossenen  Versicherungen  den  ganzen  Betrag  ^F, 
und  bei  den  aus  der  zweiten  Jahreshälfte  stammenden  keine  Reserve 
einstellt. 

262.  BinfluB  der  Sterbetafel  und  des  Zinsflißes  auf  die 
PrftmienreBerve.  Der  Einfluß,  den  die  Wahl  der  Sterbetafel  auf 
die  Prämienreserve  ausübt,  läßt  sich  nicht  mit  wenigen  Worten  und 
allgemein  charakterisieren;  er  ist  für  verschiedene  Versicherungskombi- 
nationen dem  Sinne  und  der  Größe  nach  verschieden.  Es  sind  mehr- 
fache Untersuchungen  nach  dieser  Richtung  angestellt  worden,  ihre 
Resultate  werden  sich  aber  zur  Bildung  eines  Urteiles  in  einem 
speziellen  Falle  kaum  geeignet  erweisen;  das  beste  Mittel  bleibt  hier 
die  Ausrechnung  einer  Anzahl  von  Spezialwerten. 

Einige  Betrachtungen  dieser  Art  mögen  hier  Platz  finden. 

Es  handle  sich  um  lebenslängliche  Todesfallversicherungen  und 
um  die  Vergleichung  zweier  Sterbetafeln;  die  auf  die  zweite  bezüg- 
lichen Werte  sollen  accentuiert  werden. 

Man  hat  dann 


•    '     r  -*•  9  «    '    »  ■■■  _     / 


Für  ein  bestimmtes  .r  und  n  wird  also 


jenachdem 
oder 


<K      -^     «^ 


«r       ^    «r  J-n 

X  X  +  n 


Hätte  man  also  für  alle  Alter  das  Rentenverhältnis  berechnet,  so  ge- 
stattete der  Einblick  in  die  Kolonne  dieser  Zahlen,   für  jedes  Alter 
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und  jede  Versicherungsdauer  über  das  Größenverhältnis  der  Prämieu- 
reserven  auszusagen. 

Zur  näheren  Untersuchung  des  Verlaufes  von  „V^  empfiehlt  es 
sich,  a^  zu  zerlegen:  «,  =  „^x  +  ^"nPx^x+n?  ^^'^  schreibt  sich 


nn=l 


"-'-  +v\p. 


diese  Darstellung  hat  den  Vorteil,  daß  j^a^  und  ^p^  nur  von  der 
Sterblichkeit  vor,  a^^^  nur  von  der  Sterblichkeit  ndch  dem  Rechnungs- 
termine abhängen. 

Wenn  sich  die  Kurve  der  Sterbenswahrscheinlichkeiten  q^  so  ab- 
ändert, wie  es  die  punktierte  Linie  in  Fig.  43  andeutet,  d.  h.  wenn 
die  Sterbenswahrscheinlichkeiten  vor  dem  Rech- 
nongstermine  größer  werden,  so  nehmen  \^a^ 
und  ^p^  und  hiermit  auch  ^V^  ab.  Bei  einer 
Abänderung  im  Sinne  der  Fig.  44,  also  bei  Ver- 
größerung der  Sterbenswahrscheinlichkeiteu  nach 
dem  Rechnungstermine  tritt  das  Umgekehrte  ein. 

Nähme  die  Sterbeuswahrscheinlichkeit  durch 
die  ganze  Tafel  zu,  so  ergäbe  sich  ein  doppelter 
Einfluß  auf  „F^,  aber  nach  zwei  entgegen- 
gesetzten Richtungen,  und  es  ließe  sich  theo- 
retisch ein  Gesetz  der  Zunahme  angeben,  bei 
dem  die  Reserven  unverändert  blieben;  es 
brauchte  eben  nur 


=  l+x 


Xi-7l 

Fig.  44 


konstant  zu  sein  für  alle  Alter.     Man  kann  mit  dieser  Relation  auf 
Lebenswahrscheinlichkeiten  übergehen,  wenn  man 

aj  ^\  +  vpja^^i, 

und  von  einer  ähnlichen  Beziehung  Gebrauch  machend 


1  +  x 


setzt;  man  findet  dann  nach  einiger  Rechnung 


(11) 


Wenn  also  zwei  Tafehi  in  dieser  Beziehung  zu  einander  stünden,  so 

ergäben  sie  für  die  Todesfallversicherung  durchwegs  gleiche  Reserven. 

Da    a^    mit    zunehmendem    Alter   abnimmt    (wenigstens    in   den 

zumeist    in  Betracht    kommenden  Positionen),    so   ist  das  Verhältnis 
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—  ein  mit  wachsendem  x  abnehmendes y  p^  fällt  rascher  ab  als  p^^ 

Px 

qj  nimmt  somit  rascher  zu  als  q^. 

Wenn   hingegen   pj   statt    nach    dem   Gesetze   (11)    sich   derart 
ändert,  daß^es  zu  j^x  ^^^  konstantes  Verhältnis  behält,  etwa 

so  wird  pj  nicht  in  so  raschem  Verhältnis  abnehmen,  qj  also  nicht 
so  rasch  über  q^  wachsen  als  oben,  wie  es  zur  Erhaltimg  der  gleichen 
Reserve  erforderlich  wäre;  der  Erfolg  einer  solchen  Abänderung  der^)^ 
wird  nach  dem  Vorausgeschickten  in  einer  Almahme  der  Prämien- 
reserye  sich  ausdrücken.  Das  Umgekehrte  fände  statt,  wenn  i>;p'=i>,(l + A) 
(wobei  h  >  0)  wäre  für  alle  x. 

Was  den  Einfluß  des  Zinsfußes  anlangt,  so  ist  zunächst  zu  be- 
merken, daß  eine  Verminderung  des  Abzinsungsfaktors,  die  aus  einer 
Erhöhung  des  Zinsfußes  entspringt,  auf  die  Renten  ebenso  einwirkt 
wie  eine  Abminderung  der  Lebenswahrscheinlichkeiten  in  demselben 
Verhältnisse. 

Setzt  man  nämlich  v  =  v  (1  —  Ti)  und  schreibt  die  mit  diesem 
Abziusungsfaktor  gebildete  Leibrente  in  der  Form: 

=  1  +  i;[(l  -  l:)p^^,^  +  .^[(1  -  y)Px^.\  1.(1  -  A0i).^2]  +  ■  •  •, 

so  ist  die  Richtigkeit  der  obigen  Aussage  unmittelbar  zu  erkennen. 

Nun  aber  ist  gezeigt  worden,  daß  eine  Abminderung  der  Lebens- 
wahrscheinlichkeiten in  konstantem  Verhältnisse  eine  Abnahme  der 
Prämienreserven  zur  Folge  habe ;  mithin  entspringt  aus  einer  Erhöhung 
des  Zinsfußes  eine  Verminderung  der  Prämienreserven  bei  der  Todes- 
fallversicherung. 

Untersuchungen  über  den  Einfluß  der  Sterbetafel  und  des  Zins- 
fußes werden  außer  bei  der  Wahl  der  Grundlagen  auch  dann  not- 
wendig, wenn  es  sich  um  die  Konvertierung  ehw.s  VersicherungsstockeSj 
d.  i.  um  den  Übergang  zu  neuen  Grundlagen  handelt;  die  vorhandene 
Prämienreserve  muß  dann  «auf  die  diesen  Grundlagen  entsprechende 
Höhe  gebracht  werden,  was  in  der  Regel  nur  durch  Heranziehung 
angesammelter  Sicherheitsfonds  möglich  ist. 

263.  Fr&mienflbertr&ge  und  Schadenreserve.  Total- 
reserve. In  Nr.  261,  (10),  ist  gezeigt  worden,  daß  bei  Versiche- 
rungen, bei  welchen  das  Versicherungsjahr  sich  mit  dem  Rechnungs- 
jahre nicht  deckt  —  und  das  ist  die  Regel  — ,  in  der  Prämienreserve 
ein  Posten  erscheint,  der  dort  als  „Prämienübertrag''  bezeichnet  und 
als  derjenige  Proportionalteil  der  ^d/oprämie  erkannt  wurde,  der  dem 
22ächsten  Rechnungsjahre  zufällt. 
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^m 


I 


I 


Weim  rtmn  Kicli  auf  ileo  iö  dt*r  Praxis  vielfach  eingehalteDeu 
Standpunkt  stt'Ut^  daß  luioh  vuu  den  Zuschlägen,  die  auf  den  Netto- 
prämien laste»,  in  einen]  Rechnungsjahre  nur  jene  Anteile  verwendet 
und  verrechnet  werden  goUen^  die  in  dieses  Jahr  fallen,  so  ergibt  sich 
die  Koniequenz,  dajJ  dif  Priiminiuherträt/e  vmi  dm  JMtitojmhuipn  .:u 
nrhmru  smi  Freilich  dient  dann  em  Teil  der  so  gereclineten  Prämien- 
Überträge  nif'ht  den  eigeutlichen  Versicheningszweckenj  sondern  ist 
z\iT  Deckung  der  Uegieanslagcn  etc.  des  nachsäten  Verwaltungsjahres 
bestimmt 

Die  Prämiejireaervebereehnvmg  geht  von  der  Annahme  aus,  daß 
am  Beginne  jeilee  Versich enmgejahres  die  ffauze  JahresprUmie  bezahlt 
werde,  auch  dann,  wenn  unter] ähi'ige  Prämienzahlung  bedungen  ist. 
In  diesem  let/ieren  Falle  können  am  Bihm^tage  noch  ein  oder  mehrere 
Raten  au&^s tändig  sein,  wm  zur  Folge  haben  wird,  daß  der  Prämien- 
Übertrag  um  die  nicht  bezahlten  Raten  verkürzt  ist.  Für  eine  einheit- 
liche llechnimg  ist  es  jedoch  zweckmiißiger^  die  Übertriige  von  den  ganzen 
Jahrespräniien  zu  rechnen  und  nicht  bezahlte  H^ten^  w*o  solche  vor- 
handen sind,  als  (jesinndet  in  Abzug  zn  bringen.  Die  Prämienreserre 
stellt  sich  dann  aus  zwei   Posten  zusaiumen] 

In  das  nächste  Jahr  fallende  Quote  der  Jahresprämie, 
Gestundete  Prruminnih'iL 

Differenz:  I *rä in icuül »ertrag. 

Bei  der  Ueserveberecdniung  wird  weiter  vorausgesetzt,  daß  alle 
in  dem  Rechnungsjahre  fällig  gewordenen  Versicherungssummen  aus- 
bezahlt seien.  In  der  Wirklichkeit  ist  diesfi  Vomussetzung  nicht  er- 
füllt; es  bleiben  vielmeln*,  namentlich  ims  der  dem  Jahresende  voraus- 
gehenden Periode,  Fiille  übrig,  bei  welchen  die  Fornmlitäten  und 
Vorbedingungen  der  Auszahlung  Ins  zum  Jahresschlüsse  nicht  erfdllt 
werden  können,  außerdem  auch  strittige  Fälle j  deren  Abwicklung  ins 
nächste  Jahr  hinübergenommen  werden  mnß.  Für  solche  Fälle  ist' 
die  Bereithai tuug  der  erforderlichen  Summen  notwendig;  diese  bilden 
die  Sdimlvnreserve^  einen  mit  Ilücksidit  auf  etw^aige  unklare  Fälle 
nicht  genau  feststellbaren  Posten. 

Der  FondSj  den  eine  Anstalt  am  Schlüsse  eines  Rechnimgsjahres 
für  die  reinen  \''e rs ich erungsz wecke  als  vorhanden  aiisziiweisen  hat 
und  den  man  als  lokdre^trvc  bezeichnen  könnte,  set»t  sich  also 
zusammen: 

1)  Ans  der  sogenannten  (kaufmännischen)  PrämienreserFe  (siehe 
Nr.  201); 

2)  ane  den  Prämienüberträgen; 

3)  aus  der  Seliailenreserve. 

Ist  der  Posten  "J)  ans  den  Brnttopräniien  gerechnet,  so  ist  die 
SU  bestimmte  Totalreserve  insofern  kein  Nettofonds,  als  sie  auch  eüien 
Teil  der  Kegieznschläge  des  nliclisten  Verwaltungsjahres  enthält. 
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ilchenin  ^srech  im  n^. 


I 


264.    Bisikoprämia    und   Sparprämie,      Mit   der   Prämien- 

reserve  bangen  einigf^  Begriffe  zusaainien,  die  geeignet  siml^  einen 
tieferen  Einblick  in  das  Wesen  einer  Versicherung  zu  gewähren 5  manche 
davon  sind  auch  yoh  praktischer  Bedeutung. 

Wir  gehen  zunächst  von  einer  Yersicherungaart  aue,  hei  der  die 
Auszahlungen  erst  in  einem  späteren  festgesetzten  Termine  erfolgen 
oder  beginnen  (Erlebensyersicherung,  aufgeschobene  Rente).  Wenn 
eine  solche  Versicherung  vor  dem  Termine  infolge  Ablebens  der  ver- 
sicherten  Person  abläuft,  so  wird  die  für  sie  angesammelte  Reserve 
trei  in  der  Weise,  daß  sie  nicht  unmittelbar  zur  Erfüllung  eines  Ver- 
sicherungszweckes Verwendung  findet;  aber  einen  Gewinn  fflr  die  An- 
stalt bedeutet  die  so  frei  gew^ordene  lieservo  nicht,  sonderu  sie  dient 
dazu,  um  die  Reserve  der  Überlebenden  gleicher  Kategorie  auf  die^ 
erforderliche  Höhe  zu  heberu  H 

Angenommen  z,  B.,  1^  Personen  des  Alters  x  hätten  eine  Erlebens- 
Versicherung  auf  das  Kapital  1,  zahlbar  bei  Erreichung  des  Altera 
0?  +  tij  gegen  die  einmalige  Prämie 


I 


abgeechlosBeti.     Da  d^  von  dan  Personen  ijn  Laufe  des  ersten  Jahres 
sterben j  so   wird   die  Summe  d^^^  frei;   üUc  Prämien  sind  aber  er-fl 
forderlich,  um  die  Prämienreserve  der  ?^^,  das  erste  Jahr  überleben- 
den auf  die  richtige  Höhe  zu  bringen;  denn  der  aus  den  Einzahlungen 
gebildete  Fonds  l^^  ^E^  wächst  bis  zum  Schlüsse  des  tJahres  zu 


au,  und  hiervon  entfällt  auf  jeden  Überlebenden 


'.  .K 


vi 


-r+I 


^^x  +1  ^^Jr  +  1 


und   das   ist  die  richtige  Prämienreserve  nach  einem  Jahre.     Ähnlicl 
verhält  es  sich  in  jedem  folgenden  Jahre. 

Anders  steht  es  hei  einer  Todesfall  versicher  tmg,  Flier  dient  die 
Pramienresei-vej  wann  auch  der  Tod  einti'itt,  zur  Bezahlung  der  Ver- 
sicherungssumme, und  da  sie  deren  Höhe  in  der  Regel  nicht  erreicht^ 
so  ist  eine  Ergänzung  auf  das  versicherte  Kapital  notwt^ndig.  Diese 
Ei^anzuug  nennt  man  da«  redmierie  Kapikd.  Es  beträgt  am  Schlüsse 
des  n-ten  Jahres^  wenn  x  das  anfängliche  Alter  war, 


i-.K 


X' 


Die  natürliche- Prämie  für  die  Versicherung  dieser  Summe,   zahlbar] 
am  Anfange  des  genannten  Jahres,  d,  i. 


n. 


«+ii-t 
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heißt  die  Risikoprämie  der  in  Rede  stehenden  Versicherung  für  das 
betreflfende  Jahr. 

Die  DiflFerenz  zwischen  der  Jahresprämie  P,  =«= d    und    der 

Kisikoprämie  beträgt  ' 

fix  ^x  +  n-1      a^ 


«x 


«x  +  n-1— ^«r  +  » 


-d 


da  nun 


a 


-  -^■^"  -  c7;  (13) 


r  _  1       "«+"-1 


Tr  X  +  n 

71     X  n  ' 


woraus 

80  liegt  die  Bedeutung  jener  Differenz  darin  ^  daß  sie  die  Erhöhung 
der  Reserve  ^^iV^  vom  Schlüsse  des  n—  1-ten  Jahres  auf  die  Re- 
serve   V,   am   Schlüsse   des   w-ten  Jahres   bewirkt.     Man  bezeichnet 

n     X 

daher  (13)  als  Sparprämie  für  das  n-te  Versicherungsjahr. 

Hiemach  zerfällt  jede  Jahresprämie  P^  in  zwei  von  einem  Ver- 
sicherungsjahre zum  nächsten  sich  ändernde  Teile:  in  die  Risikoprämie, 
bestimmt  zur  Versicherung  des  reduzierten  Kapitales,  wenn  (x)  in 
dem  betreffenden  Jahre  sterben  sollte,  und  in  die  Sparprämie,  be- 
stimmt zur  Erhöhung  der  Prämienreserve  auf  den  richtigen  Betrag, 
wenn  (x)  das  Jahr  überleben  sollte. 

G.  Bohlmann^)  gibt  für  Risiko-  und  Sparprämie  die  folgenden 
allgemeinen,  weil  auch  auf  andere  Versicherungsarten  anwendbaren 
Definitionen.  Ist  p^'  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  das  versicherte 
Kapital  (oder  die  Rente)  1  im  ?^ten  Versicherungsjahre  fällig  wird, 
p^"  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  in  diesem  Jahre  die  Versicherung  ab- 
läuft, V^  die  Reserve  am  Schlüsse  dieses,  V^^^  die  Reserve  am  Ende 
des  vorangehenden  Jahres,  so  ist  die  Risikoprämie: 

Pn'^^Pn'-lCVn),  (14) 

1)  Encykl.  d.  mathem.  Wissensch.  I,  p.  882. 
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die  Sparprämie: 

P:''=vV„-V„_^;  (15) 

erstere  stellt  die  auf  den  Jahresbeginn  reduzierte  Erwartung  bezüglich 
der  Auszahlung  der  Versicherungssumme  und  des  Heimfalles  der  Re- 
serve, letztere  die  auf  denselben  Zeitpunkt  reduzierte  Differenz  der 
beiden  Reserven.  Ist  P  die  jährlich  gleichbleibende  Prämie,  so  ist 
jedesmal  P=P;  +  P;'. 

Bei  der  Todesfall  Versicherung  ist  p^'  =  ;>/'  =  (?ar  +  n-i  ?  denn  wenn 
der  Versicherte  im  Laufe  des  Jahres  stirbt,  so  ist  sowohl  die  Ver- 
sicherungssumme auszuzahlen  wie  auch  die  Reserve  einzuziehen;  daher 

in  Übereinstimmung  mit  (12). 

Bei  der  Postnumerando- Leibrente  ist  Pn  ==Px^n-i}  Pn  "^Qx+n-i^ 
denn  erlebt  (x\  nachdem  er  x  +  n  —-  i  Jahre  alt  geworden,  auch  noch 
das  Alter  x  +  w,  so  ist  ihm  am  Schlüsse  des  w-ten  Jahres  die  Rente 
auszuzahlen,  und  stirbt  er  im  Laufe  des  «-ten  Jahres,  so  ist  die  am 
Schlüsse  desselben  vorhandene  Reserve  Öj.+„  —  1  einzuziehen;  hier 
hat  man  also 

Aus  den  begrifflichen  Bestimmungen  geht  hervor,  daß  (x),  um 
sich  auf  das  Kapital  1  für  den  Todesfall  zu  versichern,  dies  so  ein- 
richten könnte,  daß  er  jährlich  durch  Erlag  der  Risikoprämie  sich 
auf  das  jeweilige  reduzierte  Kapikil  versichert,  die  Sparprämie  aber 
auf  Zinseszins  anlegt:  wenn  er  stirbt,  wird  von  der  einen  Seite  das 
der  Versicherungsdauer  entsprechende  reduzierte  Kapital  ausgefolgt, 
während  die  rückgelegten  Sparprämien  mit  ihren  Zinsen  zu  der  der- 
selben Dauer  entsprechenden  Prämienreserve  angewachsen  sind;  beides 
gibt  genau  das  Kapital  1. 

Die  Risikoprämie  liegt  einer  Form  der  Hückversichei'^ung  zugrunde. 
Statt  nämlich  —  und  das  ist  die  häufiger  angewandte  Form  —  einen 
Teil  des  versicherten  Kapitales  an  eine  andere  Anstalt  abzugeben  und 
nur  für  den  rückbehaltenen  Teil  die  Prämienreserve  anzusammeln, 
kann  man  auch  so  vorgehen,  daß  man  die  Präniienreserve  für  das 
ganze  Kapital  bildet  und  jährlich  das  reduzierte  Kapital  durch  Be- 
zahlung der  Risikoprämie  bei  der  rückversichernden  Anstalt  versichert. 

§  2.    Prämienreserven  verscliledener  Versicherangskombinationen. 

265.  Fr&mienreBerve  der  lebenslänglichen  Todesfallver- 
sicherung.  Für  die  Präniienreserve  der  gew()hnlichen  Todesfallver- 
sicheruug  gegen  lebenslängliche  Prämienzahlung  sind  in  Nr.  259  bereits 
drei  Ausdrucksformen  gefunden  worden: 


K 

= 

A+™ 

— 

«x+m 

P, 

y. 

= 

-^x  +  m 

^: 

^x  + 

ÜL.^^ 

r  +  m 

F, 



l-^'t 
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(16) 
(17) 

(18) 

Aus  der  mittleren  Formel  läßt  sich  eine  weitere  praktisch  gut  ver- 
wendbare Darstellung  ableiten;  schreibt  man  nämlich 

-^^ar  +  M   -*^x4-w  ^  ar  +  in 

und  beachtet,  daß 

JV'  ^ar  +  m'  7i  ^x  +  m 

^  X  +  m  ^x  +  r/i 

ist,  so  wird 

,„F,  =  (P,„„-Pja,^„..  (19) 

Die  Richtigkeit  dieses  Ausdruckes  ist  versicherungstechnisch  leicht 
einzusehen.  WUrde  {x)  erst,  wenn  er  das  Alter  x  -{-  m  erreicht  hat, 
die  Versicherung  abschließen,  so  hätte  er  die  Jahresnettoprämie  P^^^ 
zu  zahlen;  da  er  aber  nur  P^  zahlt,  so  gehen  der  Anstalt  jährlich 
^x+m  ~  ^x  ^f  ^^^^  ^^^  Versicherungswert  dieses  Entganges,  der  durch 
die  aufgespeicherte  Reserve  gedeckt  sein  muß,  ist  tatsächlich  dieser 
gleich,  nämlich  (P,^^  -  PJa,+^. 
Vermöge  (18)  ist 


a. 


'x  +  »»  +  »*' 


m  +  m'  '  X  n 


a^ 


folglich 

1    V    =  ^x  +  mj-m   "*_+_^*  "x  +  m  +  m   /-i  V  \  ( \  1'  ^ 

m  +  m      x         '       (^  Q  f,  '  \  m'  x)  \  m      x  +  mJ  ' 

x  X  X  +  m 

Hiemach  hat  man 

i-,F,  =  (i-.Q(i-.r,^,) 

i-8»^,=(i-»^.)(i-iT';+,)-(i-i^;)(i-i>^,+,)(i-,^.+.) 

u.  8.  w.,  so  daß  allgemein: 

„r,=  l-(l-i7J(l-,F,^,)(l-i>',+,)---(l-iI",+n.-.)-(20) 

Diese  Darstellung  läßt  erkennen,  daß  ^^V^  mit  zunehmendem  m  be- 
standig wächst,  weil  die  binomischen  Faktoren  durchwegs  echte 
Brüche  sind. 

Die  folgende  Tabelle,  welche  eine  weitere  Ausführung  der  in 
Nr.  247  mitgeteilten  bildet,  zeigt,  wie  sich  die  Gesamtreserve  von 
1273  Personen  im  Alter  von  90  Jahren,  die  gegen  jährliche  Prämien- 
zahlung für  den  Todesfall  auf  das  Kapital  1  versichert  sind,  und  wie 


538 


Vierter  Teil.     Lebensversicherungsrechnung. 


sich  (leren  Einzelreserve  von  Jahr  zu  Jahr  entwickelt.  Der  aus  der 
zitierten  Tabelle  herübergenommene  „Rest"  bildet  bereits  die  Gesamt- 
reserve, und  ihr  Quotient,  mit  der  Anzahl  der  Überlebenden  als  Divisor 
gebildet,  liefert  die  Einzelreserve.  Hiernach  hat  eine  auf  100  jfi 
lautende  Police  dieser  Art,  auf  welche  die  jährliche  Prämie  von 
34,12  v4i  zu  zahlen  ist,  am  Ende  des  ersten  Jahres  einen  Wert  von 
10,6  jitj  am  Ende  des  sechsten  Jahres  einen  Wert  von  27,7  jfl^  am 
Ende  des  zwölften  Jahres  den  Wert  Null,  da  sie  eben  mit  dem  ganzen 
Betrage  von  100  tAC  ausbezahlt  wurde. 


Versiche- 

Überlebende 

1  Gesamtreserve 

Einzelreserve 

runggjahr 

1 

871 

am 

Schlüsse  desse] 

ben 

1 

'          47,60 

0,055 

2 

575 

60,71 

0,106 

3 

366 

1          56,86 

0,155 

4 

222 

44,09 

0,199 

ö 

129 

31,02 

0,240 

6 

71 

;           19,66 

0,277 

7 

37 

11,42 

0,309 

8 

19 

(s88 

0,362 

9 

9 

3,83 

0,426 

10 

4 

2,14 

0,685 

11            i 

1 

0,63 

0,63 

12 

0 

0,00 

0,000 

266.  Främienreserve  der  lebenslänglichen  TodesfUlver^ 
Sicherung   bei   abgekürzter   Prämienzahlung.     Das   Alter   des 

Vei-sicherten  sei  x^    die  Prämienzahlung  habe  mit  dem  Alter  t  auf- 
zuhören, so  daß  am  Beginne  des  /-ten  Lebensjahres  die  letzte  Prämie 


p.= 


M^ 


gezahlt  wird. 

Während  der  Prämienzahhmg,  also  für  n  <  t  —  x,  ist  die  Reserve 


i'^x  ~~  ^'^x-^-n  \t-fPxJfn^  X 


iv^ 


■N, 


M, 


1) 


X  -\-  n 


N.-Nr 


(21) 


nach  abgeschlossener  Prämienzahlung,  also  für  n'^t 


wird 


267.  Prämienreserve  der  gemischten  Versicherung.    Das 

Alter  des  Versicherten  sei  x,    die  Versicherung  sei  zum  Alter  t  ab- 
geschlossen imd  längstens  bis  zu   diesem  Alter  sei  die  Jahresprämie 


P.= 


-d 


zu  zahlen. 
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Die  Prämienreserve  nach  n  Jahren  beträgt 

n'  X  ^^  -^1+  n,  t  —  x—n\  \t  —  x—  n^x  +  n  ^x 

_j_i/-x-^V_^.  (23) 

\t-x^x 

die  Formel  hat  dieselbe  Struktur,  wie  die  Formel  (18),  Nr.  265,  bei 
der  gewöhnlichen  Todesfallversicherung,  mit  dem  Unterschiede,  daß 
die  Renten  bei  dem  Alter  i  aufhören. 

Bei  n  —  t  —  x  wird  ^F^  =  1,  weil  \^a^  =  0  ist. 

Mit  den  Grundlagen  der  Tafel  V  ergibt  sich,  wenn  x  ==  30, 
^  =  65  ist, 

10^^30  =  1  -  l"*-^"»  =  1  -  ;*•*:  =  0,17664, 

|65-80^'30  ^'»^^ 

165-30^80  ^'»'^^ 

eine  auf  1000  Ji  lautende  Police  hat  also  bei  dem  Alter  40  des  Ver- 
sicherten den  Wert  176,64  j(ij  der  bis  zum  50.  Jahre  steigt  auf 
415,38  Ji. 

268.  Fr&mienreserve  der  Erlebensversicherung  mit 
Prfimienrflckgew&hr.  Es  habe  {x)  sich  auf  das  Kapital  1  ver- 
sichert für  den  Fall,  daß  er  das  Alter  x-\-n  erlebt,  mit  der  Maßgabe, 
daß  im  Falle  früheren  Todes  die  eingezahlten  Nettoprämien  rück- 
erstattet werden.  Die  für  diese  Versicherung  während  der  Versiche- 
rungsdauer oder  bis  zum  früher  eingetretenen  Tode  zu  zahlende  Netto- 
prämie sei  „Pj. .  Es  ist  die  Prämienreserve  nach  m  (<  n)  Jahren  zu 
ermitteln. 

Wie  schon  bemerkt  worden,  empfiehlt  sich  bei  Versicherungen 
mit  Rückgewähr  die  retrospektive  Methode. 

Nach  dieser  bewerten  sich  die  Einnahmen  der  Anstalt,  auf  den 
Zeitpunkt  des  Abschlusses  reduziert,  mit  |  ^fl^  „P^ ;  die  Ausgaben  be- 
tragen {IA)x;^nPxj  weil  die  Prämienrückgewähr  sich  als  eine 
steigende  abgekürzte  Ablebensversicherung  darstellt.  Die  auf  den- 
selben Zeitpunkt  bezogene  Prämienreserve  hat  den  Wert  ^^'",„Fj.. 
Es  ergibt  sich  also  der  Ansatz:  " 

— ^---  viVx  ==  nPx  {\max  "  {lA)^^'^).  («) 


Nun  ist  nach  Nr.  216,  (27  j: 

/  T    4\  X~  X  ±  m 


^^-^^  +  m-"*>^x  +  m 
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ferner  nach  Nr.  255,  (55)  [wegen  der  Nettoprämienrückgewähr  k  =  1, 
c  =  0  gesetzt] : 

p^ ^i±_n  _. 

substituiert  man  den  ersten  dieser  Werte  in  die  obige  Formel,  gleich- 
zeitig die  darin  auftretende  Rente  durch  die  Grundzahlen  ausdrückend, 
so  ergibt  sich: 

i,'-  p      '        f  +  "*     \  '^ j  +  »i     j?  +j*ij  /'9A^ 

^  'x  +  m 

d.  i.  mit  Kücksicht  auf  den  Wert  von  „P^: 


Diese  Formel  stimmt  der  Gestalt  nach  mit  jener  (5)  in  Nr.  259 
überein,  wo  sie  sich  auf  die  gewöhnliche  Erlebensversicherung  bezog. 

Wäre  Rückersatz  der  jBn/#/>priimien  bedungen,  so  müßte  in  dem 
Ansatz  («)  rechts  im  zweiten  Gliede  die  Nettoprämie  durch  die 
Bruttoprämie  ersetzt  werden;  bezeichnet  man  sie  mit  „P^.',  so  wäre 
von  der  Gleichung  auszugehen: 

^V "'  -  ^"^ = I  -^'-  ^^"^  ~  i^^)'.^  nPj.         iß) 

269.  Fr&mieiireBerve  der  gemischten  Versicherung  mit 
Prämienrückgewähr.  Die  Prämienbestimmung  für  eine  solche  Ver- 
sicherung ist  in  Nr.  254,  9),  respektive  Nr.  255,  4)  erfolgt,  jenachdem 
die  Netto-  oder  die  Bruttoprämien  rückgewährt  werden.  Die  Netto- 
präniie  heiße  in  jedem  Falle  P,  die  Bruttoprämie  P'.  Es  handle  sich 
um  die  Reserve  nach  m  Jahren. 

Wenn  die  Rückgewähr  auch  im  Todesfalle  erfolgt,  so  bew^erten 
sich  die  Einnahmen  der  Anstalt  mit  :„.aj.P,  ihre  Ausgaben  während 
der  m  Jahre  mit  \„^Aj;  +  {IÄ)j:^-^P\  denn  |,;,^j.  ist  der  Wert  der 
Auszahlungen  an  die  Gestorbenen,  und  (7.4)j.,77|P  der  Wert  der  rück- 
gewährten AY'^oprämicn,  alles  auf  den  Zeitpunkt  des  Versicherungs- 
abschlusses  reduziert.      Zu    dieser   Zeit    hat   die  Priimienreserve    den 

Wert  -'^'\F,.     Man  hat  also 

j\ m  'X  =  \nAx  P         ,m-^lx  —  (^-^}x,ml  ^ 

woraus  sich  berechnet: 

-^'x  +  rn 
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Werdeu  l^r^ f/o|>nimien  rilckgewührt,  so  tritt  im  dritten  Gliede 
des  Zählers  P'  an  die  Stelle  von  P. 

Findet  Riickgewähr  nur  ini  Erlebensfälle  statt,  so  entfallt  dieses 
dritte  Glied,  weil  big  dabin  keine  KückgewäbrlriBiimgen  erfolgt  sind; 
diese  stellen   sicli   dann   erst  bei  Ablauf  der  Versicherungen  ein   nnd 

■  kämen    daher    nur    bei    Anwendung    der    prospektiven    Methode    in 

■  Betracht. 


§  3.    Rückkauf,  Reduktion  nnd  Abänderung 
von  yeraicherungen. 


270-    Küclckaiifswert    einer   PoUce.      Die   Berechnnijg   der 

Pramieureserve  des  ganzen  BeKtitndes  einer  Versicherungsanstalt  ist 
eine  der  wichtigsten  Vorarbeiten  für  die  Aufstelhmg  dei'  Bilanz.  Aus 
dieser  soll  niLnilich  zu  ersehen  sei«,  daß  sich  die  Anstalt  im  Besitxe 
solcher  Fonds  befindet,  die  sie  bei  Zuziehung  der  künftigen  Prümien- 
seahlungeu  in  den  Stand  setzen^  allen  den  Versicherten  gegenüber  ein- 
gegangenen VerpH ich tnngen  nacbzn kommen.  Den  Grundytock  dieser 
Fonds  bildet  aber  die  Gesamt[^^anlien^ese^ve. 

Die  Kenntnis  einer  Einzelreserve  für  einen  bestimmten  Termitt 
wird  notwendij^j  wenn  es  sieb  nm  Vornah jue  gewisser  versiehe mngs- 
tecbniHcher  Transaktionen  handelt;  solche  sind  der  Policenrückkauf^ 
die  Polieeurednktion  nnd  die  Abändening  einer  Versicherung. 

Die  Pränüenreserve  eines  Versicherungsbestandes  bildet  eine 
Schuld  der  Anstalt  an  die  Gesamtheit  der  Versicherten,  Würde 
erstere  alle  Vertrüge  lösen  ^  so  wäre  sie  Terpflichtet^  die  Prämien- 
reserve  an  die  letztere  auszufolgen.  Gegen  Uberaahme  der  Prämien- 
reserve  und  des  liecbtes  auf  den  Bezug  der  weiteren  Prämienzahlungen 
könnte  eine  andere  Anstalt  sich  verpflichten,  die  eingegangenen  nnd 
noch  aufrechten  Vei' trage  zu  erfüllen. 

Die  Beantwortung  der  Frage  aber,  ob  der  einzelne  Versicherte 
im  Falle  der  vonteitigen  Lösung  des  Vertrages  ein  Ajjrecht  auf  die 
»einer  Police  entfiin^echen<le  Prümienreserve  habe,  erfordert  ein  genaues 
Eingehen  auf  die  Natur  des  Vertrages. 

Bei  Versiebeningskonibinationen^  wo  die  Anstalt  dem  Einzelnen 
gegenüber  nicht  in  die  Lage  zu  kommen  braucht,  eine  Anszahhing 
zu  leisten,  bat  der  Versicherte j  der  die  Police  aufgibt ,  d.  b,  die 
ferneren  Prämienzablnugen  einstellt,  keinen  rechtlichen  Anspmch  auf 
die  Iteserve.  Wenn  z,  B.  /^  Personen  des  Alters  ;»:  Erlehensversiche- 
ningeu  auf  das  Kapital  1,  zahlbar  nach  n  Jahren,  absclüießen ^  etwa 
gegen  jährliche  Pnimicnzablnng,  so  ist  die  Präniie  schon  mit  Rück- 
sicht damuf  bern essen,  daß  die  von  den  vor  Erreichung  des  Zieles 
Sterbenden  gehnsteten  Einzahlungen  verfallen  und  mit  verwendet 
werden    zur   Bcfiiedigung    der   das  Älter   ir  +  fi    Erlebenden.      Wenn 
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daher  ein  Versicherter  in  ihr  Zwisclienaieit  zurücktritt,  so  ist  wohl 
eine  Reserve  für  ihn  vorhanden,  aber  einen  Anspruch  »nf  sie  bat  er 
nicht:  denn  stürbe  er  vor  Erreichung  des  Alters  X  +  n,  ohne  die 
Versieheniiig  aufgegeben  /*u  bähen,  so  verfiele  die  Ileserve  na^b  den 
vorigen  Erwilgungeu;  bei  seinem  Austritt  int  aber  nicht  7M  ermei^seü, 
ob  er  vor  Ahlauf  der  Versicberungsdauer  sterben  oder  das  versicherte 
Alter  erleben  werde;  bei  endgiltiger  Lösung  des  Vertragsverhältnisseö 
erlangt  die  Anstalt  anch  keine  Kr-nntiiis  darüber. 

Anders  steht  es  bei  Versicbeiiingeu^  wo  die  Anstalt  einmal  in  die 
Lage  kommen  niuß^  zu  zahlen,  wie  bei  lebenslänglichen  Todesfall -^ 
bei  geiu lachten,  bei  Erlebensversieberutigon  mit  Prämienrückgewähr 
im  Falle  vorzeitigen  Todes  n.  a.  Hier  kommt  bei  einer  Losung  des 
Vertrages  auch  eine  sichere  Leistung  der  Anstalt  in  Wegfall  ^  und 
daraus  ergibt  sich  der  Ajisprucb  auf  eine  Abfindung.  Wie  groß  diese 
sein  sollj  it*t  keine  rein  mathematische  Frage,  hangt  vielmehr  von 
verschiedenen  Rücksichten  ah;  daher  haben  sich  verschiedene  Grand- 
sätze für  die  Bemessung  der  Ahgangsentschädigungj  des  PoiirenriirA- 
kau{sivai(:%  ausgebildet.  In  der  Kegel  aber  bildet  die  IVämienreserve 
die  Gm ud läge  hierfür,  die,  wenn  jene  Rücksichten  nicht  obwalteten^ 
den  Rückkaufs  wert  bestimmen  würde. 

Wird  eine  Versicherung  sehr  früh  aufgegeben ,  so  kann  es  ge- 
schehen^ daß  dureh  die  vereinnahmten  Zuschläge  die  ersten  Unkosten 
nocli  nicht  gedeckt  sind.  Wird  eine  Todesfallversichenmg  sehr  spat 
fallen  gelassen,  zu  einer  Zeit,  wo  die  natu rli che  Priimie  die  jährlich 
gleichbleibende  übertriötj  so  muß  die  Prämienreaerve  mit  einem  Teile 
noch  zur  Det-kung  der  in  dem  hetreftenden  Jabre  erwachsenen  Schaden 
herangezogen  werden.  Mit  dem  Auflassen  einer  Versicherung  ver- 
mindert sich  der  Bestand  und  erhöht  sich  das  Risiko  der  Anstalt. 
Im  Grunde  aller  dieser  Erwägungen  wird  nur  ein  Teil  der  Prämien* 
resen^e  alw  lUickkaufswert  bewilligt  und  da^  zumeist  erst  dann,  wenn 
die  Versicherung  mindestens  durch  eine  festgesetzte  Dauer  in  Kraft 
war;  z.  B.  ein  von  der  Dauer  (bis  auf  deren  Minimum)  unabhängiger 
Bruchteil  (|)j  oder  ein  mit  der  Dauer  steigender  Anteil  (z.  B,  von 
00  bis  H)t*7ü)j  ^^^^^  *^'*^  Reserve  gekürzt  um  den  Versicliöningswert 
eiues  Prozentteiles  der  uoch  aushaft^enden  Prämienzahlungen,  Mit- 
unter  wird  auf  der  Police  ein  Schema  der  Rückkaufs\verte  zu  ver- 
schiedenen Terminen  angegehen,  eine  empfehlenswerte  Einrichtung. 


I 

I 

I 

I 

I 

I 


271.  Beduktion.  Beitragsfreie  Poliee«  Wenn  ein  Ver- 
sicherter \tei  Kiniätellung  der  Prämienzahlung  das  eventuelle  Itückkaufs- 
recht  nicht  ausübt,  sn  bleibt  er  im  Vertrags  Verhältnis  und  erhält  nach 
Einziehung  der  urspr anglichen  eine  neue^  ftfttnujsfn-w  Pdim^  lautend 
auf  ein  entspreeheud  irdimrrtes  Kapital  orler  eine  solche  Jlniir.  Der 
Reduktion   liegt  die  Reserve  zugrunde  in  der  Weise^  daß  ihr  ganzer 


III.  Abschnitt.     Prämienreserven.  543 

oder  ein  nach  einem  festgestellten  Grundsatz  gekürzter  Wert^)  gleich- 
kommt dem  Werte  der  reduzierten  Versicherung.  Die  Reduktion 
geschieht  entweder  über  Ansuchen  des  Policeninhabers  oder  auto- 
matisch, wenn  eine  gewisse  Frist  seit  der  letzten  Prämienzahlung 
abgelaufen  ist. 

Einige  Beispiele  werden  das  Verfahren  der  Reduktion  klar  machen; 
gerechnet  wird  dabei  mit  der  ganzen  Prämienreserve. 

Erstes  Beispiel.  Eine  Erlebensversicherung  auf  das  Kapital  1, 
lautend  auf  das  Leben  (x)  und  fällig  nach  n  Jahren,  wird  nach  Be- 
zahlung von  t  Prämien  von  der  (Netto-)  Höhe 

jj  __         ^  +  ^ 

aufgegeben;  es  ist  das  reduzierte  Kapital  ^W  zu  bestimmen. 
Nach  dem  oben  aufgestellten  Grundsätze  muß 

sein,  woraus  sich 

'^'=~'i~  (27) 

ergibt. 

Man  kann  sich  von  der  Richtigkeit  dieses  Vorganges  durch 
folgende  Betrachtung  überzeugen. 

Die  successiven  jährlichen  Einzahlungen  des  Versicherten  können 
als  einmalige  Prämien  für  bestimmte  Anteile  des  versicherten  Kapitales 
angesehen  werden;  auf  diese  Anteile  hat  der  Versicherte  einen  recht- 
lichen Anspruch,  wenn  er  den  versicherten  Zeitpunkt  erlebt. 

Mit  der  ersten  Prämie  P^  sichert  sich  (x)  das  Kapital 

da  er  mit  ^E^  sich  das  Kapital  1  sichern  würde;  die  zweite  Prämie 
begründet  den  Anspruch  auf  die  Summe 


die  dritte  auf 


u  s.  w.  die  ^te  Prämie  auf 


n  -  iK  -f 


E        ' 


1)  Letzteres  insbesondere  bei  Erlebens-  und  gemischten  Versicherungen; 
die  Kürzung  richtet  sich  hier  nach  der  zurückgelegten  und  der  vereinbarten 
Versicherungsdauer. 
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wenn  hier  die  Zahlung  aufhört,  so  hat  (x)  im  Alter  x  +  n  Anspruch 
auf  das  Kapital 

,w^  p.(  i  +  -l-  +  -  i—  +  •  •  •  +  — -J. — 1 

lA  n-l^'x  +  l  n-2^x  +  8  n- t  +  l^x-i-t-l  \ 

PI  *__!_        ar  +  1,  x-l- 2      i  j x +jr-l  I 

l  -^x  +  n  ^^x  +  n  -^x  +  n  -^x  +  n     J 


N   —  N  N  —  N 

p      l^_    -^Ijc^t  ^^x        -^*x  +  / 

X  +  n  X  X  +  n 


Nun  ist  nach  Nr.  259,  (y), 


^x-^x+.         D,^, 


und 

folglich  in  der  Tat 


-X  +  l       yr 


^x-^x  +  «  -x  +  « 


V 


n  -  /^x  +  / 


Zweites  Beispiel.  Eine  lebenslängliche  Todesfallyersichenmg  auf 
das  Kapital  1  für  das  Leben  {x)  wird  nach  i  Prämienzahlungen  von 
dem  (Netto-)  Betrage  7^^.  storniert;  auf  welches  Kapital  hat  die  bei- 
tragsfreie Police  zu  lauten? 

Dieses  Kapital  ^W  ergibt  sich  aus  dem  Ansätze: 

und  zwar  ist 

W  =  '-"^  • 

Da  nun  [Nr.  265,  (16/|  ,V,  =  ^,,  -  a^^.P^  und  -^t'  =  p       igt,  so 

**X  +  f 

hat  man  in  anderer,  bemerkenswerter  Darstellung: 

,ir=i-/'.  (28) 

^x  +  / 

Stellt  beispielsweise  eine  Person,  die  sich  mit  30  Jahren  ver- 
sichert hat,  nach  20  Jahren  die  Prämienzahlung  ein,  so  erhält  sie 
nach  den  Grundlagen  der  Tafel  III  eine  beitragsfreie  Police,  lautend  auf 

W  -  1         ^'»0         1         0,01762         ^  ^^ 

d.  h.  auf  58  7o  des  ursprünglichen  Kapitales. 

Die  Formel  (28)  ist  ein  spezieller  Fall  einer  allgemeinen  Formel, 
die  mit  gewissen  Einschränkungen  für  alle  Versicherungsarten  gilt. 


ni.  Abschnitt.    Prämienreserven.  545 

Ist  P  die  jährliche  gleichbleibende  Prämie  für  eine  Versicherung, 
'P  die  Prämie,  die  für  dieselbe  Versicherung  gezahlt  werden  müßte, 
wenn  der  Abschluß  t  Jahre  später  erfolgte,  so  würde  sich  die  Person, 
wenn  sie  von  da  ab  die  Prämie  'P  zahlte,  das  Kapital  1,  durch  die 

Prämie  1    also  das  Kapital  j-   sichern;    da    aber    die   Prämie    P   in 

.       P         . 
Kjaft  ist,  so  ist  durch  ihre  weitere  Zahlung  das  Kapital  —  gesichert, 

das  jedoch   entfällt,   wenn   die  Prämienzahlung  zu  der  angegebenen 
Zeit  aufhört;  folglich  ist  das  reduzierte  Kapital: 

.W=l-^p-  (29) 

Die  Formel  ist  nicht  anwendbar,  wenn  der  versicherte  Vorteil 
sich  mit  der  Zeit  ändert,  wie  bei  Prämienrückgewähr,  oder  wenn  die 
Prämie  veränderlich  ist;  sie  setzt  voraus,  daß  *P  so  lange  läuft,  als 
dies  bei  P  der  Fall  wäre,  wenn  die  Prämienzahlung  vertragsmäßig 
fortdauerte. 

Demnach  ist  bei  einer  auf  n  Jahre  abgekürzten  Prämienzahlung 
bei  lebenslänglicher  Todesfallversicherung 

W  ==1 ^?^— 

jl  n-t^x  +  t 

wobei  „P,  =  —'  • 

\fflx 

Bei  einer  durch  n  Jahre  aufgeschobenen  Leibrente  vom  Jahres- 
betrage  1,  wenn  die  für  die  Aufschubszeit  vereinbarte  Prämienzahlung 
nach  t  Jahren  eingestellt  wird,  ist  der  reduzierte  Rentenbetrag  ^W 
gleichfalls  nach  Formel  (29)  zu  rechnen;  dabei  ist,  wenn  x  das  Alter 
der  Person  bei  Begründung  der  Rente, 


i 

folglich  wird 

,TK=1 

Wenn  also  beispielsweise  ein  30-jähriger  sich  eine  mit  dem 
61.  Jahre  beginnende  Altersrente  von  500  o/fC  versichert,  nach 
20  Jahren  jedoch  zur  Einstellung  der  Prämienzahlung  genötigt  ist, 
so  wird  ihm  die  Rente  auf 

-^  =  Sr^^S  ÖOO  =  ISIS  500  =  403,88  J( 
reduziert;  dabei  sind  die  Grundlagen  der  Tafel  III  benützt  worden. 

Cxnber,  Wahnchoijiliclilceitsreclmnng.  %t> 
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272.  Abftademng  einer  Versichening.  Unter  der  Abänderung 
einer  Versichening  versteht  man  den  Übergang  zu  einer  andern  Ver- 
sicherungssumme, oder  zu  einer  andern  Versicherungsart,  oder  zu 
einem  andern  Modus  der  Prämienzahlung,  nachdem  die  ursprüngliche 
Versicherung  schon  eine  Zeitlang  in  Kraft  bestand. 

Das  Prinzip,  nach  welchem  dabei  vorgegangen  wird,  besteht 
darin,  daß  man  die  Summe  aus  der  zur  Zeit  der  Abänderung  vor- 
handenen Pmmienreserve  und  dem  Werte  der  künftigen  Prämien- 
zahlungen gleichsetzt  dem  auf  diese  Zeit  bezogenen  Werte  der  eventuell 
abgeänderten  Versicherung.  Aus  dieser  Gleichung  berechnet  sich  die 
unbekannte  Größe,  in  der  Regel  die  neue  Prämie.  Mitunter  wird  die 
Prämienreserve  mit  einem  etwas  gekürzten  Betrage  (Umänderungs- 
spesen) in  die  Rechnung  gestellt.  Noch  ist  zu  bemerken,  daß  der 
Umänderung  der  Versicherungsart  unter  Umständen  eine  ärzÜiche 
Untersuchung  vorangehen  muß,  so  bei  dem  Übergang  von  einer  Er- 
lebens- zur  Todesfall-  oder  gemischten  Versicherung. 

Zur  Erläuterung  des  Vorganges  mögen  die  folgenden  Beispiele 
dienen. 

Erstes  Beispiel.  Eine  durch  n  Jahre  in  Eraft  stehende,  ursprüng- 
lich auf  das  Leben  (x)  abgeschlossene  Todesfallversicherung  mit  dem 
Kapitale  c  soll  in  eine  ebensolche  Versicherung  auf  das  größere 
Kapital  C  umgewandelt  werden;  es  ist  die  weiterhin  zu  zahlende 
Prämie  P'  zu  bestimmen. 

Dem  obigen  Grundsatze  gemäß  hat  man  die  Gleichung 

zu    bilden;    darin   ist   nun,   wenn  P  die   ursprüngliche  Jahresprämie 
^^^)  fJ^x"" ^x  +  n~^x-\-n^'i  ^^^^  Einsetzung  dieses  Wertes  ergibt  sich: 

P'-  p  =  :^±^(C_a  (30) 

X  +  n 

Diese  Formel  hätte  unmittelbar  hingeschrieben  werden  können; 
sie  besagt,  daß  die  Prämienerhöhung  gleich  ist  der  vom  Zeitpunkte 
der  Abänderung  an  zahlbaren  Prämie  für  die  Kapitalserhöhung. 

Bei  6'  <  c  ergäbe  die  Formel  den  Prämiennachlaß. 

Zweites  Beispiel.  Nach  n-jährigem  Bestände  soll  eine  Todesfall- 
versicherung mit  lebenslänglich  bedungener  Prämienzahlung  derart  ab- 
geändert werden,  daß  die  Prämienzahlung  mit  dem  Alter  t  aufhört, 
d.  h.  daß  am  Beginne  des  ^-ten  Lebensjahres  die  letzte  Prämie  ge- 
zahlt wird.     Es  handelt  sich  um  deren  Höhe  P'. 

Aus  dem  Ansätze 

F  -4-  n        P'  ^  4 

n'  x*^  \t-x-  n">  +  »  -■  -^x  +  n  7 
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wenn  man  darin  ^F,  durch  Ä^^^  —  a^^^P  ersetzt,  wobei  P  die  alte 
Prämie  bedeutet,  ergibt  sich: 

P'    : ""'.t!^—   P  =      „-^V   P  (31) 

Die  Prämienerhöhung  macht 

P'  —  P= ' P 

N        —  N 

aus. 

Wird  z.  B.  bei  a;  =  30  nach  n  =  20-jährigem  Bestände  die  Prämien- 
zahlung zum  Alter  f=70  abgekürzt,  so  beträgt  die  neue  Prämie  nach 
den  Grundlagen  der  Tafel  III 

die  frohere  Prämie  erhöht  sich  also  um  16  7o  ihres  Betr^es. 

Drittes  Beispiel.  Die  lebenslängliche  Todesfallyersicherung  soll 
n  Jahre  nach  Abschluß  in  eine  gemischte  Versicherung  zum  Alter 
t{>x  +  n)  umgewandelt  werden;  zu  bestimmen  ist  die  neue  Prämie  P\ 

Dieselbe  ist  zu  rechnen  aus  dem  Ansätze: 

nyx  ~r     t-x-  tAx  +  n  -t^    =*  ^x  +  n,  t-x-n\  j 

ersetzt  man  ^V^  durch  seinen  Wert  1 und  Aj-^n^t-x-nl  durch 

1  -  d\t^jc-iflx+n7  so  ergibt  sich: 

«X        t-x-  tflx  -  n 

der  alten  Prämie 

«X 

gegenüber  besteht  also  der  Unterschied 

P'  _  P  ==  !i±?  r_._  1 1  _i.  (32) 

Mit  den  Daten  des  vorigen  Beispieles:  x  =  30,  n  =  20,  t^  70 
liefert  Tafel  III: 

P'  =  1^-0,081881  -  0,03382  =  0,02583; 

dagegen  war 

P=  0,01762; 

P' 
folglich  ist    -p  =  1,4659,  d.  h.  die  frühere  Prämie  erfährt  infolge  der 

Abänderung  einen  Aufschlag  von  46,6  7o- 

Viertes  Beispiel.  Eine  durch  n  Jahre  aufgeschobene  Rente  auf 
das  Leben  {x)  soll  während  der  Aufschubszeit,  t  Jahre  nach  erfol^em 
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Abschluß,  unter  Einstellung  der  Prämienzahlung  in  eine  sofort  be- 
ginnende Leibrente  umgewandelt  werden;  es  ist  der  jährliche  Be- 
trag r  der  letzteren  zu  bestimmen,  wenn  1  der  Betrag  der  ursprüng- 
lichen Rente  war. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  hat  man  den  Ansatz: 

da  nun 


B                        D      N  —  N  ^,        N  _^ 

.n  = 

■^x               p               ^x      -^^  X        ^'x  +  <           "^'ar  +  n 

^.^i^''~T>.^t             I>.             ^.-K^n 

und 

^'+' 

^x+t=  J)         , 

x  +  t 

so  ergibt  sich 

^N.  +  n     K-N.^, 

X  +  t  X  X  +  Ti 


(33) 


Hat  also  eine  30-jährige  Person  sich  eine  nach  dem  60.  Jahre 
beginnende  Altersrente  von  500  c//C  gegen  jährliche  Prämienzahlung 
versichert,  und  befindet  sie  sich  nach  Ablauf  von  20  Jahren  in  der 
Lage,  die  Prämienzahlung  einstellen  und  sofortige  Flüssigmachung 
der  Rente  verlangen  zu  müssen,  so  wird  die  Rente  nur  mehr  den 
Jahresbetrag  von 

^  '^Vo  ^.0  -^Vo  ~  ^i"7Ö"9    54Ö359  ^^  -  ^^^'^^  ^ 

erreichen,   wenn   mit   den  Grundlagen    der  Tafel  III  gerechnet  wird 
(vgl.  hiermit  das  Schlußbeispiel  in  Nr.  271). 


IV.  Abschnitt.    Das  Risiko  in  der  Lebensversicherung. 

273.  BegrifliBentwicklimg.  Die  Rechnungen  der  Lebensver- 
versicherung stützen  sich  auf  den  wahrscheinlichsten  Fall,  nämlich 
auf  die  Voraussetzung,  daß  der  wirkliche  Verlauf  der  versicherten  Er- 
eignisse genau  den  zugrunde  gelegten  statistischen  Tabellen  ent- 
sprechen werde.  Dies  wird  jedoch  in  der  Regel  nicht  zutreflFen,  selbst 
dann  nicht,  wenn  die  aus  den  Tabellen  gebildeten  Verhältniszahlen 
die  Bedeutung  typischer  Wahrscheinlichkeitsgrößen  mit  normaler  Dis- 
persion, also  denselben  Charakter  wie  auf  apriorischer  Grundlage  er- 
mittelte Wahrscheinlichkeiten  hätten  (s.  Nr.  169),  und  wenn  das  ver- 
sicherte Material  völlig  homogen  wäre  demjenigen,  aus  dessen  Beob- 
achtung die  Tabellen  hervorgegangen  sind.  Denn  auch  in  diesem 
Falle,  der  übrigens  stillschweigend  vorausgesetzt  wird  [s.  Nr.  172,  d)], 
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I 
I 
I 


waren  Abweielmiigen  toh  dem  wahrschemliehiten  Verlaufe,  die  man 
als  sHßllifje  bezeichnet^  zu  erwarten. 

Jede  Abweichung  bedingt  aber  eine  Störmig  m  dem  Gleich- 
Mwiehte  zwischen  den  beiderBeitigen  Leistungen^  die  auf  die  beiden 
^ftrtner^  die  Gesamtheit  der  Versicherten  nnd  die  Versicherungsanstalt, 
in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt.  Soll  nun  die  Anstalt  anch  dann^ 
wenn  sie  ungünstig  beeinflußt  würde,  imstande  sein,  den  erhöhten  Ver- 
pHichtungen  gegen  die  Versieherten  nach2uk(»mmeHj  so  bedarf  Bie 
aeben  den  Nettofonds  noch  anderer  MitteL  Die  Bemessung  Uirer 
Höhe  hatte  sieh  auf  die  Theorie  des  mathematischen  Risikos  %m 
stützen  (s.  Nr.  111—115);  denn  diese  Theorie  befaßt  sich  mit  der 
Beurteikmg  des  finanziellen  Effektes  der  zufälligen  Abweichungen  im 
V^erkute  der  Ereignisse. 

Die  Praisis  hat  jedoch  diesen  Weg  bisher  nicht  betreten;  sie  hat 
vielmehr  dureh  die  Wahl  der  Grundlagen,  durch  die  Bemessung  der 
Zuschläge  zu  den  Nettopmmien  Ülmr  das  Bedürfnis  der  Regie  hinaus 
flir  die  Bildung  von  SicheHieitsfonda  gesorgt  und  konnte  bezüglich 
des  Erfolgen  solcher  Maßnahmen  auf  ausgebreitete  Erfahrungen  hin- 
weisen* 

Trotzdem  sind  zahlreiche  Untersuch  im  gen  über  das  Risiko  in  der 
Lebensversicherung  angestellt  worden^);  neben  dem  theoretischen  Inter- 
esse, zu  dessen  Befriedigung  sie  untemonxmen  wurden,  liegt  ihre  Be- 
deutung in  gewissen  allgemeinen  Resultaten  und  Einblicken;  yielleicht 
wird   eine  spätere  Zeit  weitergehenden  Gebrauch    von  ihnen  machen. 

Das  allgemeinste  Problem t  das  zu  lösen  wäre,  bestünde  in  der 
Aufstellung  des  auf  einen  bestimmten  Zeitpunkt  bezogenen  Maßes 
für  das  Risiko ,  das  eine  Ansialt  ihren  Versicherten  gegenüber  (und 
umgekehrt  auch  diese  der  Anstalt  gegenüber)  in  einer  festgesetzten 
Periode  läuft. 

Hierzu  wären  folgende  Vorai'beiten  erforderlich: 

1)  Auflösmig  des  Versicherungsbestandes  in  unabhängige  Einzel- 
fälle durch  Zusammenlegung  mehrfacher  Versieherungen; 

ä)  Aufstellung  aller  im  Bereiche  der  Möglichkeit  liegenden 
Kombinationen  über  das  Sterben  der  Versicherten,  wobei  nicht  der 
Zeitpunkt  als  solcher,  sondern  das  Versicherungejahr  des  Todes  ins 
Auge  zu  fassen  wäre;  mit  dieser  Einschränkung  ergibt  sich  immer 
eine  endlii-he  jinzabl  von  Kombinationen,  die  nach  einem  Prinzip  ge- 
ordnet und  numeriert  gedacht  werden  mögen. 

3)  Berechnung  der  Wahrscheinlichkeit  Q^  für  das  Eintreffen  einer 
n  Kombination  {v). 


1)  EiTie  hißtorische  ül>ersicht  über  dieselben  und  einen  reichen  Literatur- 
nachweiH  bat  K.  Wagner  in  der  Schrift:  „Da*  Problem  vom  liifliko  m  der 
LebenB¥er»icherung^'  (li9ö)  gegeben. 
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4)  Berechnung  der  Ausgaben  ?t,,  und  der  Einnahmen  6^,  beide 
reduziert  auf  den  Zeitpunkt  i,  die  der  Anstalt  aus  der  Kombination  (v ) 
in  der  in  Betracht  gezogenen  Periode  {t^,  ^)  erwachsen  würden;  unter 
den  Ausgaben  sind  die  gemachten  Auszahlungen  und  die  Piumien- 
reserVe  am  Ende  der  Periode,  unter  den  Einnahmen  die  eingelaufenen 
Nettoprämien  und  die  Prämienreserve  am  Beginne  der  Periode  zu 
verstehen. 

Als  Maß  des  Risikos  wäre  dann  aus  diesen  Größen  entweder  das 
(lurchschnitäiche  Risiko  (der  Anstalt  sowohl  als  Versicherungbestandes) 

(s.  Nr.  111 — 112)  oder  das  mitüere  Risiko  M  gemäß  der  Gleichung 

V 

zu  bilden.  Dem  ersteren  käme  dabei  die  Bedeutung  der  Prämie  zu, 
mittels  welcher  sich  die  Anstalt  bei  einer  andern  gegen  die  ihr  aus 
den  zufälligen  Abweichungen  drohenden  Verluste  versichern  könnte  \). 

Diese  BegriflFsentwicklung  hat  jedoch  lediglich  theoretisches  Inter- 
esse; die  Formeln,  zu  welchen  sie  führt,  sind  praktisch  nicht  ver- 
wendbar, weil  sie  selbst  bei  einem  sehr  mäßigen  Versicherungsstande 
eine  nicht  zu  bewältigende  Rechenarbeit  erforderten. 

Will  man  also  zu  ziffermäßigen  Resultaten  gelangen,  so  muß  das 
Problem  in  einer  ganz  andern  Weise  in  Angriff  genommen  werden. 
Man  wird  erstens  darauf  ausgehen,  das  mittlere  Risiko  der  einzelnen 
Versicherung  zu  bestimmen,  und  wird  zweitens  aus  den  Einzelrisiken 
das  Gesamtrisiko  gemäß  dem  Satze  (s.  Nr.  114) 

M  =  YMjT~M/+']iQ'+  ■  ■  ■  (3) 

berechnen.  Dabei  bieten  sich  Vereinfachungen  dar:  gleichartige  Ver- 
sicherungen können  zusammengefaßt  werden  und  ergeben  nur  ein 
Glied  unter  der  Wurzel,  bestehend  in  dem  Produkte  des  Quadrates 
des  Risikos  einer  solchen  Versicherung  mit  der  Anzahl  der  ihr  gleich- 
artigen; will  man  sich  mit  einer  bloßen  Schätzung  begnügen,  so  kann 
man  Gruppen  von  Versicherungen,  die  sich  über  mehrere  Altersstufen 
und  ungleiche  Versicherungssummen  erstrecken,  bilden  imd  mit  einem 
mittleren  Alter  und  einer  mittleren  Versicherungssumme  rechnen. 

1)  Vgl.  hierzu  G.  Bohlmaun,  Encykl.  d.  mathem.  Wiasensch.  I,  p.  904 ff. 
Bohlmann  unterscheidet  auch  noch  die  extremen  Risiken,  nämlich  das  der 
Anstalt  gegenüber  den  Versicherten ,  bestehend  in  dem  größten  Sl^  —  (g , ,  und 
(las  des  Versicherungsbestandes  gegenüber  der  Anstalt,  dargestellt  durch  das 
größte  @y  —  ?(,. .  Diese  Werte  fallen  aber  nicht  eigentlich  unter  den  Begriff 
des  Risiko,  stellen  vielmehr  die  größimögUchefi  Verluste  einer-  und  anderer- 
seits vor. 
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Solche  Vorteile  bietet  das  durelisdmittliche  Risiko  nicht  dar, 
wenn  es  sich  om  einen  ganzen  Bestand  handelt.  Man  kann  zwar 
wieder  ohne  Schwierigkeit  das  clnrehschnittliche  Risiko  jeder  einzelnen 
V^ersiebenmg  bestiniinen;  aber  die  strenge  Znsammensetzniig  dieser 
Einzelrisiken  zum  GesamtriBiko  bietet  Schwierigkeiten  dar  nnd  iet 
nur  für  einige  einfache  Fälle  gekingen.  Unter  gewissen  Vorans- 
Setzungen,  wenn  es  sieh  am  eine  große  Anzahl  gleichartiger  vom  Zufall 
abhängiger  Unternehmungen  handelt^  ist  in  Nr.  1 14  ein  einfacher  Zu- 
sammenhang zwischen  dem  mittleren  und  durchschnittlichen  Risiko 
nachgewiesen  worden  [s,  Gleichimg  (3i  dortselbst].  Weim  auch  bei 
einem  Versichenmgsbestande  die  erwähnten  Voraussefczimgen  nicht 
völlig  zu  Recht  bestehen ,  ao  bedient  man  sich  dieses  Znsanjmen- 
hanges  doch  auch  hier  und  leitet  aus  AI  das  R  des  Bestandes  gemäß 
der  Formel 

(4) 


12=--^  =  0,39894  J»/ 


ab, 

Lm  Grunde  der  Formeln  (3)  und  (4)  ergibt  sich  das  Risiko  einer 
Gruppe  gleichartiger  Versicherungen,  indem  man  das  Risiko  der 
einzelnen  mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Anzahl  aller  multipliziert. 
Das  rdatim  Risiko,  das  durch  Division  des  vorigen  mit  der  Summe 
der  geleisteten  Einzahlungen  entsteht,  ist  somit  der  Quadratwurzel 
ans  der  Anzahl  der  Versicherungen  umgekehrt  proportional,  weil  jene 
Summe  diese  Anzahl  als  Faktor  enthält.  Nach  dem  relativen  mittleren 
oder  durchschnittlichen  Risiko  oder  einem  Vielfachen  desselben  bemißt 
sieh  aber  der  Beitrag,  den  der  ein^elne  Versicbei*te  zur  Bildung  des 
Sicherheitsfonds  zn  leisten  hat;  in  dem  letzten  Satze  ist  daher  der 
mathematische  Grund  daför  zu  erblicken,  daß  ew  für  den  Versicherungs- 
nehmer in  Ansehung  der  Aufbringung  des  Sicherheitsfonds  um  so 
günstiger  i&tj  an  eine  je  zahlreichere  Gesellschaft  er  sich  an- 
schließt. 

Was  die  Periode  betrifft,  für  die  man  das  Risiko  rechnet,  so  sind 
zwei  Fälle  von  hervorragender  Wichtigkeit:  das  Risiko  für  die  ganze 
Dauer  der  Vereichening^  gerechnet  für  den  Zeitpunkt,  des  Abschlusses, 
und  das  Risiko  für  die  fernere  Dauer  einer  Versicherung  nach  längerem 
Bestände  derselben. 

274«  Das  durch&chtüttUche  Bislko  einer  einzelnen  Ter* 
Sicherung  l>el  deren  Beginn.  1)  Aul'  das  Leben  (j:)  sei  eine 
PräntioierandO'Leibreute  vom  Betrage  1  gegründet  gegen  Leistung  der 
einmaligen  Prämie  a^.  Stirbt  (jf)  im  Laufe  des  H-ten  Jahres,  wofür 
fl^i  (Jx  ^'*^  Wahrscheinlichkeit  ist,  so  hat  er  die  Rente  w-mal  bezogen; 
der  gegenwärtige  Wert  dieser  an  ihn  geleisteten  Auszahlungen  ist 


(5) 


552  Vierter  Teil.    Lebensversichenmgsrechnung. 

Mithin  beträgt  das  durchschnittliche  Risiko 

Rian)  =  l ^n-i\qx\ax  -  a';:]\.  (6) 

Bei  einer  Postnumerando-Leibrente  betrüge  die  einmalige  Prämie 
ttj.  —  1,  und  der  Wert  der  Auszahlung  wäre 

v+  v^+ h  v"-^  =  a^i  —  1; 

für  das  Risiko  gilt  also  dieselbe  Formel  (6). 

2)  Es  sei  (x)  gegen  die  einmalige  Prämie  Aj.=  1  —  da^  lebens- 
länglich für  den  Todesfall  auf  das  Kapital  1  versichert.  Stirbt  (x)  im 
Laufe  des  w-ten  Jahres,  wofür  ^^i-q^  die  Wahrscheinlichkeit  ist,  so 
kommt  das  Kapital  am  Ende  des  Jahres  zur  Auszahlung,  und  der 
gegenwärtige  Wert  hiervon  ist  r".  Hiernach  ist  das  durchschnittliche 
Risiko  dieser  Versicherung: 

B{A:)=\^^_,,qM.-^''\-  (7) 

1 

Ersetzt  man  A^  durch  den  gleichwertigen  Ausdruck  1  —  rfa^,  so 
schreibt  sich 

0)  OJ 

1  1 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (5)  folgt,  daß 

R(A^)^dRia^).  (8) 

Das  durchschnittliche  Risiko  der  Todesfallversicherung  macht  also  etwa 
so  viel  Prozente  des  Risikos  der  Rente  aus,  als  es  dem  zugrunde  ge- 
legten Zinsfuße  entspricht;  denn  bei  ?  =  0,035  z.  B.  ist  rf  =  0,0338. 

3)  Es    sei    (x)    gegen   Zahlung   der   Jahresprämie    P^.  = d 

®x 

lebenslänglich  für  den  Todesfall  auf  das  Kapital  1  versichert.  Erfolgt 
der  Tod  im  Laufe  des  w-ten  Jahres,  was  mit  der  Wahrscheinlichkeit 
n-i  (/x  ^^  erwarten  ist,  so  wird  das  Kapital  am  Ende  dieses  Jahres 
ausgezahlt;  der  gegenwärtige  Wert  hiervon  ist  v",  während  der  Wert 
der  geleisteten  Einzahlungen  gleichkommt  a'^P^.  Aus  diesen  Ele- 
menten bestimmt  sich  das  Risiko: 

1 
Substituiert  man  für  P^  den  Ausdruck d,  so  wird  wegen  (5) 
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tu 

1 

1 
mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (8)  ist  also  auch: 

ii(P,l=;^Ji(aJ  =  /i4£.  (10) 

Da  1  —  Ä^  ein  um  so  kleinerer  echter  Bruch  ist,  je  höher  das 
Alter  X,  so  ist  das  Risiko  bei  jährlicher  Prämienzahlung  ein  um  so 
höheres  Vielfaches  des  Risikos  bei  einmaliger  Prämie,  in  einem  je 
höheren  Alter  die  Versicherung  abgeschlossen  wird. 

Aus  den  vorstehenden  Formeln  ist  zu  ersehen,  daß  sich  mit  HiUe 
von  jR(aJ  die  beiden  andern  Risikos  ausdrücken  lassen.  Was  nun 
die  Ausrechnung  von  i?(aj  anlangt,  so  kann  sie  einfacher  gestaltet 
werden,  als  es  die  Formel  (6)  vorschreibt.  Von  den  Differenzen 
«X  —  öq  (n  =  1,  2,  •  •  •)  ist  ein  Teil  positiv,  ein  Teil  negativ,  und 
sowohl  die  über  die  positiven  erstreckte  Summe  wie  auch  der  absolute 
Wert  jener  Summe,  die  sich  über  die  negativen  erstreckt,  gibt  R 
(s.  Nr.  112).  Die  Grenzscheide  zwischen  den  positiven  und  negativen 
Diflferenzen  liegt  aber  bei  jenem  Werte  w,  der  sich  aus  der  Geichung 

öq  =  ax  (11) 

ei^ibt.  Der  Sinn  dieser  Gleichung  ist  unmittelbar  einleuchtend:  sie 
besagt,  daß  bei  dieser  Dauer  der  Versicherung  der  Wert  dessen,  was  die 
Anstalt  zahlt,  gleich  ist  dem  empfangenen  Betrage;  diesseits  und  jenseits 
liegen  die  Gebiete,  wo  entweder  die  Anstalt  oder  der  Versicherte  ein  Zu- 
viel leistet.  Wir  nennen  das  aus  (11)  berechnete  n  die  kritische  Dauer 
der  Rente.  Der  Begriff  läßt  sich  auch  auf  andere  Versicherungen 
übertragen.  Ersetzt  man  a~]  durch  den  Ausdruck  (5),  so  ergibt  sich 
nach  einer  Transformation: 

i'«  =  l-da,  =  ^„ 
woraus 

folgt.  Die  Gleichung,  welche  zur  kritischen  Dauer  der  Todesfall  Ver- 
sicherung führt,  ist  nach  (7) 
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also  dieselbe  wie  bei  der  Rente;   und  bei   der  TodesfEdlTersicherung 
gegen  jährliche  Prämienzahlung  hat  man  nach  (9): 


woraus  nach  und  nach 


i  —  v' 


ii-') 


v'*  =  1  —  da^  =  A^ 

folgt.  Es  haben  also  alle  drei  Versicherungsarten  dieselbe  kritische 
Dauer.  Hat  man  diese  bestimmt,  so  weiß  man  im  voraus,  wie  viele 
Glieder  zur  Bestimmung  von  B(a^)  erforderlich  sind. 

Beispiel.  Mit  den  Grundlagen  der  Tafel  III  soll  das  durch- 
schnittliche Risiko  der  drei  Versicherungsarten  a^,  Ä^,  P^  ftlr  das 
Alter  a;  =  70  berechnet  werden. 

Zunächst  hat  man  die  kritische  Dauer 


log  Ao       log  0,74788  ^Q., 
logt»  0,98606  —  1        ""^    ' 


es  reichen  also  acht  Glieder  zur  Bestimmung  von  R(a^  hin.     Man 
wird  die  Rechnung  tabellarisch  wie  folgt  anlegen: 

fl^o  =  7,46929 


I. 


i  -  1 1  ^70 

«q 

«70— «in 

n-l|37o(«70- 

"q) 

0,06410 

1,00000 

6,46929 

0,41468 

0,06499 

1,96618 

6,60311 

0,36765 

0,06557 

2,89969 

4,66960 

0,29963 

0,06672 

3,80164 

3,66765 

0,24103 

0,06649 

•  4,67308 

2,79621 

0,18311 

0,06475 

5,51605 

1,95424 

0,12664 

0,06351 

6,32866 

1,14074 

0,07244 

0,06169 

7,11464 

0,36476 

0,02187 

Es  ist  somit 


Summe     1,71695 


2?(0=  1,71695, 
(las  relative  Risiko  beträgt  also 

~a~     -  7;i6929  "  "'''^^' 

ZU  seiner  Deckung  sind  also  23  7o  der  einmaligen  Prämie  erforderlich. 
Femer  ergibt  sich  nach  (8): 

R(A,o)  =  0,0338  •  1,71695  =  0,05806, 

sodaß  das  relative  Risiko  dieses  Falles 

B(J„)       0,06806 
:i,7~  =  ÖJ4738  =  0,078, 

also  7^8  7o  der  einmaligen  Jahresprämie  aasmacht. 
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Endlich  hat  man: 


und  relativ  zur  Prämie 


ii^P.o)-^^'-]^i- 0,22m 


B{P,,)_  0,22987  _QOQ7. 
"P;,  ÖÖÖÖÖÖ  "^'^^'' 

hier  beträgt  also  das  Risiko  das  2^297 -fache  der  Jahresprämie. 

275.  Das  durchschnittliche  Bisiko  einer  einzeinen  Ver- 
sichernng  nach  Iftngerem  Bestände.  Das  Risiko  einer  flüssigen 
Rente  und  einer  kapitalisch  begründeten  Todesfallversicherung  nach 
wi-jähriger  Dauer  stimmt  mit  dem  Risiko  einer  gleichartigen  Ver- 
sicherung, jedoch  für  eine  um  m  Jahre  ältere  Person  überein;  denn 
die  Reserve,  welche  als  Einzahlung  übernommen  wird,  ist  die  der 
ferneren  Versicherung  entsprechende  einmalige  Prämie,  und  in  allem 
übrigen  liegen  die  Verhältnisse  wie  am  Beginne. 

Bezeichnet  man  also  das  nach  m-jährigem  Bestände  herrschende 
Risiko  mit  R^,  so  gelten  die  Formeln: 

Äm(«,)=-B(«;+J,  (13) 

KiA)-RiA^J-  (14) 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  Todesfallversicherung  gegen  jähr- 
liche Pnlmienzahlung.  Besteht  sie  m  Jahre,  so  ist  die  versicherte 
Person  x  +  7n  Jahre  alt  geworden  und  hat  den  Tod  im  Laufe  des 
n-ten  Jahres  mit  der  Wahrscheinlichkeit  n-i^x+m  ^^  erwarten;  erfüllt 
sich  diese  Erwartung,  so  besteht  die  Ausgabe  der  Anstalt,  auf  den 
Zeitpunkt  der  Rechnung  reduziert,  in  v",  ihre  Einnahme  in  der 
Prämienreserve  mV^  und  der  Prämienzahlung  a;^Px'y  folglich  ist 

Ol 

1 

Die  eingeklammerte  Differenz  reduziert  sich  aber,  wenn  man  fiir  „^F^ 
den  Ausdruck  1  -  ^^^,  für  P^  den  Wert  —  -d  und  für  aq  den 

Wert     ~-    einsetzt,  auf   — — ^^'".  daher  ist  weiter 

CO 

1 
Nun  war  aber  (s.  die  vorige  Nummer) 
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daraus  folgt: 

tu 
H  (Px  +  m)  =  K~r     ~~   /,  n  -  1   Ö'ar  +  wi  I  «x  +  in  —  «7|  ? 

und  durcli  Vergleichung  mit  (15): 

■R,„(^J  =  "^-"^(^,+J-  (16) 

"x 

Es  ist  also  das  Risiko  zum  Alter  x  -\-  m  im  Verhältnis  der 
Rentenabnahme  vom  Alter  x  zum  Alter  x  +  m  zu  verkleinem,  um 
das  Risiko  zum  Alter  x  nach  m-jährigem  Bestände  zu  erhalten. 

Beispielsweise  ist  nach  den  Grundlagen  der  Tafel  III  und  mit 
Benützimg  eines  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  berechneten 
Resultates 

J^io  (^6o)  -"^J<  (Pio)  =  loSl  0,22987  =  0,15864. 

276.  Das  mittlere  Bisiko  einer  einzelnen  Verslchemng 
bei  delren  Begfinn.  Um  ein  möglichst  umfassendes  Resultat  zu  er- 
zielen, möge  der  von  F.  Hausdorff^)  eingeschlagene  Weg  befolgt 
und  eine  Versicherungskombination  konstruiert  werden,  die  sich  durch 
Spezialisierung  einzelner  Größen  in  die  üblichen  Versicherungsarten 
überführen  läßt. 

Auf  das  Leben  (x)  werde  gegen  einmalige  Prämie  eine  auf  n  Jahre 
abgekürzte  Pränumerando-Leibrente  imd  eine  gemischte  Versicherung 
zu  demselben  Termine,  erstere  mit  dem  Jahresbetrage  r,  letztere  auf 
das  Kapital  C,  abgeschlossen. 

Um  das  mittlere  Risiko  dieses  Vertrages  zu  bestimmen,  hat  man 
die  einmalige  Prämie 

E^r  na^  +  CAx^  (17) 

mit  den  verschiedenen  möglichen  Auszahlungswerten  in  Vergleich  zu 
setzen.     Führt  man  für  die  Wahrscheinlichkeiten 

oMxJ       i   Qzf       '  '  '       n-2   ^Ixf       n-lPx 

die  einheitliche  Bezeichnung 

ein,  so  ist  w^{c(<n)  die  Wahrscheinlichkeit  für  (x),  im  «-ten  Jahre 
zu  sterben,  n\  die  Wahrscheinlichkeit,  den  Beginn  des  n-ten  Jahres 
zu  erleben,  und  es  besteht  die  Beziehimg: 

CD 

2'«'a=l.  (18) 

1 

1)  Das  Risiko  bei  Zufallsspielen.  Ber.  d.  Sachs.  G.  d.  W.  zu  Leipzig, 
49  (1897),  p.  636  ff. 
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Die  Auszahlung,  wenn  das  der  Wahrscheinlichkeit  w^  (a^w)  ent- 
sprechende Ereignis  eintritt,  hat  dann  den  Wert 

und  es  kann  E  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

n  n 

E^^w„A„^^+(C-r^2tv„v''.  (20) 

1  1 

Das  Quadrat  des  mittleren  Risikos  M{E)  ist  nun: 

n 

1 

und  nach  Einführung  der  Werte  aus  (19)  und  (20)  weiter: 

1  1 

Die  Entwicklung  des  Quadrates  gibt: 

n  n 

1  1 

multipliziert  man  diesen  Ausdruck,  Glied  für  Glied,  mit  n^^  und  sum- 
miert, ebenfalls  gliedweise,  von  1  bis  w,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  (18): 

n  n  n 

(2«'«  "")'  -  2  (2«*'a  ff  +  2'"'«  ""'" 

1  11 

n  n 

=2""'«"*" -(2^« ''")*• 

1  1 

Es  ist  aber 

^■tv„v"  =  AT,  =  1  -  (1  -  t>)  -  ' -5^--% 
1 

n 

und  ^M'^i'^"  der  analog,  jedoch  mit  v^  statt  mit  v  gerechnete  Wert, 

i 
der  kurz  mit  A^";^  bezeichnet  werden  möge.     Führt  man  also  neben 
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den  diskontierten  Zahlen  der  Lebenden  und  ihren  Summen  noch  die 
neuen  Zahlen: 

f-i,=i>;  (21) 

ein,  so  wird 

2!  «'« t;«"  =^;in  =  1  -  (1  -  '•')  •"'  ^'"'  ■  (22) 

1 
Man  hat  also  schließlich 

3/«(£)  =  {C  -  i)\Ä-^  -  A*^],  (23) 

und  Miß)  selbst  ist  die  positive  Quadratwurzel  dieses  Ausdruckes. 

Diese  Formel  erledigt  nun,  wenn  man  spezialisiert,  die  folgen- 
den Fälle: 

1)  Bei  (7=0,  r=  1  geht  die  Versicherung  in  die  kurze  Rente  ^a^ 
vom  Jahresbetrage  1  über,  und  es  ist 

M  (aj  =  \  VX^^^TÄIt,  .  (24) 

2)  Mit  r  =  0,  (7=1  ergibt  sich  die  gemischte  Versicherung  A^l] 
gegen  einmalige  Prämie  auf  das  Kapital  1,  wofür 

M  (A^Ti)  =  /^;q  -  31^ .  (25) 

3)  Setzt  man  (7=1,  r  ==  —  P^^  so  entsteht  die  gemischte  Ver- 
sicherung auf  das  Kapital  1  gegen  jährliche  Prämienzahlung;  (23) 
liefert  nun 

M(pj  =  (i  +  ^')  y:^-^"^; 

da  aber  bei  dieser  Versicherung  [s.  Nr.  248,  6)] 

P  =— d, 

also 

SO  ist  endgiltig 

l/(i>J  =  >^^^^~^'^.  (20) 

xn\ 

Rückt  man  n  bis  an  die  äußerste  Lebensgrenze,  so  geht  j^cTj.  in 
die  lebenslängliche  Leibrente  a^ ,  A^i:]  in  die  lebenslängliche  Todesfall- 
versicherung  A^.  über,  und  AJ  bekommt  den  Ausdruck: 

AJ--^,  (27) 
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enommen  wird.     Man  hat  also  die  weitere  Formelgruppe: 


(28) 


(29) 


Die  Vergleichung  mit  den  Resultaten  der  Nr.  274  zeigt,  daß  das 
erhältnis  der  mittleren  Risikos  der  drei  ersten  und  der  drei  letzten 
ersicherungsarten  dasselbe  ist,  wie  das  Verhältnis  der  durchschnitt- 
chen  Risikos. 

Die  rechnerische  Durchfuhrung  des  mittleren  Risiko  erfordert  die 
jilage  neuer  Tafeln,  welche  den  Grundtafeln  der  Versicherungsrech- 
ung  analog  sind  und  zunächst,  soweit  die  Betrachtung  hier  geführt 
t,  die  Zahlen  D/,  N^,  C^,  M^  umfassen;  bei  steigenden  Renten  und 
rilmienrückgewähr  würde  sich  auch  die  Notwendigkeit  der  Zahlen 
/,  R^  ergeben,  die  den  Zahlen  S^,  E^  der  Grundtafebi  entsprächen. 

Nachstehend  ist  ein  Bruchstück  einer  solchen  Tafel,  für  die  Alter 
an  70  aufwärts,  beruhend  auf  den  Grundl^en  der  Tafel  lU,  mit- 
eteilt,  um  daran  einige  Zahlenbeispiele  zu  erklären. 

Hilfszahlen  zur  Bereehnniig  des  mittleren  Risiko. 
Gmndlageii  der  Tafel  III. 


X           i 

'      i>; 

*     1 

^; 

m; 

70 

307,62 

1941,03 

18,399 

1    177,686 

71 

268,67 

1633,61 

17,416 

'    169,187 

72 

217,81 

1364,84 

16,404 

141,771 

73 

201,47 

1147,03     ' 

15,349 

125,367 

74 

172,73 

946,66 

14,267 

110,018 

76 

146,97 

772,83 

13,177 

1    95,751 

76 

124,02 

626,86     , 

12,066 

82,674 

77 

103,71 

601,84     1 

10,942 

70,508 

78 

85,870 

398,134 

9,8306 

69,5660 

79 

70,332 

312,264    ! 

8,7334 

49,7354 

80 

56,947 

241,932    i 

7,6663 

41,0020 

81    i 

45,471 

184,985    , 

6,6425 

33,3367 

82 

38,805 

139,514    ' 

6,6678 

:     26,6932 

83    1 

27,766 

100,709    , 

4,7693 

21,0264 

84 

21,151 

72,953    1 

3,9265 

16,2661 

85 

15,819 

51,802 

3,1780 

12,3396 

86 

11,589 

35,983 

2,5192 

9,1616 

87 

8,2992 

24,3936 

1,9480 

1     6,6424 

88    1 

5,5384 

16,0944 

1,4701 

4,6944 

89    ! 

3,9436 

10,5560 

1,0778 

3,2243 
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X 

i>; 

K 

cj 

m; 

90 

2,6036 

6,6124 

0,75006 

2,14647 

91 

1,6630 

4,0088 

0,52766 

1,39642 

92 

1,0249 

2,3468 

0,34776 

0,86886 

93 

0,6089 

1,3209 

0,22366 

0,62111 

94 

,    0,3448 

0,71204 

0,13484 

0,29745 

96 

1    0,1870 

0,36724 

0,07850 

0,16261 

96 

0,09610 

0,18024 

0,04296 

0,08411 

97 

0,04675 

0,08414 

0,02123 

0,04116 

98 

0,02241 

0,03739 

0,01101 

0,01992 

99 

0,00991 

0,01498 

0,00614 

0,00891 

100 

1    0,00411 

0,00507 

0,00288 

0,00377 

101 

;    0,00096 

0,00096 

0,00089 

0,00089 

Mit   Hilfe   dieser   Tafel   und   der   Formel  (22)   findet   man   bei- 
spielsweise 

^70,101  =  0,630698; 

daneben  gibt  Tafel  UI: 

^70.101  =  0,788311; 

mit  diesen  zwei  Zahlen  ergibt  sich: 


M{A^o,  Toi)  =  0,0962 ;     relativ:     '^  =  0,122 , 

M(P,o)      =0,4544;        „  f^  0,576, 

M(,toa7o)    =2,8447;        „  f  =  0,515. 

Weiter  liefert  die  vorstehende  Tafel 
177,586 


^70  = 


307,62 


=  0,577474, 


während  nach  Tafel  III 


A,^  ^  0,74738; 


hiennit  berechnet  sich  gemäß  der  Formelgruppe  (29): 
M  (^,o)  =  0,1374 ;     relativ:     ^  ==  0,184 , 

f  =  0,727, 


Jf(P7o)  =  0,5439; 
il/(0  =4,0630; 


M 


=  0,544. 


277.  Das  mittlere  Risiko  einer  einzelnen  Versicherung 
nach  l&ngerem  Bestände.  Wir  führen  die  Rechnung  wieder 
allgemein  für  die  kombinierte  Versicherung,  von  welcher  in  der 
vorigen  Nummer  ausgegangen  worden  war,  und  zwar  m  Jahre  nach 
Abschluß  (m  <  m),  wo  der  Versicherte  das  Alter  x  +  m  hat.  Zu 
(lieser  Zeit  kommt  ihm  eine  Prämienreserve 


IV.  Abschnitt.     Das  Bieiko  in  der  Lebensversicherung. 

mf^x  =  ^  I  «  —  mßx  +  m  "T    ^  ^x  +  7»,  n  —  m\ 
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zu,  die  gleich  ist  dem  Werte  der  ferneren  Versicherung,  weil  kapi- 
talische Begründung  vorausgesetzt  wurde. 

Bezeichnet  man  die  Reihe  der  Wahrscheinlichkeiten 

Ol^x  +  my       l\Qx  +  mf       ■*'       n-m-2\Qx  +  iny       n-m-l-Par+m 

einheitlich  durch 

w,,    w^y     ...     ?^',_„,_i,     w^_^, 

so  haben  diese  analoge  Bedeutung  wie  bei  der  vorigen  Untersuchung, 
nur  daß  der  Ausgangspunkt  der  Zählung  bei  dem  Alter  x-\-m  liegt. 
Tritt  das  der  Wahrscheinlichkeit   w^  {a  ^n  ~  m)   entsprechende 
Ereignis  ein,  so  ist  eine  Auszahlung  erfolgt,  deren  Wert 

ist;    die  Prämienreserve    kann,   da  weitere  Einzahlungen  nicht  statt- 
finden, nunmehr  auch  so  ausgedrückt  werden: 

n  —  in  n  —  in 

,j. = 2'"'«^<' = T + (^'  -  -ä)  2  «'"'^ 


weil  wiederum  ^w^  =  1  ist. 
1 

Das  Quadrat  des  mittleren  Risiko  hat  zunächst  den  Ausdruck: 

n  —  m 

n—m  n—m 

-('-•-i)'2".[2-..»--""T. 

1  1 

der  sich  genau  wie  im  vorigen  Falle  umgestalten  läßt  in: 

n  —  m  n  —  m 

1  1 

Dabei  ist 

/n 

)    W-„t?«  -  ol?x  +  m  ^  +  1  i^x+m^'  +  •  •  •  +  n-m-2l3x+m  V"-'""'  +  n-m-lPx  +  m^" 

—  A  —I 

—  -^^x  +  niy  n  —  m\  j 

und  die  zweite  Summe  in  der  Hauptklammer  bedeutet  dementsprechend 

-**ar  +  m,  I»  —  m|  • 

Cznher,  WahrBcheinlichkcitsrcchnung.  %^ 
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Mithin  ist  endgiltig 

M„\{E)=^(C-  ^^y  [A;^,„^7^-Ahm,7rr^},  (31) 

und  M^^(E)  selbst  die  positive  Quadratwurzel  daraus. 

Durch   die    Substitutionen    1)    C=0,   r=l,    2)   r  =  0,   C=l, 
3)  C -=\y  r  =  —  P^  ergeben  sich  die  speziellen  Formeln: 


^4(i*x)         = 


und   weiter  durch  die  Substitution  w  =  o   (oberste  Altersgrenze)  die 
Formeln : 


M  (P  )  =  l^"^-*- 


^2 

X  +  m 


(33) 


Aus  diesen  Formeln  geht,  wenn  man  sie  mit  den  entsprechenden 
der  vorigen  Nummer  zusammenhält,  zunächst  hervor,  daß  bei  den  be- 
handelten Versicherungsarten  das  Verhältnis  der  Risikos  durch  die 
ganze  Versicherungsdauer  konstant  und  gleich  dem  ursprünglichen 
Verhältnis  bleibt,  die  Einzel  werte  jedoch  ändern  sich  mit  fort- 
schreitender Dauer  in  dem  Maße,  als  der  Wert  der  Quadratwurzel 
sich  verändert. 

Vergleicht  man  femer  die  Risikowerte  (32)  und  (33)  mit  den 
anfänglichen  Risiken  zum  Alter  o;  +  w,  so  ergeben  sich  die  Be- 
ziehungen: 

M,^(A^^';;\)  =  M{A,  +  „,^7^  (34) 

X 

und  ähnliche  für  die  lebenslänglichen  Versichorungsformen. 

Nach  den  Grundlagen  der  Tafel  III  und  mit  Hilfe  der  aus  ihnen 
abgeleiteten  Hilfstafel  der  vorigen  Nummer  ergibt  sich  beispielsweise: 

3^0  (O  =itf(aHo)  =  3,1641 

M,,iA,,)  =  M(A^)  =  0,1010 

^lo(i*,o)  =  ^^^(^Ho)  =  0,4235.        . 
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278.  Das  Bislko  eines  Yersiohenmffsbestandes.  Den  ein- 
fachsten Fall  eines  Bestandes  bildet  eine  Gruppe  völlig  gleichartiger 
Versicherungen.  Ist  s  ihre  Anzahl^  C  das  versicherte  Kapital  (oder 
die  Rente)^  E  die  dafür  zu  leistende  Einzahlung^  fi  das  mittlere  Risiko 
der  versicherten  Einheit,  so  beträgt  das  Gesamtrisiko,  gemäß  der 
Formel  (3), 

M^CiiYs,  (35) 

und  das  relative,  d.  h.  auf  eine  Zahlungseinheit  entfallende  Risiko: 

Beispielsweise  ist  das  mittlere  Risiko  einer  Gruppe  von  s  =  400 
lebenslänglichen  Todesfallversicherungen  auf  je  C=1000  t//{,  ab- 
geschlossen von  X  =  70-jährigen  Personen  gegen  Zahlung  der  ein- 
maligen Prämie  E  =  747,38  c/^,  mit  Benützung  des  am  Schlüsse  von 
Nr.  276  gefundenen  Wertes  [i  =  0,1374: 

Jf  =  1000  .  0,1374  . /4W)  =  2748  c/^ ; 

relativ,  d.  i.  im  Verhältnis  zu  den  Einzahlungen  per  400  •  747,38 
=  298  952  JC, 

0,00919; 

wollte  also  die  Anstalt  einen  dem  mittleren  Risiko  gleichen  Sicher- 
heitsfonds aufbringen,  so  hätte  sie  jede  Prämie  um  0,00919  •  747,38 
=  6,87  t/fC  zu  erhöhen. 

Es  handle  sich  weiter  um  eine  Gruppe  von  Versicherungen,  die 
gleichartig  sind  bis  auf  die  Höhe  der  versicherten  Summe;  sie 
stimmen  also  überein  im  Alter,  in  der  Versicherungsdauer,  in  der 
Versicherungskombination  und  der  Art  der  Prämienzahlung;  die  ver- 
sicherten Summen  seien  aber  verschieden,  und  zwar  (7^ ,  C^,  •  •  •  C, . 
Wenn  ^  das  Risiko  der  versicherten  Einheit  bedeutet,  so  ist  das  ge- 
samte mittlere  Risiko: 

31  =  (i yc['  +-C,«T-"^"+ C/.  '  (37) 

Bei  gegebener  Gesamtsumme  C\  -f  Q  H h  C,  wird  die  Quadrat- 
summe unter  dem  Wurzelzeichen  und  damit  auch  M  am  kleinste», 
wenn  6\  =  C^  =  •  •  =  C,  ist;  je  mehr  sich  die  Versicherungssummen 
voneinander  unterscheiden,  desto  größer  wird  M,  Einem  allzu  großen 
Anwachsen  des  Risiko  wird  durch  Limitierung  der  Höhe  des  Ver- 
sicherungskapitales und  Abgabe  der  überschießenden  Beträge  in  Rück- 
versicherung vorgebeugt. 

Wenn  sich  beispielsweise  die  versicherte  Gesamtsumme  von 
400000  cS  auf  die  400  Versicherten  wie  folgt  verteilte: 
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5  ä  10000  c/^ 

25  „  5000  „ 

50  „  2000  „ 

70  „  1000  „ 

250  „  220  „, 

SO  betrüge  das  mittlere  Risiko 


Jf=  0,1374/1407100000  =  5154  JC 

und  relativ 

0,0172, 

so  daß  jetzt  zur  Bildung  eines  dem  Risiko  gleichkommenden  Sicher- 
heitsfonds auf  die  Prämie  einer  Versicherung  per  1000  <JC  ein  Zu- 
schlag von  12,66  jfC  erforderlich  wäre. 

Den  allgemeinsten  Fall,  wie  ihn  die  Praxis  darbietet,  bildet  ein 
Versicherungsbestand,  bestehend  aus  verschiedenen  Versicherungskom- 
binationen, aus  Personen  verschiedenen  Beitrittsalters,  verschiedener 
Versicherungsdauer  und  mit  verschiedenen  Versicherungssummen.  Ist  5 
die  Anzahl  der  (unabhängigen)  Versicherungen,  ist  bei  der  i/-ten  Ver- 
sicherung 

C^.  die  Versicherungssumme  (Rente)       | 

yi^   das  Risiko  der  versicherten  Einheit  J  »-,,*» 

so  gilt  für  das  totale  mittlere  Risiko  die  Formel: 

M  =  i/c,  v7+~«P7f^'  +  •"  ~  ^^<^>/ ;  (38 ) 

würde  also  in  den  Büchern,  etwa  neben  der  Reserve,  bei  jeder  Ver- 
sicherung oder  Versicherungsgruppe  das  entsprechende  C^yi^  hinzu- 
geschi-ieben,  so  ergäbe  die  Hauptsumme  dieser  Rubrik  das  Quadrat 
von  M,  Dazu  wären  Tabellen  der  yi  für  alle  Kombinationen,  Alter 
und  Versicherungsdauem  erforderlich. 

Wenn  es  sich  nun  darum  handelt,  die  versicJierungstechnische  Be- 
(leutun{f  der  so  ermittelten  Größe  M  festzustellen,  so  kann  dazu 
zuvörderst  der  I.  Tchebycheffsche  Satz  herangezogen  werden  (siehe 
Nr.  109). 

Es  sei  X  die  Differenz  zwischen  der  Auszahlung  A^^  an  einen 
ersten  Versicherten  und  seiner  Einzahlung  E^  {a=  1,2,-  -  -1^  wenn  l 
die  Anzahl  der  möglichen  zusammengehörigen  Wertepaare  bedeutet), 
beide  auf  den  Zeitpunkt  t  reduziert;  tr^  (a  =  1,  2,  •  •  •  /)  die  Wahr- 
scheinlichkeit der  Wertverbindung  A^j  E^,  so  daß 

1 

ist.     Die  Buchstaben  y,  A.j  E^^,  w.^  (/j  =  1,  2,  •  •  •  w/);  ^,  A^,  E,^,  w^. 
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(y  =  1,  2,  •  •  •  w)  •  •  •  mögen  die  analogen  Bedeutungen  für  einen  zweiten, 
dritten,  •  •  •  Versicherten  haben. 

Die  Mittelwerte   von  a:,  y,  ^,  •  •  •    sind  notwendig  einzeln   gleich 
Null,  weil  nach  dem  obersten  Grundsatze  der  Versicherungsrechnung 


1  1 

m  m 

1  1 

n  n 


ist,  wenn  Ein-  und  Auszahlungen  richtig  bemessen  wurden. 

Die   Mittelwerte   von  x*,  y^,  z^y  •  •  •    sind    die    mittleren   Risiko- 
quadrate der  entsprechenden  Versicherungen,  nämlich 


1 

m 


^('.)=^«v(A-i;)* 


Die  Anwendung  des  zitierten  Satzes  auf  den  vorliegenden  Fall 
führt  nun  zu  dem  folgenden  Ergebnis:  „Die  Wahrscheinlichkeit  P, 
daß  die  totale  Abweichung  der  Einzahlungen  von  den  Auszahlungen: 

ihrem  absoluten  Werte  nach  das  Ö-fache  Totalrisiko 


1   " 
nicht  übertreffe,  ist  größer  als  1  —  ^,  • 

Dieser  Satz,  der  unabhängig  von  der  Anzahl  und  Art  der  Ver- 
sicherungen und  daher  in  hohem  Grade  allgemein  ist,  bestimmt  jedoch 
nicht  die  ewigsten  Grenzen,  die  einer  vorgegebenen  Wahrscheinlichkeit 
entsprechen.  Ihm  zufolge  wäre  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  das 
dreifache  mittlere  Risiko  nicht  überschritten  werde,  größer  als  {Jj. 

Man  kann  aber  auch,  von  dem  bei  Versicherungsuntemehmungen 
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platzgreifenden  Umstände  der  sehr  großen  Anzahl  von  Einzelfällen 
Gebrauch  machend,  die  Frage  auf  ein  anderes  Gebiet  übertragen,  auf 
das  der  Fehlertheorie. 

Es  läßt  sich  nämlich  die  totale  Abweichung 

der  Einzahlungen  von  den  Auszahlungen  als  zusammengesetzter  Fehler 
in  der  Beobachtung  einer  Größe  betrachten,  deren  wahrscheinlichster 
Wert  Null  ist,  entstehend  durch  das  Zusammentreffen  der  Eleinentar- 
fehler  or,  t/,  z,  •  •  • ,  die  aus  den  einzelnen  Versicherungen  entspringen. 
Wenn  nun  die  Anzahl  dieser  Elementarfehler  sehr  groß  ist,  so  befolgt 
der  Totalfehler  E  unabhängig  davon,  nach  welchem  Gesetz  die 
ti\^  w^j  10  y  •••  mit  fortlaufendem  Zeiger  sich  ändern,  ein  Gesetz, 
das  durch  die  Funktion 

(p(E)=  -^e-*^(E-«)*  (39) 

dargestellt  ist  [s.  Nr.  123,  (15*)].  Dabei  ist  a  die  Summe  der  Mittel- 
werte von  X,  y,  z,  '  -  'y  im  vorliegenden  Falle  also  Null,  und  h^  die 
halbe  reziproke  Summe  der  Mittelwerte  von  x^y  y^,  z^y  •  •  • ,  d.  h.  also 

Ä2=    -^1  „  -  _     ^ 

so  daß  endgiltig:  ^ 

^  (E)  =  --_A._  e"  2^' .  (40) 

Sobald  einmal  das  Gesetz  des  Fehlers  feststeht,  läßt  sich  auch 
der  „mittlere"  und  der  „durchschnittliche"  Fehler  ermitteln,  die,  sofern 
es  sich  um  eigentliche  Beobachtungsfehler  handelt,  Präzisionsmaße 
bilden,  hier  jedoch  in  der  übertragenen  Bedeutung  Maße  für  die  Ge- 
fahr des  Unternehmers  darstellen.  Und  zwar  ist  nach  Nr.  130  der 
mittlere  Fehler,  d.  i.  die  Quadratwurzel  aus  dem  Mittelwerte  von  E*, 
gleich 

My 

und  der  durchschnittliche  Fehler,  d.  i.  der  Mittelwert  von  E  j ,  nach 
Nr.  129  gleich  _ 

da  aber  die  Hälfte  dieses  Mittelwertes  begrifflich  mit  dem  durch- 
schnittlichen Risiko  R  zusammenfällt,  so  ist 

li  =  -%.  (41) 

(vgl.  Nr.  114).  ^ 

Im  Sinne  dieser  Auffassung  läßt  sich  nun  auf  Grund  von  (40) 
die  Wahrscheinlichkeit  F  dafür  bestimmen,  daß  E  den  Ä:-fachen  Betrag 
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von  M  und  daß  es  den  Ar-fachen  Betrag  Ton  B  nicht  überschreite. 
Wie  in  Nr.  115  und  114  ausgeführt  worden,  hängen  dabei  die  Werte 
von  k  und  P  derart  zusammen,  daß  in  bezug  auf  Mi 


(42) 


(43) 


'--r-f-'"- 

in  bezug  auf  Bi 

k 

0 

ist;  nachstehend  einige  zusammengehörige  Wertepaare: 

k 

'j   in  bezug  auf  M        in  bezug  auf  R 

i                Wahrscheinlichkeit  P 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

il             0,68267            1            0,31006 
0,95449                         0,57498 
0,99730                         0,76863 
i;             0,99994            i            0,88945 
'I                    .                               0,95392 
l|                                      i             0,98332 

Von  diesem  Zusammenhange  könnte  Gebrauch  gemacht  werden, 
um  die  Höhe  des  Sicherheitsfonds  festzustellen,  von  dem  mit  vor- 
gegebener Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  wäre,  daß  er  zur  Deckung 
eines  durch  zufällige  Schwankungen  in  der  Sterblichkeit  entstehenden 
Abganges  ausreichen  werde.  Wie  hoch  diese  Wahrscheinlichkeit  ge- 
griffen werden  soll,  muß  dem  subjektiven  Ermessen  oder  einer  von 
außen  kommenden  Festsetzung  überlassen  bleiben.  Ein  Fonds  von 
der  Höhe  des  mittleren  Risiko  würde  die  Wahrscheinlichkeit  \  ge- 
währleisten, dagegen  ein  Fonds  im  Betrage  des  durchschnittlichen 
Risiko  nur  eine  solche  von  weniger  als  |.  Wollte  man  mit  der 
Wahrscheinlichkeit  ^^  gegen  alle  Zufälle  gesichert  sein,  so  wäre  ein 
Fonds  im  Betrage  von  1,8  M  oder  4,16  B  erforderlich. 

Wie  man  bemerkt,  sind  M  und  B  für  den  gedachten  Zweck  gleich 
verwendbar,  keine  der  beiden  Größen  verdient  vor  der  andern  den  Vor- 
zug; die  erste  aber  verdient  ihn  in  Ansehung  der  Möglichkeit  ihrer 
Berechnung. 

Angenommen,  eine  Versicherungsanstalt  hätte  festgesetzt,  einen 
Sicherheitsfonds  in  der  Höhe  ÖM  zu  bilden;  es  handle  sich  um  einen, 
Versicherungsbestand,  der  soeben,  und  zwar  nur  durch  kapitalische  Ein- 
zahlungen begründet  wird,  deren  Summe  E  sei.     Setzt  man 

eM       ^ 
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SO  ist  d^E  der  Sicherheitszusvhlag  zu  den  einmaligen  Nettoprämien, 
durch  welchen  der  Sicherheitsfonds  aufgebracht  wird.  Dieser  Fonds 
ist  unabhängig  von  den  späteren  zufälligen  Schwankungen  der  Sterb- 
lichkeit, weil  er  zu  Beginn  und  auf  einmal  gebildet  wurde. 

Anders  steht  es  bei  jährlicher  Prämienzahlung,  wo  die  Sicherheits- 
zuschläge sowie  die  Prämien  selbst  successive  einlaufen  und  daher, 
strenge  genommen,  von  den  zufälligen  Störungen  mit  betroffen  werden. 
Von  dem  letzteren  Umstände  soll  jedoch  hier  abgesehen  werden. 

Zu  einem  Zeitpunkte  t  sei  nun  M  das  fernere  mittlere  Risiko, 
E  der  Wert  der  ferneren  Prämieneinnahmen,  %^E  der  Wert  der  noch 
zu  gewärtigenden  Sicherheitszuschläge.  Dann  ist  ein  Teil  des  erforder- 
lichen Sicherheitsfonds  BM  durch  die  künftigen  Einnahmen  ^E  ge- 
deckt, der  übrige  Teil  soll  also  aus  der  vor  t  liegenden  Zeit  vor- 
handen sein;  diesen  Teil: 

S&  =  eM-^E 

darf  man  als  liisikoreserve  bezeichnen,  da  seine  mathematische  Kon- 
stitution analog  ist  jener  der  Prämienreserve.  Bohlmann^)  will  in 
der  Risikoreserve  ein  Maß  für  die  Stahilität  einer  Versicherungsunter- 
nehmung erblicken:  diese  sei  um  so  größer,  je  kleiner  sich  SJ  heraus- 
stellt. Indessen  handelt  es  sich  hier  vorläufig  um  rein  theoretische 
BegriflFsbildungen. 

\)  Encykl.  d.  math.  Wissensch.  I,  p.  915.  —  Bohlmann  wiU  bei  der  Be- 
stimmiing  der  Risikoreserve  noch  schärfer  vorgehen  und  den  oben  gestreiften 
Einfluß  der  Sterblichkeitsschwankungen  auf  die  Einnahme  an  Sicherheit^zuschlägen 
mit  in  Rechnung  ziehen;  er  unterscheidet  daher  zwischen  dem  mittleren  Netto- 
ristko  M^  das  mit  den  Nettoprämien  gerechnet  ist,  und  dem  mittleren  Brutto- 
risiko  M\  bei  dessen  Bewertung  auch  die  Sicherheitszuschläge  berücksichtigt 
sind.      Zur   Berechnung    der   Risikoreserve    benützt   er   das    letztere   und    setzt 


Tafel  I. 
Werte  der  Funktion  0{y) 


2 


A""'- 


<I>{Y) 


0,00  I  0,0000  000 
0,01  0,0112  888 
0,02  '  0,0225  644 
0,08  0,0388  410 
0,04  1  0,0451  109 


0,05 
0,06  I 
0,07  I 
0,08 
0,09  I 
I 

0,10  ' 
0,11  I 
0,12  I 
0,13 
0,14  I 

0,15' 
0,16' 
0,17  ' 
0,18, 
0,19 

0,20 
0,21 
0,22 
0,23 
0,24 

0,25 
0,26 
0,27 
0,28 
0,29 


0,0563  718 
0,0676  215 
0,0788  577 
0,0900  781 
0,1012  806 

0,1124  680 
0,1236  280 
0,1847  684 
0,1468  671 
0,1569  470 

0,1679  959 
0,1790  117 
0,1899  923 
0,2009  857 
0,2118  398 

0,2227  025 
0,2335  218 
0,2442  958 
0,2550  225 
0,2657  000 

0,2763  263 
0,2868  997 
0,2974  182 
0,3078  800 
0,3182  834 


Diff. 


<^(y) 


0,30  ;  0,8286  267 
0,81  ,  0,3389  081 
0,32  I  0,8491  259 
0,33  ,  0,3592  785 
0,34  I  0,3693  644 

0,35  '  0,3793  819 
0,36  I  0,3893  296 
0,37  I  0,3992  059 
0,38  0,4090  093 
0,39  I  0,4187  385 


112  833 
112  811 
112  766 
112  699 
112  609 

1 12  497 
112  362 
112  204 
112  025 
111824 

111600 
111354 
111087 
110  799 
110  489 

110158 
109  806 
109  434 
109  041 
108  627 

108  193 
107  740 
107  267 
106  775 
106  263 

105  734 

106  185 
104  618 
104  034 
103  433 

102  814 
102  178 
101  526 
100  859 
100  175 

99  477 
98  763 
98  034 
97  292 
96  537 


i 

0,4283  922  |  95  768 
0,4379  690  ;  94  986 
0,4474  676  I  94  191 
0,4568  867  '  93  384 
0,4662  251  •  92  567 

0,4754  818  I  91  737 
0,4846  555  90  897 
0,4937  452  i  90  046 
0,5027  498  !  89  185 
0,5116  683  88  316 


0,40 
0,41 
0,42 
0,43 
0,44 

0,45 
0,46 
0,47 
0,48 
0,49 

0,50  0,5204  999  87  438 

0,51  0,6292  437  86  550 

0,52  0,5378  987  85  654 

0,53  0,5464  641  84  751 

0,64  0,5549  392  83  841 

0,55  0,5633  233  82  924 

0,56  0,5716  157  82  001 

0,57  0,5798  158  81  071 

0,58  0,5879  229  80  136 

0,59  0,5959  365  79  196 

0,60  0,6038  501  78  251 

0,61  0,6116  812  77  302 

0,62  0,6194114  76  349 

0,63  0,6270  463  75  394 

0,64  0,6845  857  74  435 

0,65  0,6420  292  73  473 

0,66  0,6493  765  72  510 

0,67  0,6566  275  71545 

0,68  0,6637  820  70  579 

0,69  0,6708  899  69  611 

0,70  0,6778  010  ;  68  644 

0,71  0,6846  654  i  67  676 

0,72  I  0,6914  330  |  66  708 

0,73  0,6981  038  i  65  742 

0,74  0,7046  780  !  64  776 

0,75  10,7111  556  I  68  811 

0,76  0,7175  367  i  62  849 

0,77  0,7238  216  1  61  888 

0,78  0,7300  104  '  60  931 

0,79  0,7361  035  .  59  975 


<^(y) 


0,80 
0,81 
0,82 
0,83 
0,84 

0,85 
0,86 
0,87 
0,88 
0,89 

0,90 
0,91 
0,92 
0,93 
0,94 

0,95 
0,96 
0,97 
0,98 
0,99 

1,00 
1,01 
1,02 
1,03 
1,04 

1,05 
1,06 
1,07 
1,08 
1,09 

1,10 
1,11 
1,12 
1,13 
1,14 

1,15 
1,16 
1,17 
1,18 
1,19 


0,7421  010  '  59  023 
0,7480  033  I  58  075 
0,7538  108  I  57  130 
0,7595  238  '  56  189 
0,7651  427  55  253 

0,7706  680  54  322 
;  0,7761  022  I  58  396 
0,7814  398  '  52  475 
0,7866  873  ,  51  559 
0,7918  432  50  650 


0,7969  082 
0,8018  828 
0,8067  677 
0,8115  635 
0,8162  710 

0,8208  908 
0,8254  236 
0,8298  703 
0,8342  315 
0,8385  081 

0,8427  008 
0,8468  105 
0,8508  380 
0,8547  842 
0,8586  499 

0,8624  360 
0,8661  435 
0,8697  732 
0,8738  261 
0,8768  030 


1050 
»330 
'879 
•  707 


0,8802 
0,8885 
0,8867 
0,8899 
0,8930  823  130  415 


49  746 
48  849 
47  958 
47  075 
46  198 

45  328 
44  467 
43  612 
42  766 
41927 

41097 
40  275 
89  462 
38  657 
37  861 

37  075 
36  297 
35  529 
34  769 
34  020 


33  280 
32  549 
31828 
81  116 


0,8961 
0,8990 
0,9020 
0,9048 
0,9076 


238 
962 
004 
374 
088 


29  724 
29  042 
28  370 
27  709 
.  27  057 
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Y      \          ^iY) 

DiflF. 

Y 

<^(y)      Diff.   1 

Y               <T>(y)           Diff. 

1,20  '  0,9103  140 

26  415 

1  1,70 

0,9837  904 

6  166 

1   2,20 

0,9981  372 

872 

1,21  !  0,9129  555 

25  784 

1,71 

0,9844  070 

6  958 

'  2,21 

0,9982  244 

835 

1,22  0,9155  339 

25  162 

1,72 

0,9850  028 

6  757 

2,22 

0,9983  079 

799 

1,23  :  0,9180  501 

24  551 

1,73 

0,9855  785 

5  561 

2,23 

0,9983  878 

764 

1,24  0,9205  062 

23  949 

1,74 

0,9861  346 

5  371  1 

2,24 

0,9984  642 

731 

1,25  0,9229  001 

23  358 

1  1,76 

0,9866  717 

6  186  1 

2,25 

0,9985  373 

698 

1,26  0,9252  359 

22  777 

j  1,T6 

0,9871  903 

5  007  1 

2,26 

0,9986  071 

668 

1,27  0,9275  136 

22  206 

1,77 

0,9876  910 

4  832 

2,27 

0,9986  739 

638 

1,28  0,9297  342 

21645 

1  1,78 

0,9881  742 

4  664  1 

2,28 

0,9987  377 

609 

1,29 

0,9318  987 

21  093 

1,79 

0,9886  406  4  499  • 

2,29 

0,9987  986 

582 

1,30 

0,9340  080 

20  552 

1,80 

0,9890  905  4  340  | 

2,30 

0,9988  668 

566 

1,31 

0,9360  632 

20  020 

1,81 

0,9895  245 

4  186 

2,31 

0,9989  124 

631 

1,32 

0,9380  652 

19  498 

1  1,82 

0,9899  431 

4  036 

2,32 

0,9989  665 

507 

1,33 

0,9400  150 

18  987 

1,83 

0,9903  467 

3  892  1 

2,33 

0,9990  162 

484 

1,34 

0,9419  137 

18  485 

1,84 

0,9907  359 

3  751  ' 

2,34 

0,9990  646 

461 

1,35 

0,9437  622 

17  992 

1  1,85 

0,9911110 

3  615 

2,36 

0,9991  107 

441 

1,36 

0,9455  614 

17  510 

1,86 

0,9914  726 

3  482  1 

2,36 

0,9991  548 

420 

1,37 

0,9473  124 

17  036 

1,87 

0,9918  207 

3  366  ' 

2,37 

0,9991  968 

401 

1,38 

0,9490  160 

16  573 

1,88 

0,9921  562 

3  231  ' 

2,38 

0,9992  369 

382 

1,39 

0,9506  733 

16  118 

1,89 

0,9924  793 

3 111  I 

2,39 

0,9992  761 

364 

1,40 

0,9522  851 

15  673 

1,90 

0,9927  904 

2  996 

2,40 

0,9993  116 

347 

1,41 

0,9538  624 

15  238 

1,91 

0,9930  899 

2  883  I 

2,41 

0,9993  462 

331 

1,42 

0,9553  762 

14  811 

1,92 

0,9933  782 

2  775  ' 

2,42 

0,9993  793 

315 

1,43 

0,9568  573 

14  393 

1,93 

0,9936  557 

2  664 

2,43 

0,9994  108 

300 

1,44 

0,9582  966 

13  984 

1,94 

0,9939  226 

2  568 

2,44 

0,9994  408 

286 

1,45 

0,9596  950 

13  585 

1,95 

0,9941  794 

2  469  1 

2,45 

0,9994  694 

272 

1,46 

0,9610  535 

13  194 

1,96 

0,9944  263 

2  374 

2,46 

0,9994  966 

260 

1,47 

0,9623  729 

12  812 

1,97 

0,9946  637 

2  283 

2,47 

0,9995  226 

246 

1,48 

0,9636  541 

12  483 

1,98 

0,9948  920 

2  194  1 

2,48 

0,9996  472 

235 

1,49 

0,9648  979 

12  073 

1,99 

0,9951  114 

2  109  j 

2,49 

0,9995  707 

223 

1,50 

0,9661  052 

11716 

2,00 

0,9953  223 

2  026  1 

2,50 

0,9995  930 

213 

1,51 

0,9672  768 

11  367 

2,01 

0,9955  248 

1947  , 

2,51 

0,9996  143 

202 

1,52 

0,9684  135 

11  027 

2,02 

0,9957  196 

1868 

2,52 

0,9996  345 

192 

1,53 

0,9695  162 

10  695 

2,03 

0,9959  063 

1795  1 

2,63 

0,9996  537 

183 

1,54 

0,9705  857 

10  370 

2,04 

0,9960  858 

1733 

2,54 

0,9996  720 

173 

1,65 

0,9716  227 

10  054 

2,05 

0,9962  681 

1654 

2,65 

0,9996  893 

166 

1,56 

0,9726  281 

9  745 

2,06 

0,9964  235 

1  587 

2,56 

0,9997  058 

157 

1,57 

0,9736  026 

9  444 

2,07 

0,9965  822 

1  522  i 

2,57 

0,9997  215 

149 

1,58 

0,9745  470 

9  150 

2,08 

0,9967  344 

1461 

2,58 

0,9997  364 

141 

1,59 

0,9754  620 

8  864 

2,09 

0,9968  806 

1400 

2,59 

0,9997  505 

135 

1,60 

0,9763  484 

8  585 

2,10 

0,9970  205 

1343 

'  2,60 

0,9997  640 

127 

1,61 

0,9772  069 

8  312 

2,11 

0,9971  648 

1288 

2,61 

0,9997  767  1  121 

1,62  1  0,9780  381 

8  048 

2,12 

0,9972  836 

1234 

2,62 

0,9997  888  115 

1,63  '  0,9788  429 

7  789 

2,13 

0,9974  070  ;  1  183  i 

2,63 

0,9998  003  109 

1,64 

0,9796  218 

7  538 

2,14 

0,9976  253 

1133  1 

2,64 

0,9998  112  i  103 

1,05 

0,9803  766 

7  293 

2,16  1  0,9976  386 

1086 

2,66 

0,9998  216  1  98 

1,66  0,9811049 

7  066 

2,16 

0,9977  472 

1039 

2,66 

0,9998  313   93 

1,67  0,9818 104 

6  824 

2,17 

0,9978  511 

994 

2,67 

0,9998  406   88 

1,68  0,9824  928 

6  598 

2,18 

0,9979  506 

964 

2,68 

0,9998  494   84 

1,69 

0,9831  626 

6  378 

1  2,19 

0,9980  469 

913 

2,69 

0,9998  678 

79 
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y     <^(y) 

Dlff.  1 

y  '    <^(y) 

Dlff. 

y 

c/>(y) 

2,70 

0,9998  667 

76 

3,20 

0,9999  940      4 

3,70 

0,9999  9983  286 

2,71 

0,9998  732 

71 

3,21 

0,9999  944      3 

3,71 

0,9999  9984  617 

2,72 

0,9998  802 

67 

3,22 

0,9999  947      4 

3,72 

0,9999  9986  663 

2,73 

0,9998  870 

63 

3,23 

0,9999  961      3 

3,73 

0,9999  9986  726 

2,74 

0,9998  933 

61 

3,24 

0,9999  964      3 

3,74 

0,9999  9987  712 

2,76 

0,9998  994 

57 

8,25 

0,9999  967       3 

3,75 

0,9999  9988  629 

2,76 

0,9999  051 

54 

3,26 

0,9999  960      2 

3,76 

0,9999  9989  477 

2,77 

0,9999  105 

51 

3,27 

0,9999  962      3 

3,77 

0,9999  9990  265 

2,78 

0,9999  166 

48 

3,28 

0,9999  966      2 

8,78 

0,9999  9990  996 

2,79 

0,9999  204 

46 

3,29 

0,9999  967 

2 

3,79 

0,9999  9991  672 

2,80 

0,9999  260 

43 

3,30 

0,9999  969 

2 

3,80 

0,9999  9992  800 

2,81  0,9999  293 

41 

3,81 

0,9999  971 

2 

3,81 

0,9999  9992  881 

2,82  0,9999  334 

38   ' 

3,32 

0,9999  973 

2 

3,82 

0,9999  9998  421 

2,83  0,9999  372 

37 

3,33 

0,9999  976 

2 

3,88 

0,9999  9993  921 

2,84 

0,9999  409 

34 

3,34 

0,9999  977 

1 

3,84 

0,9999  9994  383 

2,8ö 

0,9999  443 

83 

3,36 

0,9999  978 

2 

3,86 

0,9999  9994  812 

2,86 

0,9999  476 

81 

3,36 

0,9999  980       1 

3,86 

0,9999  9995  208 

2,87 

0,9999  507 

29 

3,37 

0,9999  981     1  1 

3,87 

0,9999  9996  676 

2,88 

0,9999  636 

27 

3,38 

0,9999  982     !  2 

3,88 

0,9999  9996  915 

2,89 

0,9999  668 

26 

3,39 

0,9999  984 

1 

3,89 

0,9999  9996  230 

2,90 

0,9999  689 

24 

3,40 

0,9999  986 

1 

3,90 

0,9999  9996  521 

2,91 

0,9999  613 

28 

3,41 

0,9999  986 

1 

3,91 

0,9999  9996  790 

2,92 

0,9999  636 

22 

3,42 

0,9999  987 

1 

3,92 

0,9999  9997  039 

0,93 

0,9999  668 

21 

3,43 

0,9999  988 

1 

3,93 

0,9999  9997  260 

2,94 

0,9999  679 

19 

3,44 

0,9999  989 

0 

3,94 

0,9999  9997  482 

2,96 

0,9999  698 

18 

3,46 

0,9999  989 

3,95 

0,9999  9997  678 

2,96  '  0,9999  716 

17 

3,46 

0,9999  9900  780 

3,96 

0,9999  9997  860 

2,97 

0,9999  733 

17 

3,47 

0,9999  9907  672 

3,97 

0,9999  9998  028 

2,98 

0,9999  750 

15 

1  3,48 

0,9999  9914  101 

3,98 

0,9999  9998  183 

2,99 

0,9999  765 

14 

3,49 

0,9999  9920  097 

3,99 

0,9999  9998  327 

3,00  ;  0,9999  779 

14 

3,50 

0,9999  9925  691 

4,0 

0,9999  9998  458 

3,01  1  0,9999  793 

12 

3,51 

0,9999  9930  905 

4,1 

0,9999  9999  330 

3,02  1  0,9999  805 

12 

3,52 

0,9999  9935  766 

4,2 

0,9999  9999  714 

3,03  0,9999  817 

12 

3,63 

0,9999  9940  296 

4,3 

0,9999  9999  881 

3,04  1  0,9999  829 

10 

3,64 

0,9999  9944  519 

4,4 

0,9999  9999  951 

3,05  1  0,9999  839 

10 

3,66 

0,9999  9948  452 

4,6 

0,9999  9999  980 

3,06  0,9999  849 

10 

3,56 

0,9999  9962  115 

4,6 

0,9999  9999  992 

3,07  1  0,9999  859 

8 

3,57 

0,9999  9955  527 

4,7 

0,9999  9999  997 

3,08  '  0,9999  867 

9 

3,68 

0,9999  9968  708 

4,8 

0,9999  9999  999 

3,09  '  0,9999  876 

8   1 

3,59 

0,9999  9961  661 

3,10  1  0,9999  884 

7   1 

3,60 

0,9999  9964  414 

3,11  0,9999  891 

7   , 

3,61  0,9999  9966  976 

3,12  0,9999  898 

6  ! 

3,62  '  0,9999  9969  368 

3,13  0,9999  904 

6 

3,63  0,9999  9971  574 

3,14  1  0,9999  910 

6 

3,64  0,9999  9973  636 

3,15  1  0,9999  916 

5 

3,66  1  0,9999  9976  661 

1 

3,16  0,9999  921 

ö   1 

3,66  0,9999  9977  333 

3,17  0,9999  926 

5   1 

3,67  '  0,9999  9978  990 

1 

3,18  0,9999  931 

^   i 

3,68  0,9999  9980  528 

1 

3,19 

0,9999  936 

4  ! 

3,69 

0,9999  9981  957 

1 
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Tafel  IT. 

I 

)eutsche  Sl 

tepbefafel. 

Mä 

nnliches 

Geschlecht. 

Ge- 

He- 

Sterbens- 

Lebens- 

CAbgekttncte) 

Altor 

Überlebende 

wahrscheiu- 

wahrschein- 

Lebens- 

storbene 

Tölkenm^ 

Uchkeit 

lichkeit 

erwartung 

X 

h 

d. 

i^. 

3x 

Px 

__'^_ 

0 

100  000 

25  273 

81627 

0,26  273 

0,74  727 

36,58 

1 

74  727 

4  851 

71833 

0,06  492 

0,93  608 

46,62 

2 

69  876 

2  319 

68  606 

0,03  319 

0,96  681 

48,72 

3 

67  557 

1560 

66  706 

0,02  309 

0,97  691 

49,38 

4 

65  997 

1126 

65  385 

0,01  705 

0,98  295 

49,63 

5 

64  871 

843 

64  420 

0,01  800 

0,98  700 

49,39 

6 

64  028 

659 

63  678 

0,01  080 

0,98  970 

49,03 

7 

63  369 

520 

63  094 

0,00  820 

0,99  180 

48,64 

8 

62  849 

418 

62  629 

0,00  665 

0,99  336 

47,93 

9 

62  431 

342 

62  252 

0,00  648 

0,99  452 

47,26 

10 

62  089 

289 

61939 

0,00  466 

0,99  534 

46,61 

11 

61800 

253 

61670 

0,00  409 

0,99  691 

45,72 

12 

61547 

227 

61431 

0,00  368 

0,99  632 

44,91 

13 

61320 

212 

61213 

0,00  347 

0,99  653 

44,07 

14 

61108 

216 

61001 

0,00  352 

0,99  648 

43,23 

16 

60  892 

235 

60  778 

0,00  387 

0,99  613 

42,38 

16 

60  667 

274 

60  525 

0,00  461 

0,99  549 

41,64 

17 

60  383 

320 

60  229 

0,00  631 

0,99  469 

40,72 

18 

60  063 

367 

59  885 

0,00  610 

0,99  390 

39,94 

19 

59  696 

409 

69  496 

0,00  686 

0,99  316 

39,18 

20 

59  287 

444 

69  069 

0,00  760 

0,99  260 

38,46 

21 

68  843 

474 

58  609 

0,00  806 

0,99  196 

37,73 

22 

58  369 

498 

58  121 

0,00  863 

0,99  147 

37,04 

23 

57  871 

493 

67  624 

0,00  862 

0,99  148 

36,36 

24 

57  378 

486 

57  134 

0,00  847 

0,99  163 

36,66 

2Ö 

56  892 

482 

66  651 

0,00  848 

0,99  162 

34,96 

26 

56  410 

483 

66  169 

0,00  855 

0,99  146 

34,26 

27 

56  927 

485 

55  685 

0,00  868 

0,99  132 

33,65 

28 

55  442 

491 

56  197 

0,00  885 

0,99  116 

32,83 

29 

54  951 

497 

54  703 

0,00  905 

0,99  096 

32,12 

30 

54  454 

605 

54  203 

0,00  928 

0,99  072 

31,41 

31 

53  949 

515 

53  693 

0,00  964 

0,99  046 

30,70 

32 

53  434 

526 

53  173 

0,00  984 

0,99  016 

29,99 

33 

62  908 

539 

52  640 

0,01  019 

0,98  981 

29,29 

34 

52  369 

564 

52  094 

0,01  068 

0,98  942 

28,68 

35 

öl  815 

571 

51  532 

0,01  101 

0,98  899 

27,88 

36 

51  244 

588 

50  952 

0,01  148 

0,98  852 

27,19 

37 

50  656 

(307 

50  356 

0,01  199 

0,98  801 

26,60 

38 

50  049 

627 

49  738 

0,01  253 

0,98  747 

25,81 

39 

49  422 

647 

49  101 

0,01  308 

0,98  692 

26,13 

40 

48  775 

665 

48  445 

0,01  363 

0,98  637 

24,46 

41 

48  110 

682 

47  771 

0,01  418 

0,98  682 

28,79 

42 

47  428 

699 

47  081 

0,01  475 

0,98  525 

23,13 

43 

46  729 

719 

46  372 

0,01  537 

0,98  463 

22,46 

44 

46  010 

738 

45  644 

0,01  605 

0,98  396 

21,81 

45 

45  272 

761 

44  894 

0,01  680 

0,98  320 

21,16 

46 

44  511 

783 

44  122 

0,01  761 

0,98  239 

20,61 

47 

43  728 

809 

43  327 

0,01  848 

0,98  152 

19,87 

48 

42  919 

833 

42  506 

0,01  941 

0,98  069 

19,23 

49    1 

42  OiiQ 

858 

41660 

0,02  040 

0,97  960 

18,60 
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Dentsche  Sterbetafel. 

Weiblichea   Geschlecht. 


Tafel  II. 


Überlebende 


Oe- 
storbene 


Be- 
völkerung 


Sterbens- 
wahrschein- 
lichkeit 


Lebens- 
wahrschein- 
lichkeit 


I  (Abgekürzte) 
I      Lebens- 
I    erwartung 

i      c. 


100  000 
78  260 
73  280 
70  892 
69  295 


5 

68  126 

6  ' 

67  249 

7 

66  572 

8  ' 

66  035 

9  i 

69  599 

10 

65  237 

11 

64  926 

12  1 

64  649 

13  ' 

64  390 

14 

64  136 

15 

63  878 

16 

63  609 

17  ' 

63  322 

18 

63  013 

19 

62  681 

20 

62  324 

21 

61  941 

22 

61  534 

23 

61102 

24 

60  648 

25 

60  174 

26 

59  680 

27 

59  170 

28 

58  647 

29 

58  111 

30 

57  566 

31 

57  010 

32 

56  445 

33 

55  869 

34 

55  282 

35 

54  685 

36  1 

54  087 

37 

53  462 

38 

52  837 

39  . 

52  207 

40 

51  576 

41 

50  946 

42 

50  320 

43 

49  701 

44 

49  090 

45 

48  481 

46  i 

47  870 

47 

47  248 

48 

46  605 

49 

45  939 

21  740 

4  980 

2  338 

1  597 

1169 
877 

677  I 

537  1 

436  I 

362  I 
311 

277  I 

259  i 

254  I 

258  I 

269  ! 

287  I 

309  I 

332  I 

357  I 

383  I 

407  I 

432  I 

454  I 

474  ' 
494 

510  I 
523 

536  , 
545 

556  I 

565  ; 

576 

587  I 

597  : 

607  I 

616  I 
625 

630  I 
631 
630 

626  I 

619  , 

611  ' 

609  I 

611  ; 

622  ! 

643  I 
666 

694  , 


84  355 
75  276 
71965 
70  028 
68  667 
67  667 
66  889 
66  288 
65  806 

65  410 

66  076 
64  784 
64  518 
64  263 
64  008 
63  745 
63  468 
63  170 
62  850 
62  606 

62  136 
61741 
61321 
60  878 
60  414 
59  929 
59  427 
58  910 
58  380 
57  841 
57  289 
66  729 
66  158 
55  577 
54  985 
54  383 

63  771 
53  160 
52  522 
51  892 
61261 
50  632 
50  010 
49  395 
48  785 
48  176 
47  661 
46  929 
46  275 
45  596 


0,21  740 
0,06  364 
0,03  258 
0,02  258 
0,01  687 
0,01  287 
0,01  007 
0,00  807 
0,00  660 
0,00  552 
0,00  476 
0,00  427 
0,00  401 
0,00  394 
0,00  402 
0,00  422 
0,00  451 
0,00  487 
0,00  527 
0,00  570 
0,00  614 
0,00  658 
0,00  701 
0,00  743 
0,00  783 

0,00  820 
0,00  854 
0,00  885 
0,00  913 
0,00  939 
0,00  965 
0,00  992 
0,01  020 
0,01  050 
ü,01  080 
0,01  110 
0,01  140 
0,01  168 
0,01  192 
0,01  210 
0,01  222 
0,01  228 
0,01  230 
0,01  230 
0,01  240 
0,01  260 
0,01  300 
0,01  360 
0,01  430 
0,01  510 


0,78  260 
0,93  636 
0,96  742 
0,97  747 
0,98  313 
0,98  718 
0,98  993 
0,99  193 
0,99  340 
0,99  448 
0,99  524 
0,99  573 
0,99  699 
0,99  606 
0,99  598 
0,99  578 
0,99  549 
0,99  513 
0,99  473 
0,99  430 
0,99  386 
0,99  342 
0,99  299 
0,99  257 
0,99  217 
0,99  180 
0,99  146 
0,99  115 
0,99  087 
0,99  061 
0,99  035 
0,99  008 
0,98  980 
0,98  960 
0,98  920 
0,98  890 
0,98  860 
0,98  832 
0,98  808 
0,98  790 
0,98  778 
0,98  772 
0,98  770 
0,98  770 
0,98  760 
0,98  740 
0,98  700 
0,98  640 
0,98  670 
0,98  490 


38,45 
48,06 
50,30 
50,98 
51,14 
51,01 
50,67 
50,18 
49,51 
48,91 

48,18 
47,41 
46,61 
46,80 
44,97 
44,15 
43,34 
42,53 
41,74 
40,96 
40,19 
39,43 
38,09 
37,96 
37,24 
36,53 
35,83 
35,13 
34,44 
33,76 
33,07 
32,39 
31,71 
31,03 
30,35 
29,60 
29,01 
28,34 
27,66 
26,99 

26,32 
26,64 
24,95 
24,26 
23,56 
22,84 
22,12 
21,41 
20,70 
19,99 
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Tafel  IL 

Mü 

mnliches 

Geschlecht. 

1 

1 

Oe- 

Be- 

i   Sterbens- 

Lebens- 

(Abgekürzte) 

Alter  • 

Überlebende 

wahrschein- 

wahrschein- 

i   Lebens- 

1 

•  storbene 

völkerung 

Uchkeit 

Uchkeit 

erwartung 

J 

h 

^x 

J^. 

i      ^x      

Px 

^x 

öo  ! 

41228 

885 

40  789 

\       0,02  145 

0,97  885 

1   17,98 

61 

40  343 

'   910 

39  891 

i   0,02  256 

0,97  744 

17,86 

52 

89  433 

936 

88  968 

j   0,02  874 

0,97  626 

'   16,75 

58 

88  497 

963 

88  019 

i   0,02  501 

0,97  499 

16,16 

54 

37  534 

990 

87  048 

0,02  639 

0,97  861 

16,56 

55  1 

36  544 

1020 

86  038 

1   0,02  790 

0,97  210 

1   14,96 

56 

35  524 

;  1050 

36  003 

!   0,02  966 

0,97  044 

14,37 

57 

34  474 

1082 

38  937 

0,03  139 

0,96  861 

18,79 

58 

33  392 

1  116 

82  888 

0,03  342 

0,96  658 

18,22 

59  ; 

32  276 

1  152 

31705 

0,08  568 

0,96  432 

12,66 

60 

31  124 

1  189 

30  584 

0,08  820 

0,96  180 

1   12,11 

61  1 

29  935 

1227 

29  326 

0,04  100 

0,95  900 

11,57 

62  ; 

28  708 

1266 

28  080 

0,04  409 

0,95  591 

11,05 

63  , 

27  442 

1803 

26  795 

0,04  748 

0,95  252 

10,58 

64  1 

26  139 

.  1  387 

25  475 

;   0,06  118 

0,94  882 

1   10,03 

65 

24  802 

'    1369 

24121 

0,05  520 

0,94  480 

9,56 

66  , 

23  433 

1396 

22  788 

0,05  966 

0,94  044 

9,08 

67  1 

22  037 

1417 

21381 

0,06  429 

0,93  671 

8,62 

68 

20  620 

1431 

19  906 

0,06  942 

0,93  058 

i    8,18 

69 

19  189 

1439 

18  470 

0,07  500 

0,92  600 

7,76 

70 

17  750 

,  1440 

17  029 

0,08  108 

0,91  892 

1    7,84 

^^  j 

16  310 

1430 

16  593 

;   0,08  770 

0,91  230 

6,94 

72  ' 

14  880 

1412 

14  171 

1   0,09  489 

0,90  511 

1    6,56 

73 

13  468 

1383 

12  772 

0,10  267 

0,89  788 

6,19 

74 

12  085 

1  342 

11408 

0,11  105 

0,88  895 

'    5,85 

75 

10  743 

1  289 

10  091 

0,12  004 

0,87  996 

5,61 

76 

9  454 

1226 

8  832 

0,12  965 

0,87  035 

5,20 

77  ' 

8  228 

1  151 

7  643 

0,18  989 

0,86  011 

4,90 

78 

7  077 

1067 

6  532 

0,15  077 

0,84  923 

4,62 

79   ; 

6  010 

975 

5  611 

0,16  280 

0,88  770 

1    4,35 

80 

5  035 

879 

4  583 

0,17  448 

0,82  562 

4,10 

81 

4  156 

778 

3  754 

0,18  731 

0,81  269 

3,86 

82  1 

3  378 

678 

3  027 

0,2U  074 

0,79  926 

3,64 

83 

2  700 

580 

2  398 

j   0  21  467 

0,78  638 

3,43 

84  1 

2  120 

485 

1866 

!   0,22  900 

0,77  100 

8,24 

85  ' 

1  035 

1   899 

1  425 

0,24  363 

0,75  687 

3,06 

86  1 

1236 

319 

1067 

0,25  846 

0,74  154 

2,90 

87  ' 

917 

251 

784 

0,27  344 

0,72  656 

2,74 

88  j 

666 

192 

563 

0,28  852 

0,71  148 

2,60 

89  1 

474 

144 

397 

0,30  370 

0,69  680 

2,46 

90  , 

330 

105 

273 

0,31  902 

0,68  098 

2,34 

91 

225 

75 

184 

0,33  457 

0,66  543 

i    2,22 

92 

150 

53 

121 

0,35  047 

0,64  953 

2,10 

93 

97 

36 

77 

0,36  689 

0,63  311 

;   1,99 

94 

61 

23 

48 

0,38  404 

0,61  596 

1    1,B1> 

95  i 

38 

15 

30 

0,40  217 

0,59  783 

1,80 

96  1 

23 

10 

17,4 

0,42  158 

0,67  842 

1,68 

97 

13 

ÖJ 

9,7 

1   0,44  259 

0,55  741 

1    1,57 

98  i 

7,8 

3,4 

5,4 

'   0,46  560 

0,68  440 

1,49 

99 

3,9 

1,9 

2,S 

0,4U  102 

0,50  898 

1,41 

100    '! 

2,0 

1,0 

1,4 

0,61  930 

0,48  070 

1,36 

Tafel  n. 
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Weibliches  Geschlecht. 


Ge- 

Be- 

Sterbens- 

Lebens- 

(Abgekürzte) 

Altar 

Oberlebende 

wahrschein- 

wahrtchein- 

Lebens- 

storbene 

▼Olkernng 

lichkeit 

Uchkeit 

erwartung 

X 

h 

^x 

^. 

3, 

Px 

«X 

50 

45  245 

724 

44  887 

0,01  600 

0,98  400 

19,29 

61 

44  521 

754 

44  148 

0,01  695 

0,98  305 

18,59 

62 

43  767 

786 

43  378 

0,01  795 

0,98  206 

17,91 

53 

42  981 

819 

42  576 

0,01  905 

0,98  095 

17,22 

54 

42  162 

854 

41740 

0,02  025 

0,97  975 

16,55 

55 

41308 

894 

40  867 

0,02  165 

0,97  835 

15,88 

56 

40  414 

942 

39  949 

0,02  830 

0,97  670 

15,22 

57 

39  472 

996 

38  981 

0,02  525 

0,97  475 

14,57 

58 

38  476 

1058 

87  955 

0,02  750 

0,97  250 

13,94 

59 

37  418 

1  125 

36  864 

0,03  005 

0,96  995 

13,31 

60 

36  293 

1192 

35  705 

0,03  285 

0,96  715 

12,71 

61 

35  101 

1258 

84  480 

0,03  585 

0,96  415 

12,13 

62 

33  843 

1322 

33  190 

0,03  905 

0,96  095 

11,56 

63 

32  521 

1381 

31837 

0,04  247 

0,95  753 

11,01 

64 

31140 

1437 

30  428 

0,04  613 

0,95  387 

10,47 

65 

29  703 

1486 

28  966 

0,05  005 

0,94  996 

9,96 

66 

28  217 

1531 

27  457 

0,05  425 

0,94  575 

9,45 

67 

26  686 

1568 

25  906 

0,05  875 

0,94  125 

8,97 

68 

25  118 

1597 

24  323 

0,06  360 

0,93  640 

8,50 

69 

23  521 

1620 

22  713 

0,06  885 

0,98  115 

8,04 

70 

21  901 

1686 

21085 

0,07  470 

0,92  580 

7,60 

71 

20  265 

1648 

19  442 

0,08  135 

0,91  865 

7,17 

72 

18  617 

1657 

17  789 

0,08  900 

0,91  100 

6,76 

73 

16  960 

1653 

16  132 

0,09  745 

0,90  255 

6,37 

74 

15  307 

1630 

14  488 

0,10  650 

0,89  350 

6,00 

75 

13  677 

1587 

12  877 

0,11  600 

0,88  400 

5,66 

76 

12  090 

1521 

11320 

0,12  585 

0,87  415 

5,34 

77 

10  569 

1438 

9  838 

0,13  600 

0,86  400 

•  5,08 

78 

9  131 

1336 

8  450 

0,14  640 

0,85  360 

4,75 

79 

7  795 

1225 

7  168 

0,16  710 

0,84  290 

4,48 

80 

6  570 

1106 

6  002 

0,16  830 

0,83  170- 

4,22 

81 

5  464 

985 

4  956 

0,18  025 

0,81  975 

3,98 

82 

4  479 

865 

4  032 

0,19  310 

0,80  690 

8,75 

83 

3  614 

747 

3  226 

0,20  685 

0,79  315 

3,53 

84 

2  867 

635 

2  536 

0,22  135 

0,77  865 

3,38 

85 

2  232 

527 

1956 

0,23  635 

0,76  365 

3,14 

86 

1705 

429 

1479 

0,25  160 

0,74  840 

2,96 

87 

1276 

341 

1095 

0,26  700 

0,78  300 

2,80 

88 

935 

'   264 

794 

0,28  250 

0,71  750 

2,65 

89 

671 

200 

564 

0,29  810 

0,70  190 

2,51 

90 

471 

148 

391 

0,31  384 

0,68  616 

2,37 

91 

323 

106 

265 

0,32  981 

0,67  019 

2,26 

92 

217 

75 

176 

0,34  612 

0,65  388 

2,13 

93 

142 

52 

113 

0,36  296 

0,63  704 

2,01 

94 

90 

'    84 

71 

0,38  052 

0,61  948 

1,91 

95 

56 

22 

44 

0,39  905 

0,60  095 

1,81 

96 

34 

14 

26 

0,41  885 

0,58  115 

1,70 

97 

20 

9 

15 

0,44  025 

0,55  975 

1,59 

98 

11 

5 

8,1 

0,46  362 

0,53  638 

1,46 

99 

5,9 

2,9 

4,2 

0,48  939 

0,51  061 

1,35 

100 

3,0 

li6 

2,1 

0,51  800 

0,48  200 

1^24 
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Tafel  III. 


Sterbetafel  H«  der  20  britischen 


a; 

^   ^- 

^. 

l^s 

". 

^v. 

^"^r 

0 

1^7  283 

14  358 

0,16020 

127  283 

2  553  055 

52  129  621 

1 

112  925 

8  062 

,07001 

109  110 

2  425  772 

49  703  849 

% 

108  m$ 

2  375 

,02366 

101  720 

2  316  662 

47  278  077 

» 

106  f>88 

1646 

,01787 

96  137 

2  214  942 

44  061415 

4 

1Ü4  942 

1325 

,01379 

91  451 

t;  118  605 

42  746  473 

5 

103  617 

1061 

,01142 

87  243 

2  027  364 

40  627  668 

€ 

102  566 

852 

,00925 

83  430 

1  940  111 

38  600  314 

1 

101  704 

683 

,00748 

70  930 

1  856  6B1 

36  660  20vS 

6 

101021 

557 

,00607 

76  717 

1  776  742 

34  803  522 

^ 

100  464 

464 

,00502 

73  714 

1  700  025 

33  026  780 

10 

100  ooo 

408 

,00428 

70  802 

1626  3U 

31  326  755 

11 

y9  592 

369 

,00388 

68  215 

1  555  410 

20  700  444 

IS 

99  223 

346 

,00350 

65  661 

1  48T  204 

28  145  025 

IS 

SB  877 

337 

,00342 

63  224 

1  421  640 

26  657  821 

14 

08  540 

387 

,00340 

60  877 

1358  316 

25  236  281 

15 

98  203 

360 

,00353 

58  615 

1  297  4S0 

23  877  065 

16 

97  843 

384 

,00378 

56  426 

l  238  824 

22  580  526 

17 

97  459 

425 

,00414 

54  304 

X  182  398 

21341  762 

18 

97  034 

465 

,00458 

52  23B 

1  128  094 

20  150  804 

10 

96  560 

508 

,00504 

50  2ai 

1075  856 

10  031  216 

20 

96  061 

548 

,00650 

48  277 

1  026  626 

17  965  354 

tl 

05  513 

582 

,00502 

46  378 

977  348 

16  929  720 

32 

94  031 

600 

,00620 

44  537 

930  970 

15  962  381 

2ä 

04  a'i3 

631 

,00650 

42  754 

885  433 

15  021411 

Si 

03  601 

647 

,00682 

41033 

843  670 

14  134  078 

2Ö 
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37 

85  062 

90« 

23  9117 

413  297 

245,12 

10011,10 

3B 

B4  756   1 

928 

22  931 

389  310 

242,59 

9  766,07 

30 

83  898 

950 

21  913 

966  379 

239,94 

9  523,48 

40 

82  878 

97fi 

20  933 

344  466 

237,93 

9  283,64 

41 

81903 

1006  ; 

19  987 

.H23  633 

237,19 

9  045,61 

43 

80  897 

1035 

19  072 

303  546 

235,78 

8  808,42 

43 

79  8Ö2 

1063 

18  192 

284  474 

233,97 

S  572,64 

44 

78  799 

1092 

17  344 

266  282 

232,21 

8  338,67 

45 

77  707 

1117 

16  523 

248  938 

229,51 

8106,46 

4G 

76  590 

1140 

15  736 

232  415 

226,31 

7  876,95 

47 

75  450 

1169 

14  97S 

216  671? 

224,22 

7  650,64 

4H 

74  281 

1204 

14  247 

201  701 

223,12 

7  426,42 

49  , 

73  077 

1246 

13  542 

187  454 

228,09 

7  203,30 

50 

71831 

1303 

12  861 

173  912 

225,42 

6  980,21 

51 

70  5d8 

1362 

12  201 

161051 

227,65 

6  754,79 

62 

69  166 

14?5 

HoGl 

148  860 

230,14 

6  527,U 

53 

67  741 

14^0 

10  940 

137  289 

332,49 

6  297,00 

54  ^ 

66  251 

1556 

10  H37 

126  349 

'234,58 

6  064,61 

55 

64  695 

1621 

9  7fiS,a 

116  013,3 

236,12 

5  829,93 

63  ; 

63  074 

1691 

9  187,4 

106  259,1 

237,97 

5  693,81 

57 

61  383 

\im 

8  638,5 

97  071,7 

239,18 

5  365,84 

m 

59  624 

1832 

8  107,2 

88  433,2 

240,68 

5  116,66 

m .  / 

ß7  79S 

1900 

7  092,5 

80  326.0 

■241,17 

4  875,^8 
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60 

56  892 

61 

68  916 

62 

51878 

68 

49  781 

64 

47  632 

66 

45  436 

66 

48  189 

67 

40  887 

:  68 

38  532 

69 

36  133 

70 

33  107 

71 

31249 

72 

28  794 

73 

26  358 

74 

23  962 

76 

21592 

76 

19  293 

77 

17  083 

78 

14  980 

79 

12  998 

80 

11  150 

81 

9  420 

82 

7  821 

88 

6  378 

84 

5  114 

85 

4  034 

86 

3  138 

87 

2  423 

88 

1857 

89 

1415 

90 


1071 


19^76 
2038 
2097 
2149 
2197 

2246 
2302 
2355 
2399 
2432 

2452 
2466 
2486 
2406 
2860 

2299 
2210 
2103 
1982 
1848 

1730 
1599 
1443 
1264 
1080 

896 
715 
566 
442 
344 

1071 


7  094,4 
6  612,2 
6  147,2 
6  699,1 
6  268,8 

4  856,8 
4  459,6 
4  079,1 
3  714,3 
3  366,3 

3  032,5 
2  716,7 
2  418,8 
2  139,2 
1  878,2 

1  635,9 
1  412,2 
1  208,1 
1  023,6 
858,1 

711,3 
580,6 
466,8 
866,9 

284,4 

216,6 

162,8 

121,5 

89,9 

66,2 

48,4 


72  738,5 
66  639,1 
69  026,9 
52  879,7 
47  180,6 

41  911,8 
37  056,0 
32  596,4 
28  517,3 
24  803,0 

21  487,7 
18  406,2 
15  688,6 
13  269,7 
11  180,5 

9  252,3 
7  616,4 
6  204,2 
4  996,1 
3  972,5 

3  114,4 
2  408,1 
1  822,6 
1  366,7 
989,8 

705,4 
488,8 
826,0 
204,6 
114,6 

48,4 


242,38 

241,48 
240,07 
237,70 
234,79 

231,92 
229,67 
227,01 
228,43 

218,84 

218,19 
206,23 
197,70 
188,67 
178,80 

168,30 
156,31 
148,70 
130,86 
117,87 

106,68 
96,22 
83,02 
70,26 
58,01 

46,50 
35,85 
27,42 
20,68 
15,56 

46,79 


^x 

4  634,81 
4  392,48 
4  151,00 
3  910,93 
3  673,23 

3  488,44 
3  206,52 
2  976,85 
2  749,84 
2  526,41 

2  807,57 
2  094,38 
1  888,15 
1  690,45 
1  501,78 

1  322,98 

1  164,68 

998,37 

854,67 

723,81 

605,94 
499,81 
404,09 
321,07 
250,81 

192,80 

146,30 

110,45 

83,03 

62,35 

46,79 
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Tafel  Y. 
emndlagen:  Sterbetafel  Mn.  WI  ier  23  deutschen  Gegellsehafteii. 


3v/;,. 


BS 


< 


60 


6B 


I    I 
3 


70 


1 


SO 


I 


^0  18,21 


^1 
32 
23 
24 

n 

36 
37 
28! 

32 
33 

ii 

35 

37 
38 
39 

10 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
4T 

4a 

4S 

50 
61 
62 
53 
54 

55 
56 
ST 

&d 

5» 

ßO 
61 
62 
68 


17,98 
17J3 
17,48 
17,21 

ia,92 
16,G2 
16,80 
15,97 
15,34 

15,28 
14,91 
14,5a 

14,13 
13,72 

13,29 

,39 
11,92 
11,43 

10,91 


0,3842 '0,0211 
0,3921 ,0,02 18 
0,4004  0,02tl6 
0,4090  0,0234 
0,4180  0,0243 

0,4278  0,0253 
0,4379  0,0364 
Ü,44läB;(^027f) 
0,4600,0,0288 
0,471110,0801 


0,4833  0,0316 
0,4959  0,0:433 
0,50S7|0,n350 
0,5222 10,0370 
0,5360  0,0391 


19,070,3552, 
18,88,0,3617, 
18,67  0,3687 
18,46Ü,375B| 
18,23'Ov3835' 
I  1 

17,99'0,3917 

n,74:ü,40ül 
I7,47;0,40y3 
17,1Ö,0,41W7 
1 6,9  li  0,4282 

16,600,4386 


0,5506 
0,6655 
0,5811 
0,5969 
0,6135 

0,6311 


0,0414 
0,044O| 
0,04Ö9i 
0,0601 
0,0537 

0,0578 


16,S9 
15,97 
15,64 

15,30| 

14,94 
14,58 
14,20 
13,S1 
13,40 

12,98 
12,55 


S1,G4 


0,4491 
0,4600 
0,4711 
0,4826 

0,4949 
0,6071 
0,6198 
0,6331 
0,6469 

0,5612' 
0,6766 


12,10  0,5908 


0,6064 


11,16  0,6226 
10,66  0,6395 


«/     /   ■  / 


0,0186 
0,0192 
0,0197 
0,0204 
0,0210 

,0,0218 
0,0226 
jO,0234 
0,0244 
0,0253 

0,0264 
0,0276 
0,0288 
0,0301 
0,0316 

0,0331 
0,0348- 
0,0366 
0,0886 
0,0408 

0,0432 
!0,0459 
0,0488 
0,0521 
0,0558 

0,0600 


19,68 
19,52 
19,34 

19,16 
18,96 

18,75 
18,53 
18,30 
18,06 
17,81  j 

17,55 
17,28' 
17,00 
16,72, 
16,43. 

10,12 
16,81 
16,48 
I6,ir* 
14,81 

14,45! 
14,09' 
13,72 
13,33 
12,D4J 

12,53 
12,11'' 
ll,67j 
11,22, 
10,75, 

10,26: 


0,3346' 

0,3399 
0,3461 
0,3521 
0,3589 

0,3659 
0,3734| 
0,3812! 
0,3893 
0,3978 

0,4065 

0,4157 
0,4251 
0,4345 
0,4447 

0,4548 
0,4654 
0,4Tt3fV 

i»,4yyH 

0,5114 
0,6236 
0,6360 
0,6493 
0,5625 

0,5763 
0,5905 
0,60&4[ 
0,6205: 
0,6364 

0,6530 


0,0170 
0,0174 
0,0179 
0,0184 
0,0189 

0,0195 
0,0201 
0,0209 
1»,0216 
0,0223 

0,0232 
0,0241 
0,0260  1 
0,O260i 
0,0271 

0,0282 
0,0296 
0,0308 
0,0322 
U,03;i7 

0,0364 
0,0372 
0,0391 
0,0412 
0,0436 

0,0460 
0,0488 
0,0519 
0,0553 
0,0592 

0,0636 


20,09 
19,94 
19,79 
;i9,62 
19,45 

19,26 
19,06 
]W,86 
18,63 
18,41 

18,18 
17,93 
7,69 
17,43 
17,17 

!G,90 
16,62 
16,34 
16,04 
16,74 

15,48 

16,12 
14,79 
14,46 

14,12 

13,77 
13,41 
13,05 
12,66 
12,26 

11,86 
11,44 
11,02 
10,59 
10,15 

9,70 


0,3207;0,0160 
0,3258!  0,01 63 
0,3308  0,0167 
0,3365' 0,01 72 
0,3423,0,0176 

0,34871 0,01 81 
0,35550,0187 
0,3626;0,0192 
0,3700,0,0199 
0,3775JO,0205 

0,3e53|ü,0212 


18,74 

0,393710,0220  18,52 

-  -  —  ^ jj^^^^ 

18,07 
0244  17,84 

17,60 
17,35 
17,10 
16,84 
10,58 


0,4018 
0,4106 
0,4194 

0,4285 
0,4379 
0,4475 


0,4676  0,0286 
0,4677,0,0297 


20,46 
20,33 
20,18 
20,04 
19,88 

19,71 
19,53 
19,35 
19,15 
18,95 


"I 

0,30830,0161 
0,31290,01&S 
0,3177  0,0157 
0,32240,0161 
0,32790,0165 

0,33350,0160 


0,0227 
0,0235 
0 

0,0254 
0,0264 
0,0274 


0,3396 
0,3457 
0,3524 
0,3592 

0,3663 
0,3737 
0,3812 
0,3890 
0,3965 


0,0171 
0,0179 
0,0181 
0,0189 

0,0196 
0,0^203 
0,0^08 
0,02iä 
0,02S2 


0,4048  0,0S3(] 
0,4133  0,(1258 
0.42t7Vj,fl3l7 
(i,43Uf;  i>,i>2&6 


0,4782  0,0310 
0,48860,0323 
0,499ö|o,0338 
0,5ni|0,03ö3 
0,5225  0,0370 


0,6440 
0,6466 
0,5587 
0,6722 
0,5854 

0,6990 
0,6132 
0,6273 
0,6419 
0,6667 

0,6720 


0,0388 
0,0408 
0,0428 
0,0452 
0,0477 

0,0505 
0,0636 
0,0669 
0,0006 
0,0647 

0,0693 


16,31 
16,03 
15,75 
15,47 
15,17 

14,88 
14,57 
14,26 
13,94 
13,61 

13,28 
13,95 
12,61 
12,27 
11,92 

11,ri8 
11,23 
10,88 
10,52 
10,17 

9,81 
9,46 
9,10 
8,73 
8,36 

,  7,9fl 


0,4394 

0,4485 
0,4679 
0,4673 
0,4769 
0,4870 

0,4970 
0,6074 
0,5178 
0,5287 
0,5498 

0,6510 
0,6621 
0,5736 
0,6851 
0,5969 

0,6085 
0,6202 
0,6322 
0,6442 
0,6661 

0,6684 
0,6802 
0,6923 
0,7048 
0,7174 

0,7299 


0,(^65 
0,037Et 
0,(^**6 
0,02^7 
0,08Üg 
0,93il 

0,0334 
0,0348 
0,636S 
0,0379 
0,0397 

0,0415 
0,0484 
0,0455 
9,047T 
0,0601 

ü,0.'>63 
0,0581 
0,061^ 
0,0fi4Q 

0,0*81 
0,ö71i 
0,0701 
0,0801 

Q^m 

0,091^ 
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Tafel  YI. 

Ornndlagen:  InvaliditSts-  und  Sterbliehkeitsverhältnisse 
der  gesamten  Eiseiibalmbedieiisüteü*  —  37, 7o- 


Aiug«- 

Am- 

InvalL- 

DLfkotitlarta 

Dlakontlei-t« 

AkÜrl^ 

Alm 

Lvbvade 

«hlAdisii« 

Mbfeidf]' 

iDTAUd 

ditiH- 

/.iüil«n  dflT 

Zhhlf^n  der 

%U^ 

Aktiv« 

dbcrh. 

WBbnch. 

gffword. 

wälinch. 

Aktina 

In  f  kl  j  den 

nnteti 

X 

^.j 

Fl+^l)* 

«.+«?•'' 

J. 

^X 

j^:^ 

h 

X 

sa 

100  000 

%\% 

0,00816 

14 

0,00014 

50  256,59 

6,79799 

19,48687 

91 

99134 

795 

802 

24 

24 

43  160,85 

11,25961 

19,23811 

SS 

93  389 

777 

790 

36 

36 

46  159,26 

16,86500 

19,02896 

38 

9Teit 

762 

780 

46 

47 

44  246,11 

20,14603 

18,80852 

S4 

96  360 

749 

773 

67 

69 

43  416,16 

24,11938 

18,67683 

8& 

96  101 

738 

768 

69 

73 

40  66435 

38,20980 

18,33380 

«6 

96  368 

730 

765 

81 

85 

38  987,99 

31,99599 

18,07932 

ST 

94  633 

724 

764 

9S 

98 

37  381,19 

36,49386 

17,81347 

S8 

03  909 

727 

77Ö 

108 

113 

36  840,77 

39,08731 

17,53611 

29 

93  182 

739 

793 

119 

128 

34  360,S'J 

42,39713 

17,24839 

W) 

92  443 

762 

813 

134 

145 

32  935,44 

46,12636 

16,95153 

31 

91691 

771 

841 

161 

165 

31  662,82 

50,22104 

16,64523 

3:1 

90  930 

803 

883 

171 

188 

30  239,06 

54,94960 

16,33013 

83 

90117 

843 

936 

194 

216 

28  968,44 

60,23236 

16,00807 

84 

80  274 

889 

996 

222 

249 

27  717,44 

66,59487 

15,68003 

3& 

es  385 

940 

1064 

254 

287 

26  613,46 

73,61751 

15,34865 

36 

87  446 

996 

1141 

288 

329 

25  344,42 

80,64910 

16,00841 

37 

80  447 

1067 

1223 

325 

376 

24  207,89 

87,93262 

14,66608 

3S 

86  390 

111& 

1307 

363 

125 

23  103,23 

1)4,89274 

14,31948 

m 

84  274 

1  180 

1400 

402 

477 

22  030,28 

101,5341 

13,96822 

40 

83  094 

1240 

1492 

444 

534 

20  987,26 

108,3499 

13,61271 

41 

81  864 

1300 

1598 

489 

597 

19  974,95 

115,2960 

13,25191 

42 

80  664 

1362 

1691 

bm 

668 

18  992,95 

122,6596 

12,88637 

43 

79192 

1426 

1801 

686 

740 

18  040,40 

128,9799 

13,61393 

44 

77  766 

1489 

1915 

635 

817 

17  115,48 

135,0386 

12,13438 

4fi 

76  277 

1668 

2066 

694 

910 

16  221,01 

142,5947 

11,74906 

46 

74  709 

1  619 

2207 

753 

1008 

16  360,30 

149,4853 

11,35876 

47 

73  060 

1747 

2391 

823 

1126 

14  603,85 

157,8567 

10,96330 

48 

71313 

1859 

2607 

913 

1280 

13  678,30 

169,1973 

10,56464 

49 

69  454 

19S6 

2859 

1012 

1457 

12  871,23 

181,2020 

10,16437 

50 

67  468 

2  117 

3138 

1  1S4 

1666 

12  080,37  1 

194,4502 

9,76433 

61 

66  351 

2  264 

3464 

1252 

1016 

11306,62 

209,2696 

9,36493 

52 

63  087 

2  404 

3811 

1377 

2183 

10  644,88 

222,3799 

8,96840 

5S 

60  683 

2  645 

4194 

1601 

2473 

9  800,056 

234,2081 

8,67402 

&4 

68138 

2  685 

4618 

1636 

2814 

9  071,546 

246,6403 

8,18227 

66 

55  453 

2  826 

6096 

1770 

3192 

8  369,989 

257,8182 

7,79358 

5S 

62  627 

2  974 

6661 

1913 

3635 

7  666,649 

269,2247 

7,40893 

57 

49  563 

3  1S2 

6288 

2  073 

4175 

6  987,880 

281,8766 

7,03055 

68 

46  631 

3  274 

7036 

2243 

4818 

6  327,062 

294,6473    6,66040 

69 

43  267 

3  428  , 

7926 

2  417 

5&aS 

,    hf^Vl^Wi 

\^^^^im. 

^^^Y^^^ 
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Tafel  VI. 




. 

AuBge- 

Aus- 

InvaUd  1 

Invali- 

Diskontierte 

Diskontierte 

Aktivi- 

Alter 

Lebende  | 

schiedene  ■ 

scheide- 

ditäte- 

Zahlen  der 

Zahlen  der 

tftts- 

Aktive     ! 

überh. 

wahrsch.   > 

geword. 

wahrsch. 

Aktiven 

' InvaUden 

renten 

X 

1 

(■^1+^).' 

^^Mr'\ 

^'       \ 

"^x 

B(a) 

Ix 

X 

60 

39  829 

3  569     1 

0,08936 

2  575 

0,06465 

5  055,666 

316,8026 

5,95979 

61 

36  270  ! 

3  623     1 

9989 

2  684 

7400 

4  448,218 

818,0392 

5,63710 

62 

32  64J 

3  659 

11208 

2  756 

8442 

3  868,490 

315,5276 

5,33200 

63 

28  988 

3  622 

12495 

2  772 

9562 

3  318,764 

806,6273 

6,04957 

64 

25  366 

3  485 

13739 

2  693 

10617 

2  805,888 

287,8152 

4,78979 

65 

21881 

3  289 

16031 

2  569 

11741 

2  338,538 

265,2778 

4,54715 

66 

18  592 

3  061 

16464 

2  410 

12963 

1  919,830 

240,4438 

4,32078 

67 

15  631 

2  767 

17816 

2  194 

14127 

1  549,515 

211,4915 

4,11440 

68 

12  764 

2  445 

19165 

1946 

15246 

1  230,391 

181,2419 

3,92218 

69 

10  319 

2  143 

20767 

1718 

16649 

961,066 

154,5961 

3,74108 

70 

8  176 

1822 

22285 

1464 

17906 

735,726 

127,2847 

3,58062 

71 

6  354 

1508 

23733 

1214 

19106 

652,436 

101,9796 

8,43683 

72 

4  846 

1220 

25176 

984 

20306 

407,079 

79,8637 

3,30696 

73 

3  626 

964 

26581 

777 

21429 

294,294 

60,9306 

3,19108 

74 

2  662 

742 

27874 

592 

22236 

208,748 

44,8634 

3,08899 

75 

1920 

558 

29078 

442 

23007 

145,471 

32,3561 

2,99766 

76 

1362 

411 

3O209 

323 

23746 

99,704 

22,8452 

2,9147 

77 

961 

297 

31280 

233 

24456 

67,263 

15,9224 

2,8381 

78 

654 

211 

32298 

164 

25140 

44,692 

10,8282 

2,7664 

79 

443 

147 

33271 

114 

25802 

29,249 

7,2724 

2,6990 

80 

296 

101 

34205 

78 

26443 

18,883 

4,8076 

2,6317 

81 

195 

68 

35104 

63 

27066 

12,019 

3,1562 

2,5635 

82 

127 

46 

35971 

35 

27671 

7,563 

2,0138 

2,485 

83 

81 

30 

36809 

23 

28260 

4,661 

1,2786 

2,409 

84 

51 

19 

37895 

15 

29024 

2,835 

0,8067 

2,317 

85 

32 

13 

39353 

10 

30057 

1,719 

0,5190 

2,172 

86 

19 

8 

41416 

6 

31530 

0,986 

0,3008 

2,043 

87 

11 

6 

44560 

4 

33802 

0,552 

0,1988 

1,86 

88 

6 

3 

49934 

2 

87760 

0,291 

0,0986 

1,64 

89 

3 

2 

61212 

1 

46398 

0,140 

0,0462 

1,32 

90 

1 

1 

1,00000 

80000 

0,045 

1,00 

Tafel  Vn. 
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Gnmdlagen:  InvaliditSts-  und  SterblichkeitsverhSltnisse 
der  gesamten  Eisenbahnbediensteten.  —  Sy^Yo- 


Lebende 

Sterbens- 

Invaliden- 

InvaUditäts- 

Alter 

InvaUde 

Gestorbene 

wahrsch. 

renten 

renten 

X 

if^ 

^•> 

^^^ 

'«, 

^'«, 

25 

61  720 

5  238 

0,0849 

10,17  831 

1,894  974 

26 

56  482 

4  575 

810 

10,38  052 

1,968  965 

27 

51907 

3  992 

769 

10,56  456 

2,044  657 

28 

47  915 

3  491 

729 

10,72  407 

2,121  811 

29 

44  424 

3  070 

691 

10,85  531 

2,200  859 

30 

41354 

2  758 

667 

10,95  748 

2,281  993 

31 

38  596 

2  515 

652 

11,04  244 

2,365  096 

32 

36  081 

2  318 

642 

11,11  843 

2,460  166 

33 

33  763 

2  138 

633 

11,19  157 

2,5^7  283 

34 

31  625 

1  973 

624 

11,26  139 

2,626  414 

35 

29  652 

1828 

616 

11,32  721 

2,717  228 

36 

27  824 

1684 

605 

11,89  089 

2,8l09  477 

37 

26  140 

1551 

593 

11,44  740 

2,9)03  241 

38 

24  589 

1422 

578 

11,49  612 

2,998  299 

39 

23  167 

1324 

572 

11,52  919 

3,094  672 

40 

21843 

1219 

558 

11,55  827 

3,192  663 

41 

20  624 

1136 

651 

11,57  371 

3,291  669 

42 

19  488 

1060 

544 

11,58  173 

3,391 448 

43 

18  428 

988 

536 

11,58  207 

3,491  836 

44 

17  440 

913 

624 

11,57  291 

3,693  112 

46 

16  527 

852 

616 

11,54  749   . 

3,695  336 

46 

15  675 

795 

507 

11,51001 

3,798  024 

47 

14  880 

737 

495 

11,45  903 

3,901  576 

48 

14  143 

,   697 

493 

11,38  920 

4,006  615 

.   49 

13  446 

662 

492 

11,31  022 

4,168  103 

50 

12  784 

626 

490 

11,22  366 

4,208  695 

51 

12  158 

588 

484 

11,12  632 

4,305  741 

52 

11570 

'   559 

483 

11,01  338 

4,397  803 

'  53 

11011 

522 

474 

10,89  000 

4,484  931 

54 

10  489 

494 

471 

10,74  656 

4,567  677 

55 

9  995 

470 

470 

10,58  520 

4,644  165 

56 

9  525 

448 

470 

10,41  019 

4,714  698 

57 

9  077 

428 

472 

10,22  026 

4,778  225 

58 

8  649 

414 

479 

10,01  519 

4,831  098 

59 

8  235 

400 

486 

9,79  9ÄV 

1^   ^.^^I^^INS^ 

586 


Tafel  Vn. 


Lebende 

Sterbens- 

Inraliden- 

InT«Udit&t«- 

Alter 

InraUde 

Gestorbene 

wahxech. 

renten 

renten 

X 

J^' 

€ 

e^ 

\ 

"-, 

60 

7  835 

390 

0,0498 

9,67  279 

4,894  149 

61 

7  445 

379 

509 

9,38  768 

62 

7  066 

375 

531 

9,09  232 

63 

6  691 

368 

550 

8,84  495 

64 

6  823 

868 

674 

8,69  208 

65 

5  960 

854 

594 

8,33  639 

66 

5  606 

347 

619 

8,07  266 

67 

5  259 

387 

641 

7,80  320 

68 

4  922 

331 

672 

7,62  341 

69 

4  591 

327 

712 

7,23  852 

70 

4  264 

322 

755 

6,95  203 

71 

3  942 

318 

807 

6,66  356 

72 

3  624 

313 

864 

6,37  614 

78 

3  311 

812 

942 

6,09  032 

74 

2  999 

304 

1014 

5,81  669 

75 

2  695 

296 

1098 

5,54  760 

76 

2  399 

286 

1192 

5,28  740 

77 

2  113 

273 

1292 

5,03  807 

78 

1840 

256 

1391 

4,79  950 

79 

1584 

238 

1503 

4,56  804 

80 

1346 

220 

1634 

4,34  591 

81 

1126 

196 

1741 

4,13  962 

82 

930 

176 

1892 

3,93  435 

83 

754 

153 

2036 

3,74  597 

84 

601 

130 

2163 

3,66  560 

85 

471 

109 

2314 

3,38  831 

86 

362 

89 

2459 

3,21  620 

87 

273 

71 

2601 

3,04  156 

88 

202 

56 

2772 

2,86  570 

89 

146 

44 

2993 

2,66  733 

90 

102 

33 

3258 

2,45  532 

91 

69 

25 

3585 

2,22  664 

92 

44 

18 

4008 

1,99  096 

93 

26 

12 

4696 

1,73  569 

94 

14 

8 

5648 

1,41  411 

95 

6 

6 

1,0000 

1,00  000 

Sachregister. 

(Die  ZaMen  beziehen  sich  auf  die  Seiten.) 


Abänderung  einer  Versichernng  541,  646. 

Absterbekurve  365. 

Absterbeordnung  850. 

Abweichung,  durchschnittTiche  106;  mitt- 
lere 104;  wahrscheinliche  102. 

Abzinsungsfaktor  431. 

Änderung  der  Grundlagen  426. 

Ärztliche  Untersuchung  426. 

Aktive  412. 

Aktiyitatsrenten  483. 

Aktivitätstafeln  419. 

Analytische  Statistik  351. 

Ajiwartschaffc  434. 

Approximatives  Fehlergesetz  208. 

Arithmetisches  Mittel  217 ;  —  als  Haupt- 
wert  einer   statistischen   Größe   334; 

—  als  wahrscheinlichster  Wert  236; 

—  mit    dem    kleinsten    Fehlerrisiko 
verbunden  234. 

Aufgeschobene  Rente  437. 

Aufgeschobene  temporäre  Rente  438. 

Aufgeschobene  temporäre  Todesfallver- 
sicherung 446. 

AufgeschobeneTodesfallversicherung  444 . 

Auflösung  der  Normal-  und  der  Ge- 
wichtsgleichungen 266. 

Anfzinsungsfaktor  430. 

Ansgleichimg  eines  Vierecks  298;  gra- 
phische 409;  von  Sterbetafeln  392. 

Ansgleichungsmethoden,  mechanische 
408. 

Allsgleichungsrechnung  206. 

Auslese  386,  426. 

Ausscheideordnung  der  Diensttauglichen 
419,  421,  483. 

AuBScheidewahrscheinlichkeit  413. 

Aufiergewöhnliche  Ereignisse  27—28. 


Bedingte  Beobachtungen  289;  ihre  Zu- 
rückfiihrung  auf  vermittelnde  B.  289; 
ihre  direkte  Behandlung  291;  —  un- 
gleicher Genauigkeit  294. 

Beitragsfreie  Police  542. 

Beobachtungen,  direkte  206 ;  vermittelnde 

—  257;  bedingte  —  289. 
Beobachtungsdifferenzen  233. 
Biometrische  Funktionen  349. 
Bouillottespiel  63. 
Bruttoprämie  488. 

Chancen  12. 

Dekrementcntafel  350. 

Dichtester  Wert  der  Lebensdauer  337. 

Dichtigkeitsmittel  334. 

Direkte  Beobachtungen  206;  —  gleicher 
Genauigkeit  234;  —  ungleicher  Ge- 
nauigkeit 240. 

Diskont  432. 

Diskontierte  Zahlen  der  Lebenden  435; 

—  der  Toten  443;   —   der  Aktiven 
483;  —  der  Invaliden  484,  486. 

Diskontierte  Paare  von  Lebenden  462. 
Diskontinuitätsfaktor  220. 
Dispersion    111,  312;   —  normale   131, 
312,  342;   —  untemormale  131,  321; 

—  übemormale  132,  816,  842;  —  ex- 
tensiver Größen  341. 

Divergenzkoeffizient  316. 

Durchlebte  Zeit  346. 

Durchschnittliches  Risiko  einer  Ver- 
sicherung bei  deren  Abschluß  551; 
nach  längeren  Bestände  556. 

Durchschnittsfehler  227,  239;  —  der  Ge- 
wichtaemYiev^»  "^V^. 
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Einfluß  der  Sterbetafel  und  des  Zins- 
fußes auf  die  Reserve  530. 

Kinmalige  Prämie  489. 

Einsatz  170. 

Ein-  und  Austretende,  ihre  Berücksich- 
tigung 378. 

Einzelreserve  523. 

Elementarfehler  210. 

Elementargesamtheiten  von  Gestorbenen 
361. 

Elementarwahrscheinlichkeit  133,  303. 

Empirische  Formeln  276—277. 

Entstehungsmodi  139. 

Ereignis  5. 

Erfahrungswahrscheinlichkeit  162. 

Erlebensversicherung  434. 

Erwartung,  mathematische  168. 

Evolutorische  Reihen  322. 

Ewige  Rente  433. 

Extensive  statistische  Größen  333. 

Fehler,  systematische  208;  unregel- 
mäßige 208 ;  scheinbare  oder  plausible 
218. 

Fehlerexcedent  320, 

Fehlergesetz  206;  approximatives  208, 
210,  215,  218. 

Fehleri)otenzen  229. 

Fehlerrelation  315. 

Fehlerrisiko  225,  257. 

Formale  Bevölkerungstheorie  350. 

Formel  von  StLrling  22. 

Funktionen  direkt  beobachteter  Größen 
253. 

Game  of  Treize  37. 

Geburtenkürve  356. 

Gegenseitige  Todesfallversicherung  474 
—477. 

Gemischte  gegenseitige  Überlebensver- 
sicherung 476. 

Gemischte  Versicherung  447. 

Genauigkeit  der  Beobachtungen  208, 
219,  237,  293;  —  des  arithmetischen 
Mittels  236—237. 

Genäuigkeitsmaße  225. 

Generation  350. 

Gesamtheiten,  statistische  352. 

Gesisimtreserve  523. 

Geschlechtsverhältnis  der  Geborenen 
323—328;  —  der  Gestorbenen  328— 
331;  —  der  Überlebenden  329. 

Gesetz  der  großen  Zahlen  133,  136,  180, 
182;  tieine  Umkehrung  153. 


Gesetz  der  kleinen  Zahlen  321. 

Gesetz   einer   linearen   Funktion    unab- 
hängiger Fehler  219—222. 

Gesetz  der  Beobachtungsdifferenzen  222. 

Gestundete  Prämienraten  538. 

Gewicht  einer  Beobachtung  240 — 241. 

Gewichtseinheit  241. 

Gewinnquellen    der   Lebensversicherung 
488. 

G  ewinnteilungsregcl  170. 

Gewißheit  5,  16. 

Gleichmögliche  Fälle  9. 

Graphische  Ausgleichung  409. 

Graphische  Statistik  351. 

Grenznutzen  205. 

Größter  Fehler  einer  Beobachtongsreihe 
232. 

Gruppenrechnong  523. 

Günstige  Fälle  12. 

HauptgesamtHeiten  der  Lebenden  357; 
er8teHauptgesamtheit357;  zweite  358; 

—  der  Gestorbenen  368;  erste  Haupt- 
gesamtheit 358 ;  zweite  359;  dritte  360. 

Höhenmessimg,      Ausgleichung      einer 

solchen  280. 
Hypothese  Daniel  Bemoollis  196,  204. 
—  des  arithmetischen  Mittels  217,  219; 

wahrscheinlichste  —  148. 
Hypothesen  139. 

Hypothetisch-disjunktives  Urteil  1, 
Hypothetisches  Urteil  1. 

Interpolation    einer   Beobachtüngsreihe 

394. 
Invalide  411. ' 
Invalidenrenten  484. 
Invalidensterbetafeln  '418. 
Invalidität  411. 
Invaliditätsrenten  486. 
Invaliditätstafeln  420. 
Invaliditäts Wahrscheinlichkeit  418. 

Jährliche  Prämie  491 ;  —  für  die  lebens- 
längliche  Todesfallversichenmg  492; 

—  für    verschiedene    Versicherongs- 
kombinationen  494 — 600. 

Jeu  du  Joint  couvert  86.    ;•         . 
Jeu  du  Treize  37. 

Kapitalistische  Begründung  einer  Ver- 
sicherung 489. 
Kapitalversicherung  verbundener  Leben 
\     ¥14-,  —  i\Mt  d^\i.  IsLvalidität8faU.487. 
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589 
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L 


Kftöcheljipiel  25, 

illektivgcgenBtti.nd  334. 

lUektivmaßlehre  IKi,  334. 
'Kombinationen  ohne  W i et! erhol nn^  17; 

—  mit  Wiederholung  IH^ 
Kombination    van    Beobaohtuugen   207 ^ 

Konabinato  rieche  Methode  der  PrilziBionS' 

bestiitimung  313. 
K 0 njek tural berechn u n^e n  309 . 
KontAtÄuter  Teil  dt?«  Kehl<?rfl  ^^3/ 
Kontimiieriicho  Rputc  454, 
Kontinuierliche  Verzinsung  430* 
Kontrollen  275,  :*93,  295. 
Konvertienmj?      eincM      ¥eriicheFDn||^ 

Htockea  riSä, 
Korrelaten  292, 

KorrelÄtengkichungon  292,  WL 
KritiHcbe  l>auer  der  Hente  &ö3;  —  der 

To de sfal  1  v ersichening  55 3 — f» 54 , 
Kane  der  Überlebenden  340 
Kur/.©  Honte  437. 

Lilnge  de»  Hekundenpendelß  983. 
Lebenfidttuer,  nonnale  338;  niittlere  348; 

wahmcUeinliche  349 ;  wahrBcheinJichite 

349. 
Ijebenierwarttmg  847;   ab^ekürat©  und 

TüUe  348. 
Leben Blinie  351. 
Lebensveraiebemni^    im    engereti    Binne 

425;  —  im  weiteren  Sinne  428. 
L€:bena¥ersicberun^flrechnun^  424. 
LeiienawnhrscbcinJifhkeit  303,  344. 
LoibrcnttJ^   ji08timni*iraiido  zahlbar  437; 

pränuutcrando  zahlbar  436. 
Lotterie»piel  39,  47,  48,  60,  113—118. 


MÄflflenerscbeiuuugen  302. 

MaaaeBphjBioloffiacbe  Konfitante  314. 

MathematiBchc  Hoffhung  168^  204. 

MathomatiweheB  Ki^iko  183, 

HatheinatiBche  Btatistik  302 

H  ecbani  ichc  A  n  h^  1  e  i  eh  u  ngBmethod  en 
403;  —  von  Witt»tein  403;  ^  von 
Woolhonse  404;  —  von  Kamp  406, 

Methode  der  kleinsten  Quadrate  237, 
241,  261,  266 

Methode  von  Ualley  363. 

Minderwertige  Leben  4'2(S,  iSR. 

Mittelwert  einer  zunUligen  Größe  74. 

Mittlere  Lebensdauer  348. 

Mittlerer    Fehler    228,    230,    239,    293; 


—  de«  arithiufetigchcn  Mittels  236, 
239,  243;  -^  der  Gewich taeinheit  241, 
243,  2Ü6,  294. 

Mittleres  Risiko  189— 190;  — einer  eW 
7.elnen  V"er*ii ehern ng  bei  deren  Ab- 
schLuß  556;  —  nach  läniferem  Be- 
stände 5Ö0. 

Mittlere  ZdhlangBdauer  einer  R^nte  43ft. 

Möglii^he  FaUe  8 

Möglichkeit  2. 

MorttUaeho  Erwartung'  196,  197, 

MortftlitätÄtaJtd  349, 

m-tel-Rente  449:  Nüheraugsformel  für 
eine  »olche  449;  »treng«  Formel  450; 
vollständige  —  457, 

Nachwirkung  der  Aualeöe  427. 
Nadelproblem  73,  86, 

Nfttürliehe  Piftmie  603. 
Negative  Pramiepre»erve  522. 

Nettoprtmie  488, 

Nicbtlineare  Relationen  bei  vermitteln- 
den Beobachtuug-en  270. 

Normale  Di»perflion  311. 

Normale  Leben  426. 

Normale  Lebeiifldauer  338. 

Nonnalgleicbungcn  261,  265,  292,  294; 
ihre  Aunöanng  266 ;  reduzierte  —  268, 
292. 

Notwendigkeit  15, 

Pa  rtial wahrBcbeinlichkeit  1 34 , 

Paase-dix  25. 

Periodiflcbe  Eeihen  322. 

Permutationen  IT. 

Petersburger  Problem  201. 

Physikaliöcbe  Methode  der  PrÄÄiaiona- 
beetimmung  314. 

PhyeikaliBche  Scbwaukungskomponente 
bei  »tatißtiftcben  Eclativzaiiloö  32iK 

Police  385,  487. 

Policenreduktion  541. 

P  oli  c  en  rii  ckkauf  54 1 . 

Poatnnm eran do- Leibrente  437, 

Prämien  487;  Brutto  —  488;  Netto  *— 
488;  einmalige  und  jährliche  s.  dort; 
natürliche  —  503;  veränderliehe  — 
^02,  504;  XÜinaerache  —  507. 

Prümienreaerve  521 ;  bei  einmaliger  Prfl- 
mien Zahlung  524;  bei  jährlicher  Prii- 
mienzahhiug  526;  bei  unter  jähriger 
Prämien s^nhiung  527;  —  der  Erlebena- 
Tersichemng  526;  —  der  Todesfall ver- 
sicherimgB27;  kaufmänutsebe  —  5Ä9; 
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ttiatbematificUe  —  5i9;  —  nach  einer 

belieb  igen  Dauer  5'29 ;  negative  —  522 ; 

—   verscbiedener  Kombinationen  536 

—541, 
PrÄmienrückgewB.lir  509. 
PrämieDÜbertrag  529,  632—533. 
Pritnumemndo4jeibrente  436. 
Präzision  109,  153;  —  einer  Htatiatischen 

Itektivzabl  ZU). 
PraaiHionamaö  219,  334. 
Prinzip  der  \'erBicherung  4S3. 
Prinzip  des  miinjjelnden  Grandes  9;  — 

deH  zwinjfenden  Grundes  9. 
Problem  De  Moivres  60, 
t*rüblem  der  BterblichkeitamesHung  34Ö* 
Probit* nie  dee  partia  53. 
Produkten  tafeln  *274. 
Proapektive  Metbode  dorPrÜFnienreserve- 

bareclmun^  522. 
Pro^entttatK  429. 

Quftdrattafcln  274. 

Eeduzierte  Normalgleiehnngen  268, 

Eeneontre  37. 

Eente  432,  436;  aufge^cbobene  —  437; 
ewij^e  —  433;  —  filr  verbundene  Leben 
461;  kontinuierlicbe  —  454;  veränder- 
liche —  441);  —  von  besonderer  Zuh- 
Inngsmodalität  449;  vuUständige  — 
455^466. 

Kantnersterbetafeln  42  7  ► 

EetroHpektive  Methode  der  Prftmienre- 
ierveUereehu«ng  522. 

Riiikett,  gleichwertige  428;  normftle  — 
428. 

Riaiko,  bei  einer  großen  Ansaabl  gleich- 
artiger FiUle  187 ;  durt^hscbnittlichea  — 
1H4;  inathematiöcJieH  —  183;  inittlerea 
—  ig9— 190;  relatives  ^184;  —  eines 
Verai übern ngsbestande»  563. 

Eifliku  in  der  LebenaverHichemng  543. 

Eiäikopr&mie  534. 

RisikoreHerve  5GB. 

Rilckgewillir  der  Pi^mieu  609;  —  der 
Brattopriimien  516;  —  fler  Netto- 
pdlmien  510, 

Rückkaufswert  einer  Police  541—642. 

Rückveraicberung  536. 

SatK  von  De  aiorgan  463. 
S&tKe  über  (iewainthciten  von  Lebenden 
und  GestQrhBnen  365, 


Satze    über  Mittelwerte   I^    77,    11:    77, 

m:  80. 
Sätze  von  Tchebycheff  176;   I^  U:  17y, 

564;  in :    180,   192, 
SohadenreaefTc  533. 
Seitengleichung  299. 
Selektion  385. 
Serienweise     veränderliche    ttatii^tiüehe 

Wahrscheinlichkeit  318. 
Sicberheit«5iu»chlftg  568. 
Spannkraft  defl  Waaaerdampfea  286. 
Sparprämie  535, 
Stabilität,  statistischer  Verhä-Unjazalileü 

310,  321,  424;  —  einer  Yersiehenuigit- 

untemehninng  568, 
Stationäre  Bevölkerung  S73. 
Stationaaurtgleichung  281. 
Statistische      Wabraeheinlichkeii      S08 

^304, 
Statiatik,  dea  Vereins  Deutacher  EiHcn- 

hahnverwaltungen  418;  noatliematiache 

—  802, 
Sterbenedichtigkeit  354. 

Sterbens  Wahrscheinlichkeit  303,  344. 

Sterbetafel  349;  —  eines  gemiacbten 
Bestände»  4!ä0, 

Sterbetafeb  362;  —  gleichzeitig  Leben- 
der 366. 

Sterbetafeln,  a«ö  Beobachtungen  an  Ver- 
aicherten  376;  —  der  30  amerikanischen 
OeBellachaften  383;  —  der  20  britiucUen 
Geaellscharten  3B3,  402,  426;  —  der 
f  3  deutschen  Gesellachafteit  38H,  3S6, 
427;  —  der  4  französischen  Ge^ell- 
ichaften  383,  427 ;  —  der  17  englischen 
Gesellachaften  383,  426;  —  des  Be- 
amtenvereins  383,   402,  410;  Gotbiier 

—  388;  —  von  Bnme  383,  404. 
Sterbetafeln,    au»    bevölkerungsfttatiiti- 

Bchem  Material  362;  deutsche  —  aTO; 

englische  —  375;  französische  ^-  »16; 

niederläud lache  —  375;  preußisch«  — 

376;  Bchweizerische  —  375, 
Sterbliclikeitsformel    393,    395;    —    von 

Gorapertz  396,  465;  —  von  Makehani 

397,  464;   —  vön  Witt«tein  402,  421. 
Sterblichkeitflintensität  345. 
SterblichkeitftkoeftiKient  346. 
Sterblichkeitfikunen  375. 
Sterblichkeitamaße  343, 
Sterblichkeitflnieaaung  ^43. 
Sterblichkeitsverhältnis,  seine  Stabi 

331,  bei  Versicherten  333;  /.entralfiA 

347. 


1 


« 


Sachrefriater. 
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SummSD  der  dtBkontiertcn  Zalilen,  der 
Aktiven  483;  —  der  tnvaUdeii  484;  — 
der  Lebenden  4^6;  —  der  Toten  443. 

BjmptomatiHohe  Reihen  321—322. 

Tatbestand  6. 

Tarifiirihnie  48B. 

Teil ungsprob lern  53,   171. 

Temporäre  Rente  437. 

Ternie  fiie-Versiclieran^  448, 

TJieorettj  von  Baye«  140,  141,  146,  161, 
154,  155,  183,  im,  216. 

Theorem  von  BemouUi  88,  9fi,  128,  138, 
136,  138,  154,  IHO,  183,  18»,  216;  — 
«eine  Umkehmng  161. 

Theorem  von  PolBttou  120,  136,  12T,  138, 
i:i6,  137,  180,  182. 

Theorie  des  Zufalls  7* 

TodeataHverBlcberung  443;  lebenHlUng' 
liehe  441^—443 ;  ia.«tget?cbobene  —  444 ; 
temporäre  —  444 ;  anfj^euchobene  tem- 
poräre 446 ;  —  anf  daa  kiln^este  Leben 
474;  -—  auf  dm  längste  Leben  476; 
sofort  zahlbare  —  45t);  —  von  beson- 
derer Zahlunf^Hmodalitat  449. 

Totalreflerve  633. 

Totalrirtiko  fi65;  —  nach  dem  Tcbeby- 
«heflfeohen  Batze  ü65;  —  auf  Grund 
der  Fehlertbeorie  566. 

Total  wahracb  ein  lichkeit  134. 

Trente  et  quarante  65. 

TjpiflcheB  Mittel  336. 

Typiache«  Htorben  338. 

Tjpiiche  VValiröt^heinlichkeita^roßen,  mit 
normaler  DiBpersion  311,  314,  426;  — 
mit  libemormaler  DiBpersion  316,  317. 

Uberlelieude  343. 

(jberlebenjdichtigkeit  354. 

Übedebenarenten  468;  aufgeßcbobene  — 
471;  eiuaeitige  —  469;  gegenseitige  — 
469;  temijoräre  —  47S;  unterjilbri^r 
zahlbare  —  472. 

Überlebens  vertichening,  einieitige477; 
aTifgeachoben  482;  temporär  482;  — 
gegenseitige  474;  abgekünst  476: 
aufgeschoben  47ö;  gemischt  476. 

Umkehrung  des  BernouUi sehen  Theo- 
rems 161« 

Uuikehning  des  Gesetzes  der  groBen 
Zahlen  153. 

Undulatoriflebe  Reihen  33:!. 

Üngünttige  Fälle  12, 


ünterjÄhrig    fdllige    TodesfallverBiche- 

ning  458. 
Untern ormale  Dinpersion  32  L 
Un verbundene  Maaseneracheinungeu  314, 

317,  32L 
U n weaentli  eh  e  Seh  wank^ngskomponente 

bei  itati »tischen  Relativstahlen  320. 
Urflachen  8,  12,  138,  139, 
Urteil,  hypothetisches  l;   hypothetisch*^ 

distinktives  L 

Variationen,  ohne  und  mit  Wiedei> 
holung  18. 

Veiunderliche  Prämien  602. 

Veränderliche  Renten  440. 

Veränderliche  TodeBtallversichening  445. 

Verbindungsrenten  461  j  —  zum  ersten 
Tode  461;  —  3tu  einem  spiteren  Tode 
466;  autgeaehobene  —  470;  temporftre 

—  471;  unterjahrig  »ahlbare  —  471; 

—  au  verschiedeneu  Kombinationen 
472—473. 

Yermittebide  Beobachtungen,  gleicher 
Genauigkeit  257;  ~  ungleicher  Ge- 
nauigkeit 264;  —  bei  nicht  linearer 
Relation  270. 

Versicherer  487. 

Versicherung  mit  bestimmter  Verfall- 
neit  448. 

VeTsichenmgshedingungen  487, 

Vertiehenmgenehmer  487. 

Versicherangi vertrag  487, 

Verzin»ung,  einfache  und  stnaainmen- 
geaetjite  421*;   kontinuierliche  —  430, 

VerzinÄungaintensität  431 . 

Vleqmnktproblem  82—83. 

Tolkstafeln  427. 

Tollätllndige  jw-teMt«nte  457. 

VöllHtändige  Rente  465—466. 

Wahrer    Wert    einer   physischen   Größe 

222—223, 
Wahrscheinlicher  Fehler  228,  239. 
Wahrecheinlichkeit  4,  13;  geometrische 

—  68;  mathematische  —  12;  voll- 
ständige —  41;  ÄUBamm  engesetzte  — 
41;  —  auf  Gmnd  der  Erfahrung  13a 

Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt 

302,  306, 
Wahracheinlichkeitebeatimmung,  a  prieri 

12,  138;  —  a  posteriori  12,  139,  162. 
Wahrscheiniichkeitsgesetz  der  Ursachen 

134, 


592 


SacbregiRter. 


Wahrscheinlichste  Hypothese  148. 

Wahrscheinlichster  Wert  der  Unbekann- 
ten 217. 

Wasserstoff  Spektrum  279. 

Wert  einer  Anwartschaft  434. 

Wertlehre  204. 

Wette  14. 

Willkürlich  gewählte  Gerade  in  der 
Ebene  84. 

Winkelausgleichung  im  Dreieck  295. 

Winkelgleichung  298. 

Warfelversuche  118—120. 


Zähleinheit  bei  der  ^terblichkeitsmessung 

an  Versicherten  384. 
Zählkarten  383. 
Zeitrente  432. 
Zeitwert  einer  Police  524. 
Zentralwert  334. 
Zeunersche  Fläche  354,  356. 
Zillmersche  Prämie  507. 
Zinsfuß  425;  wirklicher  —  429. 
Zufall  7,  8. 

Zuschlag  zur  Prämie  488. 
Zweiseitiges  Gaußsches  Gesetz  337. 


Namenregister. 

(Die  Zahlen  beziehen  nich  auf  die  Seiten.) 


Adrain  R.  237. 
Albrecht  Th.  tiöl. 
Andrae  234. 
Andr^  D.  35. 

Babbage  427. 

Baily  F.  436. 

Barbier  E.  36. 

Barrett  G.  436. 

Bayes  J.  140,  151. 

Becker  K.  352,  361. 

Behm  G.  413,  414. 

Bentzien  H.  418,  419,  420,  421. 

BemouUi  Daniel  196—197,  201—202, 205. 

Bemoulli  Jakob  9,  12,  13,  14,  16,  17,  54, 

59,  88,  92,  99,  136,  151,  183. 
Bemoulli  Nikolaus  37,  201. 
Bertrand  J.  26,  35,  101,  107,  159,  174. 
Blaschke  K.  403,  411,  428. 
Bohlmann   G.    333,  428,  437,  489,   490,  | 

529,  535,  550,  568. 
Bortkiewicz  L.   134,  136,  138,  314,  315,  j 

318,  320,  321,  341. 
Bnine  383,  404,  427.  | 

Buffon  G.  15,  73,  82,  86,  159. 

Catalan  E.  38. 
Condorcet  M.  J.  15. 
Coumot  A.  A.  15. 
Grelle  A.  R.  274. 
Crofton  M.  W.  82,  200,  210. 

D'Alembert  J.  8.  15,  24. 

Dayies  Grifiith  462,  475. 

Degen  C.  F.  19. 

De  Morgan  A.  15,  19, 101,  463—464,  475.  j 

Deparcieux  A.  427. 

Dietrichkeit  0.  484,  486. 

C  z  11  b  0  r^  TV«/ir0chei'aJichkeit0rechnung. 
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I  Dirichlet  G.  L.  38. 
Dormoy  E.  315. 

j  Eggenberger  J.  101. 
!  Encke  J.  F.  101. 
Euler  L.  37,  92,  98. 

Farr  427. 

Fechner  G.  Th.  116,  205,  334,  337. 

Fermat  P.  17,  53. 

Fick  A.  4,  5,  16. 

Fick  L.  196,  204. 

Firks  375. 

Flies  J.  J.  14,  16. 

Galilei  G.  25. 

Gauß  C.  F.  217,  219,  228,  22«,  237, 

267,  277. 
Glaisher  J.  W.  101. 
Goldschmidt  L.  16. 
Gompertz  B.  396,  464. 

Halley  368. 

Hausdorff  F.  184,  190,  194,  556. 

Helmert  F.  R.   280,   234,  276,  284, 

Henke  R.  278. 

Hermann  205. 

Huygena  Ch.  454. 

Jevons  W.  St.  204. 

Kaan  J.  411. 

Kämpfe  B.  101. 

Kammann  W.  329. 

Kamp  J.  395,  406,  414. 

Knapp  G.  F.  353,  354,  361. 

Kramp  Ch.  19,  100. 

Kries  J.  9,  11,  14,  16,  131,  134,  13i 
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Küttner  W.  414.  j  Pesch,  A.  J.  van  331,  375 

Kummer  38.  I  Pizzetti  P.  222,  230,  263. 

Poincare  H.  26. 
Lambert  J.  H.  38.  '  Poisson  S.  D.  67,  120,  121,  134,  136,  150, 

Lampe  E.  38.  171,  182,  303. 

Landrö  C.  L.  428,  489.  |  Price  140. 

Lange  A.  206.  |  Pringsheim  A.  196,  203—204. 

Laplace  P.  S.   9,  14,  15,  38,  49,  63,  92, ' 

98,   99,   121,   140,   197,  201,  237,  303, 1  Quetelet  A.  336. 

306,  309. 
Legendre  A.  M.  237.  Roghe  E.  386,. 389,  428. 

Leibniz  G.  W.  17,  24. 

Lewin  353.  i  Schmerler  B.  428. 

Lexis  W.   131,   312,  314,  318,  320,  322,    Sigwart  Ch.  4,  9,  16. 

328,    329,    335,    337,    341,    352—354, 1  Simpson  Th.  463. 


361,  364. 
Lipps  Cl.  V.  116,  334. 
Lotze  R.  H.  6. 

Maclaurin  C.  92. 

Makeham  397. 

Meinong  A.  11. 

Menger  204. 

Mere  de  34,  53. 

Meyer  G.  361. 

Mill  J.  St.  154. 

Milne  J.  398. 

Moivre  A.  54,  60,  92,  395. 

Montmort  P.  37,  54,  201. 

Morgan  De  A.  (h.  unter  D\ 

Opitz  H.  100,  102. 
Orchard  W.  493. 

Pascal  B.  17,  34,  53—54,  171. 
Peek  J.  H.  331. 
Peirce  C.  S.  231. 
Perozzo  L.  354. 


Sprague  410. 
I  Stirling  19—20,  92. 

Stumpf  C.  5,  14,  16,  139,  143. 
'  Sylvester  J.  82. 

Tchebycheff  P.  S.  176,  182,  192. 
Tetens  J.  N.  183,  186,  487. 
'  Todhunter  J.  168. 

jVcnn  153. 

Wagner  K.  549. 

Wallis  J.  17. 

Walras  204. 

Wiegand  A.  414. 

Wittstein   Tb.    185,   194,   273,   380,  395, 
402,  403,  413,  421. 
,  Wolf  R.  118,  120. 
i  Woolbouse  W.  S.  82,  404,  421. 

Zeuner  G.  354,  366,  368,  380,  414. 
I  Zillmer  A.  391,  414,  478,  507. 
Zimmermann  H.  274,  414,  418,  419 — 421. 


Berichtigung. 

p.  23  sind  die  drei  ersten  Stellen  von  301  in  Übereinstimmung  mit  p.  VJ 
durch  265  zu  ersetzen. 
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^         Vou  Ettiannel  Czuber  erschiea  lemer  iin  Verlage  Vüti  B.  fi^Teubner 
in  Leipzig: 

Czubert  EnaaiiTiBL  geometrische  Wakrscheinlicbkeiten  und  Mittel- 
werte, Mit  115  in  den  Text  gedr.  Fig.  [VII  u.  244  S.]  gr.  8.  1884. 
geh.  n,   JI  6,80- 

Das  vorliegende  Bmeh  ist  der  erßte  VerBucli  einer  sjatematificbeti  Dur- 
stell  ung  der  geometrischen  Wahrscheinlich  kälten  und  <ler  damit  eng  zasammen- 
häBgenden  geometrischen  Mittelwerte.  Der  erste  Teil,  ,^  G  e  o  m  e  t  ri  s  c  h  e  W  a  h  r  - 
»cheinHchkeiten'\  zerfiLllt  in  drei  Abscbtiitte,  welche  der  Reihe  nach  willkür-| 
lieh  angenommene  Punkte  {in  Linien^  in  Fläclien,  im  Haume),  wililrflrlicb  gezogene 
Gerailen  (in  der  Ebene,  im  Räume)  nnd  willkürlich  gelegte  Ebenen  zum  Gegen- 
stände haben.  Im  aweiten  Teile, ,, G  e o m  e  t r i  si eh e  M  i  1 1 elw e r te **  betitelt,  ist  von 
einer  weiteren  Gliederung  des  StotiPeB  Umgang  genonunen  worden;  die  Probleme 
*iind  hier  nach  den  zu  ihrer  Lösung  verwendeten  Methoden  geordnet. 

Czuber,   Emamiel,  Vorlesungen   Über   Differential-   und   Integral- 
Rechnung.    2  Bände,    gr.  B.    1898.    In  Leinw.  geb- n.  JJ  22%  —  J 
I.  Band.    Mit  112  Figuren  im  Tei^t.      [Xill  u.  526  S.]     n.  .W  12.—        1 
IL      —       Mit  7H  Figuren  im  Text.      [TS.  u.  428  S.]      n.  .fi  10,^ 
Bei  der  Abfaisung  dieses  Werkes  hat  aich  der  Verfasier  als  Ziel  gesteckt, 
eine    DarBtelliing   der    theoretischen    Grundlagen    der   InfiniteHimalrechnung    in 
organischer  Verbindung  mit  deren  Anwendungen,  insbesondere  den  geometrischen, 
Ton  solchem  Umfange  zu  geben,  als  es  einerseits  für  das   Studium  jener  an- 
gewandten Disciplinen,  in  welchen  die  Mathematik  den  Grund  zu  legen  hat, 
erforderlich  ist,  und   als  es  andererseits  die  Vorbereitung  für  das  Eintreten  in 
Spezialgebiete  der  Analjms  Torausseijtt.    Er  hatte  in  erster  Linie  die  Bedürfnis ee 
der  Technischen  Hochschulen  im  Auge,  wo  eine  so    geartete  Behandlurig  des 
Gegenatandes    allein   am   Platze   ist,   glaubt  aber,   da&    auch    Studierende    der 
Matbetnatik   im   engeren   Sinne   von  dem  Buche  mit  Nutzen  werden   Gebrauch 
machen   können;    denn   die   reichliche   Bedaclitnahme   auf  die  Anwendung   der 
theoretischen  Sätze  soll   nicht  blofs  dazu  dienen  ^  das  Interesse  an  dem  Gegeu- 
ttaude,  das  ja  hier  Torausgeaetzt  werden  muls,  wach  zu  erhalten,  sie  ist  viel«^ 
naebr  geeignet,  da»  Veritändnis  der  Theorie  zn  fördern  und  zu  vertieft d,  —  Bei  ' 
der  Auswahl  und  Behandlung  der  Beispiele  wurde  der  Gnmdftatz  festgehalten,  dafö 
e»  iich  darum   handelt,  die  theoretischen  Sätze  an  denselben  zu  mannigfacher, . 
durchiichtiger  Anwendung  %u  bringen,  durch  sie  aber  auch  zur  Vermehrung  de«,^ 
Wissensatoiea  beizutragen.    Zahlreiche  Tertöguren  unterstöt/en  den  Vortrag.       1 

C^uber,  Emamiel,  Wahrsclieialicbkeitsrechnuug  und  ihre  An- 
wendung auf  Pehlerausgleiehuug,  Statistik  und  Lebens- 
versicherung. 1.  HlUfte.  [304  Ö.]  gr,  a  1902.  geh.  n.  Jflä.— 
Der  Verfasser  bietet  in.  dem  vorliegenden  Buche  eine  Darstellung  der  Wuhr- 
tebeinlichkeit^theorie  und  ihrer  hauptsächlichsten  Anwendungs^^ebiete:  Febler- 
auÄgleiehung,  mathematische  Statistik  und  Lebens versicherung^rechnung,  —  In 
detn  p'und legenden  ersten  Teile  wird  auf  die  fundamentalen  Fragen  der  \V^ahr- 
seheinlichkeiti^recbnung  eingegangen;  eine  grofae Auswahl  von Froblemen,  darunter 
fielbstverstundlich  die  kJaidachea,  iat  dazu  bestimmt,  in  den  Geist  der  Wahr- 
Bcheinlichkeitfisätze  und  ihren  richtigen  Gebrauch  einzuführen.  —  Der  ä weite 
Teil  begründet  die  Fehlerlheorie  und  die  aus  ihr  entspringende  Methode  der 
kleinsten  Quadrate ;  Beispiele  aus  verschiedenen  Wissenszweigen  geben  eine 
Eureichende  Vorstellung  von  der  Verwendung  die«e^  wichtigen  Instruments  zur 
Bearbeitung  von  Beobachtungsergebniasen.  —  Im  dritten  Teile  werden  die 
modernen  Hilfsmittel  der  wiasenschaftlichen  Beurteilung  im.d  Ausniitzung  von 
Erfahrungatbateachen  auf  statistischem  Gebiete  erörtert;  die  Probleme  der  Steri*-  j 
lichkeits-  und  InvaliditatsmesBung  stehen  ina  Vordergründe  der  Betrachtouff.  -^  1 
Der  vierte  Teil  erklärt  das  Wesen  und  behandelt  alle  belangreichen  Probleme 
der  Lebens  versieb  erungarechnung;  um  auch  einen  Einblick  in  die  Auswertung 
der  hier  mafsgebenden  Formeln  und  die  auftretenden  5!ahl werte  zu  gewähren, 
sind  Tabellen  und  Rechnungsbeispiele  in  gröfserer  2abl  eingefügt. 


Von  Emanuel  Czuber  erschien  ferner  im  Verlage  von  B.  G.  TeuLner 
in  Leipzig: 

Czuber,  Emanuel,  Theorie  der  Beobachtungsfehler.  Mit  7  in  den  Text 
gedruckten  Fig.    [XIV  u.  418  S.]    gr.  8.    1891.    geh.  n.  .^  8 .  — 

Eine  zusammenfassende  Darstellung  der  wissenschaftlichen  Grundlagen 
der  Fehlertheorie  nnd  der  auf  sie  gegründeten  Aosgleichnngsrechnung,  wie  sie 
dieses  Buch  zu  geben  versucht,  soll  einem  doppelten  Zwecke  dienen:  Den  Mathe- 
matiker in  dieses  durch  Methaphjsik  und  Analyse  gleich  interessante  Gebiet 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  einführen,  und  demjenigen,  den  praktische 
Probleme  mit  der  Ausgleichungsrechnung,  diesem  unerläXslich  gewordenen  Binde- 
glied zwischen  Beobachtungen  einerseits  und  den  aus  ihnen  gefolgerten  Resul- 
taten andererseits,  zusammenführen,  ein  möglichst  umfassendes  Bild  ihrer  Ent- 
wicklung nach  der  theoretischen  Seite  bieten.  Die  technische  Ausführung  der 
Rechnungen  bei  Lösung  spezieller  Aufgaben  aus  Terschiedenen  Gebieten  der 
Anwendung  fallt  hiemach  nicht  in  den  Rahmen  des  Buches. 

Der  Inhalt  gliedert  sich  in  drei  grofse  Abschnitte.  Der  erste  handelt  von 
der  Theorie  der  linearen  Fehler.  Die  Ableituoff  des  Fehlergesetzes  aus 
der  Hypothese  des  arithmetischen  Mittels  und  aus  der  Hypothese  der  Elementar- 
fehler bilden  den  Mittelpunkt,  um  welchen  sich  Untersuchungen  über  den  Satz 
des  arithmetischen  Mittels,  über  die  Beurteilung  der  Genauigkeit  von  Beobach- 
tungsreihen nach  wahren  und  scheinbaren  Fehlem,  über  den  kleinsten  und 
gröfsten  Fehler  einer  Beobachtungsreihe  und  die  damit  zusammenhängende  Frage 
der  Ausscheidung  widersprechender  Beobachtungen  ordnen.  Der  zweite  Abschnitt 
hat  die  Begründung  der  Methode   der  kleinsten  Quadrate   zum  Haupt- 

gegenstände.  Nach  Formulierung  des  Problems  werden  die  beiden  Beweise  von 
aufs,  die  Untersuchungen  Ton  Laplace  und  die  hervorragenden  Arbeiten  anderer 
Geometer,  welche  sich  an  jene  anschliefsen ,  vorgeführt  und  ihre  gegenseitigen 
Beziehungen  dargelegt.  Die  Beurteilung  der  Genauigkeit  von  Reihen  vermitteln- 
der und  bedingter  ^obachtungen,  die  explicite  Darstellung  der  Elemente,  ihrer 
Gewichte  und  mittleren  Fehler  durch  Determinanten  zum  Zwecke  des  Nachweises 
der  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit  des  Problems,  die  Schätzung  der  Genauigkeit 
von  Funktionen  beobachteter  und  aus  Beobachtungen  abgeleiteter  Gröfsen  sind 
weitere  Gegenstände  dieses  Abschnittes.  Im  dritten  endlich  kommt  die  Theorie 
der  Fehler  in  der  Ebene  und  im  Räume  zum  Vortrage.  Das  Gesetz  ihrer 
Wirkungsweise  erfahrt  mehrfache  Begründung  unter  verschiedenen  Gesichtspunkten 
und  aus  verschiedenen  Annahmen.  Daran  schliefst  sich  die  Beurteilung  der 
Genauigkeit  der  Punktbestimmung  in  der  Ebene  und  im  Räume. 

Czuber,  Emanuel,  die  Entwickelung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie 
und  ihre  Anwendungen.  A.  u.  d.  T.:  Jahresbericht  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung.  YIL  2.  [VIII  u.  279  S.]  gr.  8.  1899. 
geh.  n.  o^  8 .  — 

Die  Schrift  stellt  sich  die  Aufgabe,  den  Entwicklungsgang  der  Wahr- 
«lobeinlichkeitstheorie  bis  zu  ihrem  heutigen  Stande  in  knappen  Zügen  zu  zeichnen 
und  auf  die  Anwendunj^sgebiete  so  weit  einzugehen,  als  es  sich  dabei  um  theo- 
Mischo  Fragen  handelt.  Der  philosophischen  ^eite  des  Gegenstandes  wird  mehr 
Aufmerksamkeit  zugewendet,  als  dies  sonst  in  mathematischen  Schriften  zu  ge- 
Aohohon  pflegt.  Es  erwies  sich  als  zweckmäfsig,  nicht  den  historischen  Gant?, 
soudoru  die  sachliche  Gliedenmg  zur  Grandlage  der  Anordnung  zu  wählen.  So 
wi^rvlmi  denn  der  Reihe  nach  die  Grandlagen  der  Wahrscheinlichkeitstheorie; 
ihrx»  Anwendung  auf  die  Ergebnisse  wiederholter  Versuche;  die  Wahrscheinlich- 
keit dor  Tnachen  beobachteter  Ereignisse  und  das  Schliefsen  auf  zukünftig 
Kivi^uiMse;  die  Beurteilung  vom  Zufall  abhängiger  Vor-  und  Nachteile;  die 
Vuwonduugen  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  auf  Zeugenaussagen  und  Ent- 
^rUoidungi^n  von  Gerichtshöfen,  auf  die  Resultate  von  Messungen,  endlich  auf 
i/ic  .N'^MfiMtik  l>ehandelt. 
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